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Pierécien wielomianéw od jednej zmiennej o wspotczynnikach w pierScieniu
A oznaczmy Alz|. Stopien wielomianu f € Alz|, ktory oznaczmy deg f
definiujemy nastepujaco: jesli f =al +---+apia, # 0, todeg f =n € Zx.
Umawiamy sie, ze deg0) = —oo. Element a, € A nazywamy wiodacym
wspotezynnikiem f. Jesli a, = 1, to f nazywamy unormowanym.
Pierscien

Zli] ={a+bicC:a,beZ} CC
nazywamy pierscieniem liczb Gaussa.
Pierscien szeregow formalnych nad cialem k, oznaczany k[[z]], to zbior for-
malnych sum

Zai:pi = ag + a1 + asx® + asx® + - -

i=0
gdzie a; € k. Element zerowy tego pierscienia to 0, jedynka to 1. Sume
dwoch szeregow f=>"7 ax" i g = 0, bz’ definiujemy jako

fHg=> (ai+b)a' = (ag+bo) + (a1 + by)x + (az + bp)a” + - --
=0

natomiast iloczyn jako

fg = Z (Z ajbij> Clii = a0b0+(agbl +a1b0)x+(a0b2+albl +&2b0)$2+' .

i=0 \ j=0

1. Pokaz, ze nastepujgce dwa warunki sg rownowazne w pierscieniu A:

e w pierscieniu A nie ma nietrywialnych dzielnikéw zera
e w pierscieniu A mozna skraca¢ mnozenie, czyli: jesli a-b =a-ci

a+#0,t0b=c.

Pierscienn spelniajacy powyzsze warunki nazywamy dziedzing. Pokaz
przyktady pierscieni, ktoére nie sa dziedzinami.



. Zalozmy, ze pierscienn A jest skonczony, |A| < co. Pokaz, ze A jest dzie-
dzing wtedy i tylko wtedy kiedy jest cialem. Implikacja “A cialo —= A
dziedzina” jest zawsze prawdziwa; zeby dowies¢ przeciwnej dla dowolnego
a € A rozpatrz odwzorowanie A 5 b — a-b € A izauwaz, ze dla dziedziny
jest ono réznowartosciowe.

. Znajdz elementy odwracalne i dzielniki zera w nastepujacych pierécie-
niach:

(a) pierScieniu wielomianow kx|, gdzie k jest dowolnym cialem,
(b) pierscieniu reszt Z,,
(c) pierscieniu liczb Gaussa Z[i,

(d) pierscieniu szeregow formalnych k[[z]], gdzie k jest dowolnym ciatem.

. Pokaz, ze dla dowolnych dwoch wielomianow f, g € A[X] zachodzi:

(a) deg(f +g) < max{deg f,degg},
(b) deg(f-g) <degf+degy,
(c) jesli A jest dziedzina, to deg(f - g) = deg f + degg.

Umawiamy sie, ze —oo jest mniejsze niz jakakolwiek liczba oraz dodanie
—oo do jakiejkolwiek liczby daje —oo.

. Znajdz wynik dzielenia z reszta f przez g w nastepujacych przypadkach:

(a) f=2a"+2z" + 32 + 42° + 5z + 6, g = 2 + 22 + 3 w Q[z],
b) f=a -+t -2 +22—w+1,9g=2>+2— 1w Zslx],
(c) f=28+1, g=2a—1iw Zli][z].

. Korzystajac z twierdzenia Bezout znajdZz wszystkie wielomiany nieroz-
ktadalne unormowane stopnia < 3 w Zs[z].

. Majac dane pierscienie Ay, Ay mozna zdefiniowa¢ ich produkt podobnie
jak produkt prosty grup, ustalajac operacje “po wspotrzednych” w pro-
dukcie kartezjanskim A; x As. Pokaz, ze produkt pierscieni nigdy nie jest
dziedzina.



8.

10.

Dla dowolnego ciala k definiujemy pierscien k[e] jako dwuwymiarows
przestrzen wektorowa nad k rozpieta przez 11 e, czyli

kle) = {a+be:a,b ek}

Dodawanie definiujemy po wspoétrzednych, natomiast mnozenie tak zeby
2 .
e =0, czyli

(CL1 + b2€) . (GQ + b2€) = ay1ag9 + (albg + a2b1)€
znajdz elementy odwracalne i dzielniki zera w k[e].

Rozpatrzmy dwuwymiarowa przestrzen liniowa Fy nad cialem Z, (czasami
Zs oznaczmy przez Fy) o bazie 11 v. Definiujemy mnozenie w Fy tak zeby
1?2 =1+v, czyli

(CLl + blV) . (CLQ + b2V) = (CLlCLQ + blbg) + (Cllbg + Clle + blb2>V

Pokaz, ze F4 jest pierécieniem, dziedzing i cialem. Pokaz, ze kazde cialo,
ktore ma 4 elementy, jest izomorficzne z Fy.

Rozpatrzmy podpierécien k[z?, 23] C k[z] w pier§cieniu wielomianéw jed-
nej zmienne;j.
e Pokaz, ze elementy 2 i 2° s w tym pier§cieniu nierozktadalne.

e Pokaz, ze pierscieri k[z? x| nie ma wlasnoéci jednoznacznego
rozktadu.



