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Pier±cie« wielomianów od jednej zmiennej o wspóªczynnikach w pier±cieniu
A oznaczmy A[x]. Stopie« wielomianu f ∈ A[x], który oznaczmy deg f
de�niujemy nast¦puj¡co: je±li f = anx+ · · ·+a0 i an 6= 0, to deg f = n ∈ Z≥0.
Umawiamy si¦, »e deg 0 = −∞. Element an ∈ A nazywamy wiod¡cym
wspóªczynnikiem f . Je±li an = 1, to f nazywamy unormowanym.
Pier±cie«

Z[i] = {a+ bi ∈ C : a, b ∈ Z} ⊂ C

nazywamy pier±cieniem liczb Gaussa.
Pier±cie« szeregów formalnych nad ciaªem k, oznaczany k[[x]], to zbiór for-
malnych sum

∞∑
i=0

aix
i = a0 + a1x+ a2x

2 + a3x
3 + · · ·

gdzie ai ∈ k. Element zerowy tego pier±cienia to 0, jedynka to 1. Sum¦
dwóch szeregów f =

∑∞
i=0 aix

i i g =
∑∞

i=0 bix
i de�niujemy jako

f + g =
∞∑
i=0

(ai + bi)x
i = (a0 + b0) + (a1 + b1)x+ (a2 + b2)x

2 + · · ·

natomiast iloczyn jako

f ·g =
∞∑
i=0

(
i∑

j=0

ajbi−j

)
xi = a0b0+(a0b1+a1b0)x+(a0b2+a1b1+a2b0)x

2+· · ·

1. Poka», »e nast¦puj¡ce dwa warunki s¡ równowa»ne w pier±cieniu A:

• w pier±cieniu A nie ma nietrywialnych dzielników zera

• w pier±cieniu A mo»na skraca¢ mno»enie, czyli: je±li a · b = a · c i
a 6= 0, to b = c.

Pier±cie« speªniajacy powy»sze warunki nazywamy dziedzin¡. Poka»
przykªady pier±cieni, które nie s¡ dziedzinami.



2. Zaªó»my, »e pier±cie« A jest sko«czony, |A| < ∞. Poka», »e A jest dzie-
dzin¡ wtedy i tylko wtedy kiedy jest ciaªem. Implikacja �A ciaªo =⇒ A
dziedzina� jest zawsze prawdziwa; »eby dowie±¢ przeciwnej dla dowolnego
a ∈ A rozpatrz odwzorowanie A 3 b→ a ·b ∈ A i zauwa», »e dla dziedziny
jest ono ró»nowarto±ciowe.

3. Znajd¹ elementy odwracalne i dzielniki zera w nast¦puj¡cych pier±cie-
niach:

(a) pier±cieniu wielomianów k[x], gdzie k jest dowolnym ciaªem,

(b) pier±cieniu reszt Zn,

(c) pier±cieniu liczb Gaussa Z[i],
(d) pier±cieniu szeregów formalnych k[[x]], gdzie k jest dowolnym ciaªem.

4. Poka», »e dla dowolnych dwóch wielomianów f, g ∈ A[X] zachodzi:

(a) deg(f + g) ≤ max{deg f, deg g},
(b) deg(f · g) ≤ deg f + deg g,

(c) je±li A jest dziedzin¡, to deg(f · g) = deg f + deg g.

Umawiamy si¦, »e −∞ jest mniejsze ni» jakakolwiek liczba oraz dodanie
−∞ do jakiejkolwiek liczby daje −∞.

5. Znajd¹ wynik dzielenia z reszt¡ f przez g w nast¦pujacych przypadkach:

(a) f = x5 + 2x4 + 3x3 + 4x2 + 5x+ 6, g = x2 + 2x+ 3 w Q[x],

(b) f = x6 − x5 + x4 − x3 + x2 − x+ 1, g = x2 + x− 1 w Z3[x],

(c) f = x8 + 1, g = x2 − i w Z[i][x].

6. Korzystaj¡c z twierdzenia Bezout znajd¹ wszystkie wielomiany nieroz-
kªadalne unormowane stopnia ≤ 3 w Z3[x].

7. Maj¡c dane pier±cienie A1, A2 mo»na zde�niowa¢ ich produkt podobnie
jak produkt prosty grup, ustalaj¡c operacje �po wspóªrz¦dnych� w pro-
dukcie kartezja«skim A1×A2. Poka», »e produkt pier±cieni nigdy nie jest
dziedzin¡.



8. Dla dowolnego ciaªa k de�niujemy pier±cie« k[ε] jako dwuwymiarow¡
przestrze« wektorow¡ nad k rozpi¦t¡ przez 1 i ε, czyli

k[ε] = {a+ bε : a, b ∈ k}

Dodawanie de�niujemy po wspóªrz¦dnych, natomiast mno»enie tak »eby
ε2 = 0, czyli

(a1 + b2ε) · (a2 + b2ε) = a1a2 + (a1b2 + a2b1)ε

znajd¹ elementy odwracalne i dzielniki zera w k[ε].

9. Rozpatrzmy dwuwymiarow¡ przestrze« liniow¡ F4 nad ciaªem Z2 (czasami
Z2 oznaczmy przez F2) o bazie 1 i ν. De�niujemy mno»enie w F4 tak »eby
ν2 = 1 + ν, czyli

(a1 + b1ν) · (a2 + b2ν) = (a1a2 + b1b2) + (a1b2 + a2b1 + b1b2)ν

Poka», »e F4 jest pier±cieniem, dziedzin¡ i ciaªem. Poka», »e ka»de ciaªo,
które ma 4 elementy, jest izomor�czne z F4.

10. Rozpatrzmy podpier±cie« k[x2, x3] ⊂ k[x] w pier±cieniu wielomianów jed-
nej zmiennej.

• Poka», »e elementy x2 i x3 s¡ w tym pier±cieniu nierozkªadalne.

• Poka», »e pier±cie« k[x2, x3] nie ma wªasno±ci jednoznacznego
rozkªadu.


