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Przypomnijmy, »e klasa sprz¦»onosci elementu h w grupie G to zbiór {g ·
h · g−1 : g ∈ G} czyli orbita h przy dziaªaniu G na sobie przez sprz¦»enia.
Elementy g1, g2 ∈ G s¡ sprz¦»one je±li le»¡ w tej samej klasie sprz¦»ono±ci.
Podgrupa H w G jest normalna je±li dla ka»dego g ∈ G zachodzi gHg−1 = H,
czyli je±li jest H niezmiennicza przy dziaªaniu G na sobie przez sprz¦»enia.

1. Zaªó»my, »e grupa G zawiera podgrupy H1 i H2, takie »e H1 ∩H2 = {1G}
oraz elementy H1 sa przemienne z elementami z H2, czyli dla da»dej pary
hi ∈ Hi zachodzi h1h2 = h2h1. Poka», »e odwzorowanie

H1 ×H2 3 (h1, h2) −→ h1h2 ∈ G

jest homomor�zmem i ma trywialne j¡dro.

2. Niech G b¦dzie grup¡ sko«czon¡ zawieraj¡c¡ dwie podgrupy normalne
H1, H2 C G, ktorych przeci¦cie jest trywialne, czyli H1 ∩ H2 = {1G}.
Zaªó»my, »e |G| = |H1| · |H2|. Poka», »e grupa G jest izomor�czna z
produktem H1 ×H2.

3. Zaªó»my, »e G jest grup¡ rz¦du p2, gdzie p jest liczb¡ pierwsz¡. Poka», »e
G jest albo cykliczna, albo izomor�czna z Zp × Zp.

4. Poka», »e nieabelowe grupy rz¦du 8 to grupa kwaternionów H8 i grupa
dihedralna D8.

5. Dla podanej poni»ej grupy G znajd¹ wszystkie podgrupy normalne HCG
oraz odpowiadaj¡ce im grupy ilorazowe G/H. Wykorzystaj fakt: je±li
h ∈ H CG to klasa sprz¦»ono±ci h jest zawarta w H.

(a) G = Zn, grupa cykliczna rz¦du n, gdzie n > 1;

(b) G = Zp × Zp, gdzie p jest liczb¡ pierwsz¡,

(c) G = H8, grupa kwaternionów;

(d) G = D8, grupa izometrii kwadratu;

(e) G = S3.



6. Znajd¹ wszystkie klasy sprz¦»ono±ci elementów w grupie S4, podaj rz¡d
elementu w ka»dej klasie i policz moc ka»dej z klas. Nast¦pnie ustal jakie
podgrupy normalne zawiera grupa S4 is znajd¹ wszystkie grupy, na które
S4 odwzorowuje si¦ suriektywnie.

7. Niech H b¦dzie podgrup¡ normaln¡ grupy G czyli H C G. Poka», »e
je±li h1, h2 ∈ H s¡ sprz¦»one jako elementy grupy H to s¡ sprz¦»one jako
elementy grupyG. Poka», »e implikacja odwrotna nie musi byc prawdziwa:
podaj przykªad w którym h1 i h2 s¡ sprz¦»one jeko elementy grupy G ale
nie s¡ sprz¦»one jako elementy grupy H.

8. Poka», »e odwzorowanie ϕ : G → G zadane wzorem ϕ(g) = g−1 jest
homomor�zmem wtedy i tylko wtedy gdy grupa G jest abelowa.

Materiaª empiryczny: lista znanych grup rz¦du 8. W kolejnych wierszach
liczba elementów rz¦du podanego w pierwszej kolumnie

rzad Z8 (Z2)
3 Z2 × Z4 D8 H8

1 1 1 1 1 1
2 1 7 3 5 1
4 2 0 4 2 6
8 4 0 0 0 0

Dlaczego jest parzysta liczba elementów rz¦du 4? Ile podgrup izomor�cznych
z Z4 zawiera ka»da z tych grup?


