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Przypomnijmy, ze klasa sprzezonosci elementu h w grupie G to zbior {g -
h-g~': g € G} czyli orbita h przy dzialaniu G na sobie przez sprzezenia.
Elementy g1, g2 € G sa sprzezone jesli leza w tej samej klasie sprzezono$ci.
Podgrupa H w G jest normalna jesli dla kazdego ¢ € G zachodzi gHg ' = H,
czyli jesli jest H niezmiennicza przy dzialaniu G na sobie przez sprzezenia.

1. Zatozmy, ze grupa G zawiera podgrupy Hy i Hs, takie ze Hy N Hy = {15}
oraz elementy H; sa przemienne z elementami z Hs, czyli dla dazdej pary
h; € H; zachodzi h1hy = hohy. Pokaz, ze odwzorowanie

H, x Hy > (hl,hg) — hihy € G
jest homomorfizmem i ma trywialne jadro.

2. Niech G bedzie grupa skonczona zawierajaca dwie podgrupy normalne
Hy, Hy < G, ktorych przeciecie jest trywialne, czyli Hy N Hy = {1g}.
Zatozmy, ze |G| = |Hy| - |Hs|. Pokaz, ze grupa G jest izomorficzna z
produktem H; X Hs.

3. Zalozmy, ze G jest grupa rzedu p?, gdzie p jest liczbg pierwsza. Pokaz, ze
G jest albo cykliczna, albo izomorficzna z Z, x Z,.

4. Pokaz, ze nieabelowe grupy rzedu 8 to grupa kwaternionéw Hg i grupa
dihedralna Dy.

5. Dla podanej ponizej grupy G znajdz wszystkie podgrupy normalne H <G
oraz odpowiadajace im grupy ilorazowe G/H. Wykorzystaj fakt: jesli
h € H < G to klasa sprzezono$ci h jest zawarta w H.

a) G = Z,, grupa cykliczna rzedu n, gdzie n > 1;

(
(

)
b) G =Z, x Z,, gdzie p jest liczba pierwsza,
(c) G = Hg, grupa kwaternionow;
)
)

(d) G = Dyg, grupa izometrii kwadratu;
(e G = Sg.



6. Znajdz wszystkie klasy sprzezonosci elementéw w grupie Sy, podaj rzad
elementu w kazdej klasie i policz moc kazdej z klas. Nastepnie ustal jakie
podgrupy normalne zawiera grupa Sy is znajdz wszystkie grupy, na ktore
S4 odwzorowuje sie suriektywnie.

7. Niech H bedzie podgrupa normalng grupy G czyli H << G. Pokaz, ze
jesli hy, ho € H sa sprzezone jako elementy grupy H to sa sprzezone jako
elementy grupy GG. Pokaz, ze implikacja odwrotna nie musi byc prawdziwa:
podaj przyktad w ktorym hy i hy sg sprzezone jeko elementy grupy G ale
nie s3 sprzezone jako elementy grupy H.

8. Pokaz, ze odwzorowanie ¢ : G — G zadane wzorem ¢(g) = g ! jest
homomorfizmem wtedy i tylko wtedy gdy grupa G jest abelowa.

Material empiryczny: lista znanych grup rzedu 8. W kolejnych wierszach
liczba elementow rzedu podanego w pierwszej kolumnie

rzad | Zs | (Z5)* | Zo x Z4 | Ds | Hg
1 [ 1] 1 1 1] 1
2 1] 7 3 51 1
4 121 0 4 2 | 6
8 |4 0 0 00

Dlaczego jest parzysta liczba elementow rzedu 47 Ile podgrup izomorficznych
z Z4 zawiera kazda z tych grup?



