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Przypomnijmy, ze grupa G dziala na sobie przez sprzezenia G — Aut(G),

tak ze g — g, gdzie p,(g') = 99’9~

1. Niech ¢ : Gy — G5 bedzie homomorfizmem grup. Pokaz, ze jadro ker ¢ =
{g € G1: ¢(g9) = eq,} jest podgrupa normalna.

2. Przypomnijmy, ze jesli grupa G dziala tranzytywnie na zbiorze X, to dla
dowolnego = € X zachodzi |G : G,] = |X|. Przypomnijmy réwniez, ze
o ile G dziala na zbiorze X, to X ma rozklad na roztaczne podzbiory
bedace orbitami dziatania G. Pokaz, ze w kazdym z nastepujacych przy-
padkow istnieje x € X takie, ze G - x = z lub réwnowaznie G, = G (taki
r nazywamy punktem stalym dzialania G). Jesli to mozliwe, to podaj
minimalng liczbe takich z.

(a) |G| = p, gdzie p to liczba pierwsza, oraz moc |X| skoriczona,
niepodzielna przez p.

(b) |G| = p", gdzie p jest liczba pierwsza, oraz | X| jest liczba niepodzielng
przez p.
(¢) |G| =21 oraz | X|=8lub | X|=11.

3. Niech G bedzie grupa rzedu p”, gdzie p jest liczbg pierwsza. Pokaz, ze GG
ma nietrywialne centrum. Wykorzystaj poprzednie zadanie dla dziatania
GG na sobie przez sprzezenia; zauwaz, ze to dzialanie G zachowuje element
neutralny e wiec G dziala na zbiorze X = G'\ {e¢}, ktory ma moc p" — 1.

4. Niech G bedzie grupa rzedu p”. Pokaz, ze liczba podgrup grupy G, ktore
nie sg normalne, jest podzielna przez p. Wykorzystaj fakt, ze G dziata na
zbiorze wszystkich grup przez sprzezenia, czyli g € G przeksztalca pod-
grupe H < G w podgrupe gHg ' < G. Zauwaz, ze podgrupy normalne
sa punktami stalymi tego dzialania.

5. Przypomnijmy, ze klasg sprzezonosci elementu g € G nazywamy jego
orbite przy dzialaniu GG na sobie przez sprzezenia. Czyli elementy g; i
g2 sa sprzezone jesli dh € G : g = hgoh™. Opisz klasy sprzezonosci w
nastepujacych grupach; podaj typowe elementy w kazdej klasie oraz dla
skoniczonych grup liczbe elementoéw w klasie:



a
b

) w dowolnej grupie abelowe;
)
¢) w grupie dihedralnej Dy,
)
)

(
(b) w grupie kwaternionow Hyg
(
(d
(e) w grupie macierzy odwracalnych 2 x 2 nad C, GL(2,C)

w grupie permutacji S,,, dlan =4,5

6. Zalozmy, ze G jest grupa rzedu pq, gdzie ¢ > p to rézne liczby pierwsze
oraz p nie dzieli ¢ — 1.

(a) Korzystajac z twierdzenia Cauchy’ego wywnioskuj, ze istnieja ele-
menty a i b rzedu p i odpowiednio q. Pokaz, ze jesli sg przemienne,
czyli ab = ba, to G jest grupa cykliczng generowang przez ab.

(b) Niech H, = (a), H, = (b). Pokaz, ze jesli bab~" & H,, to G zawiera
co najmniej g(p — 1) elementow rzedu p. Pokaz, ze jesli aba™! & H,,
to G zawiera co najmniej p(q — 1) elementéow rzedu q.

(c) Pokaz, ze jesli aH, = H,a lub bH, = H,b, to grupa G jest cykliczna.
Wykorzystaj dzialanie przez sprzezenia H, na H, lub odwrotnie i
fakt, ze sprzezenia permutuja elementy nietrywialne.

(d) Uzyj powyzszych stwierdzen do dowodu, ze grupa G spelniajaca
warunki zadania jest cykliczna.

7. Niech p > 2 bedzie liczbg pierwsza i G grupa rzedu 2p. Dowiedz nastepu-
jacych stwierdzen.
(a) Jesli G jest abelowa, to jest cykliczna, izomorficzna z Zo,,.

(b) Jesli G nie jest abelowa, to ma p elementéow rzedu 2 i normalna
podgrupe cykliczna rzedu p.

(c) Jesli G nie jest abelowa, to jest izomorficzna z dihedralna Dy,



