
ALG I, seria 4 Jesie« 2018

Przypomnijmy, »e grupa G dziaªa na sobie przez sprz¦»enia G → Aut(G),
tak »e g 7→ ϕg, gdzie ϕg(g

′) = gg′g−1.

1. Niech φ : G1 → G2 b¦dzie homomor�zmem grup. Poka», »e j¡dro kerφ =
{g ∈ G1 : φ(g) = eG2} jest podgrup¡ normaln¡.

2. Przypomnijmy, »e je±li grupa G dziaªa tranzytywnie na zbiorze X, to dla
dowolnego x ∈ X zachodzi [G : Gx] = |X|. Przypomnijmy równie», »e
o ile G dziaªa na zbiorze X, to X ma rozkªad na rozª¡czne podzbiory
bed¡ce orbitami dziaªania G. Poka», »e w ka»dym z nast¦pujacych przy-
padków istnieje x ∈ X takie, »e G · x = x lub równowa»nie Gx = G (taki
x nazywamy punktem staªym dziaªania G). Je±li to mo»liwe, to podaj
minimaln¡ liczb¦ takich x.

(a) |G| = p, gdzie p to liczba pierwsza, oraz moc |X| sko«czona,
niepodzielna przez p.

(b) |G| = pr, gdzie p jest liczb¡ pierwsz¡, oraz |X| jest liczb¡ niepodzieln¡
przez p.

(c) |G| = 21 oraz |X| = 8 lub |X| = 11.

3. Niech G b¦dzie grup¡ rz¦du pr, gdzie p jest liczb¡ pierwsz¡. Poka», »e G
ma nietrywialne centrum. Wykorzystaj poprzednie zadanie dla dziaªania
G na sobie przez sprz¦»enia; zauwa», »e to dziaªanie G zachowuje element
neutralny eG wi¦c G dziaªa na zbiorze X = G\{eG}, który ma moc pr−1.

4. Niech G b¦dzie grup¡ rz¦du pr. Poka», »e liczba podgrup grupy G, które
nie s¡ normalne, jest podzielna przez p. Wykorzystaj fakt, »e G dziaªa na
zbiorze wszystkich grup przez sprz¦»enia, czyli g ∈ G przeksztaªca pod-
grup¦ H < G w podgrup¦ gHg−1 < G. Zauwa», »e podgrupy normalne
s¡ punktami staªymi tego dziaªania.

5. Przypomnijmy, »e klas¡ sprz¦»ono±ci elementu g ∈ G nazywamy jego
orbit¦ przy dziaªaniu G na sobie przez sprz¦»enia. Czyli elementy g1 i
g2 s¡ sprz¦»one je±li ∃h ∈ G : g1 = hg2h

−1. Opisz klasy sprz¦»ono±ci w
nast¦puj¡cych grupach; podaj typowe elementy w ka»dej klasie oraz dla
sko«czonych grup liczb¦ elementów w klasie:



(a) w dowolnej grupie abelowej

(b) w grupie kwaternionów H8

(c) w grupie dihedralnej D2n

(d) w grupie permutacji Sn, dla n = 4, 5

(e) w grupie macierzy odwracalnych 2× 2 nad C, GL(2,C)

6. Zaªó»my, »e G jest grup¡ rz¦du pq, gdzie q > p to ró»ne liczby pierwsze
oraz p nie dzieli q − 1.

(a) Korzystaj¡c z twierdzenia Cauchy'ego wywnioskuj, »e istniej¡ ele-
menty a i b rz¦du p i odpowiednio q. Poka», »e je±li s¡ przemienne,
czyli ab = ba, to G jest grup¡ cykliczn¡ generowan¡ przez ab.

(b) Niech Hp = 〈a〉, Hq = 〈b〉. Poka», »e je±li bab−1 6∈ Hp, to G zawiera
co najmniej q(p− 1) elementów rz¦du p. Poka», »e je±li aba−1 6∈ Hq,
to G zawiera co najmniej p(q − 1) elementów rz¦du q.

(c) Poka», »e je±li aHq = Hqa lub bHp = Hpb, to grupa G jest cykliczna.
Wykorzystaj dziaªanie przez sprz¦»enia Hp na Hq lub odwrotnie i
fakt, »e sprz¦»enia permutuj¡ elementy nietrywialne.

(d) U»yj powy»szych stwierdze« do dowodu, »e grupa G speªniaj¡ca
warunki zadania jest cykliczna.

7. Niech p > 2 b¦dzie liczb¡ pierwsz¡ i G grup¡ rz¦du 2p. Dowied¹ nast¦pu-
j¡cych stwierdze«.

(a) Je±li G jest abelowa, to jest cykliczna, izomor�czna z Z2p.

(b) Je±li G nie jest abelowa, to ma p elementów rz¦du 2 i normaln¡
podgrup¦ cykliczna rz¦du p.

(c) Je±li G nie jest abelowa, to jest izomor�czna z dihedraln¡ D2p.


