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Produkt grup G1 i G2 de�niujemy jako zbiór G1 × G2 z dziaªaniami zde�n-
iowanymi po wspóªrz¦dnych czyli (g1, g2)

−1 = (g−11 , g−12 ) oraz

(g1, g2) · (g′1, g′2) = (g1 · g′1, g2 · g′2)

Podgrup¦ H < G nazywamy podgrup¡ normaln¡, co oznaczamy HCG, je±li
jej lewe i prawe warstwy w G s¡ takie same; czyli

H CG ⇐⇒ ∀g ∈ G gH = Hg

1. Zaªó»my, »e liczby caªkowite dodatnie a i b s¡ wzgl¦dnie pierwsze. Poka»,
»e grupa Za × Zb jest izomor�czna z grup¡ cykliczn¡ Zab. Uzasadnij
dlaczego grupa Za × Za nie jest izomor�czna z Za2 .

2. Poka», »e dla i = 1, 2 rzutowanie pi : G1×G2 → Gi, takie »e pi(g1, g2) = gi
jest homomor�zmem grup. Zaªó»my, »e dana jest grupa H z homor�z-
mami hi : H → Gi. Poka», »e istnieje dokªadnie jeden homomor�zm
h : H → G1 ×G2 speªniaj¡cy warunek pi ◦ h = hi dla i = 1, 2.

3. Niech G b¦dzie grup¡, w której ka»dy element jest rz¦du ≤ 2. Poka», »e G
jest grup¡ przemienn¡. Poka», »e je±li dodatkowo G jest grup¡ sko«czon¡,
to G jest izomor�czna z grup¡ Zn

2 czyli n-krotnym produktem grupy Z2.

4. Przypomnijmy, »e grupa G dziaªa na sobie za pomoc¡ automor�zmów
wewn¦trznych g(g′) = gg′g−1. Poka», »e podgrupa H < G jest normalna
wtedy i tylko wtedy gdy jest zachowywana (jako zbiór) przez ka»dy auto-
mor�zm wewn¦trzny. Wykorzystaj t¦ obserwacj¦ by pokaza¢:

(a) H1, H2 CG =⇒ H1 ∩H2 CG

(b) H1 CG1, H2 CG2 =⇒ H1 ×H2 CG1 ×G2

5. Przypomnijmy de�nicj¦ centrum grupy

Z(G) = {g ∈ G : ∀g′ ∈ G′ gg′ = g′g}

(a) Poka», »e Z(G)CG

(b) Poka», »e Z(G1 ×G2) = Z(G1)× Z(G2) ⊆ G1 ×G2.



6. Znajd¹ wszystkie podgrupy normalne nast¦puj¡cych grup

(a) kwaternionów H8

(b) izometrii pi¦ciok¡ta D10

(c) izometrii sze±ciok¡ta D12

(d) permutacji S4

7. Niech G oznacza grup¦ izometrii sze±cianu, zob. http://sage2.mimuw.

edu.pl/home/pub/105/ Mo»na zaªo»y¢, »e wierzchoªki sze±cianu w R3

maj¡ wspóªrz¦dne (±1,±1 ± 1). Sze±cian ma cztery przek¡tne ª¡cz¡ce
przeciwlegªe wierzchoªki. Ka»de przeksztaªcenie g ∈ G wyznacza permu-
tacj¦ przek¡tnych, co daje odwzorowanie ϕ : G→ S4.

(a) Poka», »e ϕ jest suriektywnym homomor�zmem.

(b) Poka», »e j¡dro ϕ jest dwuelementow¡ grup¡ generowan¡ przez
symetri¦ ±rodkow¡.

(c) Rozpatrzmy przekstaªcenie φ : G → S4 × Z2 zde�niowane wzorem
φ(g) = (ϕ(g), det(g)), gdzie det(g) oznacza wyznacznik przeksztaªce-
nia liniowego g. Poka», »e φ jest izomor�zmem.

(d) Poka», »e centrum G to dwuelementowa grupa generowana przez
symetri¦ ±rodkow¡, zob. zadanie 5d z poprzedniej serii.
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