ALG 1, seria 3 Jesien 2018

Produkt grup G; i G5 definiujemy jako zbior G; x G2 z dziataniami zdefin-
iowanymi po wspotrzednych czyli (g1,92) " = (g7, g5 ") oraz

(91,92) - (91, 95) = (91 - 91, 92+ 95)

Podgrupe H < G nazywamy podgrupa normalng, co oznaczamy H <1 G, jesli
jej lewe i prawe warstwy w G sa takie same; czyli

H<G < VgeGgH =Hg

1. Zalozmy, ze liczby catkowite dodatnie a i b sa wzglednie pierwsze. Pokaz,
ze grupa Z, X Zy jest izomorficzna z grupa cykliczna Z,. Uzasadnij
dlaczego grupa Z, X Z, nie jest izomorficzna z Z,2.

2. Pokaz, ze dla i = 1,2 rzutowanie p; : G1 X Gy — G, takie ze p;(g1, g2) = g
jest homomorfizmem grup. Zalézmy, ze dana jest grupa H z homorfiz-
mami h; : H — G;. Pokaz, ze istnieje dokladnie jeden homomorfizm
h: H — G1 x G5 spelniajacy warunek p;oh =h; dlai=1,2.

3. Niech G bedzie grupa, w ktorej kazdy element jest rzedu < 2. Pokaz, ze GG
jest grupa przemienna. Pokaz, ze jesli dodatkowo G jest grupa skonczona,
to G jest izomorficzna z grupa Z3 czyli n-krotnym produktem grupy Zs.

4. Przypomnijmy, ze grupa G dziala na sobie za pomoca automorfizmow
wewnetrznych g(¢') = gg'g~!. Pokaz, ze podgrupa H < G jest normalna
wtedy i tylko wtedy gdy jest zachowywana (jako zbior) przez kazdy auto-
morfizm wewnetrzny. Wykorzystaj te obserwacje by pokaza¢:

(a) H,Hy, <G = HiNHy <G
(b) H1<]G1,H2<]GQ — H1XH2<]G1XGQ

5. Przypomnijmy definicje centrum grupy
Z(G)={g9eG: Vg €G g9 =4'g}

(a) Pokaz, ze Z(G) < G
(b) POkaZ, ze Z(Gl X Gg) = Z(Gl) X Z(Gg) - Gl X GQ.



6. Znajdz wszystkie podgrupy normalne nastepujacych grup

a) kwaternionéw Hy

(

(b
(c
(d

izometrii pieciokata Dqq

izometrii szesciokata Dy
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permutacji Sy

7. Niech G oznacza grupe izometrii szescianu, zob. http://sage2.mimuw.
edu.pl/home/pub/105/ Mozna zalozy¢, ze wierzcholki szescianu w R3
maja wspolrzedne (4+1,+1 £ 1). SzeScian ma cztery przekatne taczace
przeciwlegle wierzchotki. Kazde przeksztatcenie ¢ € G wyznacza permu-
tacje przekatnych, co daje odwzorowanie ¢ : G — Sy.

(a) Pokaz, ze ¢ jest suriektywnym homomorfizmem.

(b) Pokaz, ze jadro ¢ jest dwuelementowa grupa generowang przez
symetrie srodkowa.

(¢) Rozpatrzmy przekstalcenie ¢ : G — Sy X Zy zdefiniowane wzorem
o(9) = (v(g),det(g)), gdzie det(g) oznacza wyznacznik przeksztalce-
nia liniowego g. Pokaz, ze ¢ jest izomorfizmem.

(d) Pokaz, ze centrum G to dwuelementowa grupa generowana przez
symetrie srodkowa, zob. zadanie 5d z poprzedniej serii.
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