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Przypomnijmy, »e dziaªanie grupy G na zbiorze X, to homomor�zm G →
Bij(X); innymi sªowy ka»dy element g dziaªa jak bijekcja x 7→ g(x). Dla
dowolnego x ∈ X orbita x to Gx = {g(x) : g ∈ G} ⊆ X, stabilizator lub
grupa izotropii dla x ∈ X to Gx = {g ∈ G : g(x) = x} ⊆ G. Mówimy, »e G
dziaªa na X tranzytywnie je±li dziaªanie ma tylko jedn¡ orbit¦.

1. Zaªó»my, »e grupa G dziaªa na zbiorze X. Poka», »e stabilizator x ∈ X
jest podgrup¡ w G. Poka», »e relacja x1 ∼ x2 ⇐⇒ ∃g ∈ G : x1 = g(x2)
jest relacj¡ równowa»no±ci, której klasy abstrakcji to orbity dziaªania G.

2. Rozpatrzmy podgrup¦ H < G. De�niujemy dziaªanie H na G z lewej
strony wzorem H× 3 (h, g) 7→ h(g) = h · g oraz dziaªanie z prawej strony
H× 3 (h, g) 7→ h(g) = g · h−1.

(a) Poka», »e powy»sze dziaªania sa dobrze zde�niowane i grupa izotropii
dla ka»dego g ∈ G jest trywialna.

(b) Poka», »e orbity wy»ej zde�niowanych dziaªa« to zbiory postaciHg =
{h · g : h ∈ H} oraz gH = {g · h : h ∈ H}; nazywamy je warstwami
prawymi, odpowiednio lewymi, grupy H w grupie G.

(c) Poka», »e ka»da warstwa ma tyle elementów co grupaH. Wywnioskuj
z tego twierdzenie Lagrange'a: je±li |G| <∞ to |H| dzieli |G|.

(d) Liczb¦ warstw lewych (lub prawych) H w G oznaczmy [G : H] i
nazywamy indeksem podgrupy H w grupie G. Poka», »e je±li G jest
sko«czona, to |G|/|H| = [G : H]. Podaj przykªad grupy niesko«-
czonej i jej podgrup sko«czonego indeksu.

(e) Poka», »e je±li G jest grup¡ abelow¡ to warstwy lewe s¡ takie same
jak prawe. Poka», »e je±li grupa G nie jest abelowa, to tak nie musi
by¢; podaj przykªad.

3. Zbiór lewych warstwH wG oznaczamyG/H, zbiór warstw prawychG\H.
Poka», »e mamy dziaªanie G na G\H zadane wzorem g(g′H) = (g · g′)H.
Poka», »e mamy dziaªanie G na G/H zde�niowane podobnie g(Hg′) =
H(g′ · g−1). Poka», »e te dziaªania s¡ tranzytywne.

4. Niech Aut(G) oznacza zbiór automor�zmów grupy G.



(a) Poka», »e Aut(G) jest grup¡. Poka», »e odwzorowanie

G 3 g −→ (g′ 7→ g · g′ · g−1) ∈ Aut(G)

jest homomor�zmem; nazywamy je odwzorowaniem doª¡czonym lub
doª¡czonym dziaªaniem G na sobie.

(b) Poka», »e j¡dro odzorowania doª¡czonego skªada si¦ z elementów
przemiennych ze wszystkimi innymi, nazywamy je centrum grupy:

Z(G) = {g ∈ G : ∀g′ ∈ G | g · g′ = g′ · g}

5. Znajd¹ centrum nast¦puj¡cych grup (w zale»no±ci od n):

(a) Grupy permutacji Σn

(b) Grupy kwaternionów H8

(c) Grupy dihedralnej D2n

(d) Grupy izometrii sze±cianu, zob http://sage2.mimuw.edu.pl/home/

pub/105/

6. Zaªó»my, »e grupa G dziaªa na zbiorze X tranzytywnie. Poka», »e dla
ka»dej pary x1, x2 ∈ X grupy izotropii Gx1 i Gx2 s¡ sprz¦»one, tzn. istnieje
g ∈ G takie, »e Gx1 = gGx1g

−1. Wywnioskuj z tego, »e o ile grupa G jest
sko«czona to moc zbioru X jest równa indeksowi podgrupy izotropii Gx

w G.
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