ALG 1, seria 11 Jesien 2018
1. Pokaz, ze nastepujace wielomiany sa nierozktadalne

(a) 22 + 2+ 1w Zs[x]
(b) 22+ 1 w Z3]x]
(¢) 23+ 2%+ 1w Zyx]
(d) 2* —x+1 w Zs|x]
2. Niech f € k[z] bedzie wielomianem stopnia d o wspotczynnikach w ciele
k. Pokaz, ze pierscien ilorazowy k[z|/(f) jest przestrzenig liniowa nad k

wymiaru d z baza 1, z,--- , 2%, gdzie 2’ oznacza tutaj klase jednomianu

x' w ilorazie k[z]/(f).

(a) Uzupelnij ponizsza tabliczke mnozenia dla f = 22 + 1 € Zy[z] i dla
f=a*+x+ 1€ Zx].
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(b) Pokaz, ze pierscienie Zy[z]/(x?) i Zs[z]/(2? + 1) sa izomorficzne.
(c) Pokaz, ze pierscien Zs|x]/ (2 + z + 1) jest cialem o czterech elemen-
tach.

3. Zalozmy, ze wielomian f jest nierozktadalny w pierscieniu k[x]. Pokaz, ze
pierscien ilorazowy k[z]/(f) jest ciatem.

4. Korzystajac z poprzednich zadan

(a) znajdz cialo o 8 elementach,
(b) znajdz cialo o 9 elementach,
(¢) znajdz ciato o 27 elementach.

5. Rozpatrzmy pierscient wielomianéw k[z] o wspolezynnikach w ciele k; niech
a bedzie ustalonym elementem ciata k.

(a) Pokaz, ze odwzorowanie €, : k[z| — k, ktore wielomianowi f przy-
porzadkowuje jego wartos¢ w a, czyli €,(f) = f(a), jest homomor-
fizmem.



(b) Pokaz, ze kere, = (x — a) i wywnioskuj z tego, ze klx]/(x — a) ~ k.

6. Tym razem ustalmy dwa elementy a,b € k, a # b oraz rozpatrzmy od-
wzorowanie w produkt pierécieni

€ap: k] = kX k

takie, ze €,5(f) = (f(a), f(b)) € k x k. Tak jak w poprzednim zada-
niu pokaz, ze €, jest homomorfizmem i wyznacza izomorfizm ilorazu

klx]/((z — a)(x — b)) z produktem k x k.

7. Uogdlnij poprzednie zadanie na nastepujaca sytuacje: Zal6zmy, ze wielo-
miany fi i fy sa wzglednie pierwsze w pierScieniu k[z]. Wowczas mamy
izomorfizm

klz]/(fi - f2) = Kkl]/(f1) x k[z]/(f2)
Wskazowka: Zwro¢ uwage na to, ze sytuacja jest podobna jak w izomor-
fizmie Zy, ~ Z, x Z, dla liczb a,b € Z wzglednie pierwszych i dowod
tez bedzie podobny; wykorzystaj fakt (f1) N (f2) = (f1 - f2) i poréwnaj
wymiary k-przestrzeni liniowych po obu stronach powyzszej formuty.

8. Niech h € Riz] bedzie nierozktadalnym wielomianem stopnia 21 z € C
jednym z jego dwoch sprzezonych pierwiastkéw zespolonych.

(a) Pokaz, ze odwzorowanie
Riz] > f — f(2) e C
jest homomorfizmem.
(b) Pokaz, ze jadro powyzszego odwzorowania jest ideatem generowanym
przez wielomian h i wywnioskuj z tego, ze R[x]/(h) ~ C.

9. Rozpatrzmy pierscien ilorazowy k[z]/(2"), gdzie n > 1. Niech f oznacza
klase wielomianu f € k[z] w pierscieniu ilorazowym k[x]/(z").
(a) Pokaz, ze k[x]/(z™) jest przestrzenia liniowa wymiaru n nad k.
(b) Pokaz, ze f jest elementem odwracalnym w k[x]/(2") wtedy i tylko
wtedy gdy f(0) # 0.
(c) Pokaz, ze wszystkie ideaty w k[x]/(2™) sa postaci ™ 1 mamy ciag
inkluzji:



