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1. Poka», »e nast¦puj¡ce wielomiany sa nierozkªadalne

(a) x2 + x+ 1 w Z2[x]

(b) x2 + 1 w Z3[x]

(c) x3 + x2 + 1 w Z2[x]

(d) x3 − x+ 1 w Z3[x]

2. Niech f ∈ k[x] b¦dzie wielomianem stopnia d o wspóªczynnikach w ciele
k. Poka», »e pier±cie« ilorazowy k[x]/(f) jest przestrzeni¡ liniow¡ nad k
wymiaru d z baz¡ 1, x, · · · , xd−1, gdzie xi oznacza tutaj klas¦ jednomianu
xi w ilorazie k[x]/(f).

(a) Uzupeªnij poni»sz¡ tabliczk¦ mno»enia dla f = x2 + 1 ∈ Z2[x] i dla
f = x2 + x+ 1 ∈ Z2[x].
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(b) Poka», »e pier±cienie Z2[x]/(x
2) i Z2[x]/(x

2 + 1) s¡ izomor�czne.

(c) Poka», »e pier±cie« Z2[x]/(x
2 + x+ 1) jest ciaªem o czterech elemen-

tach.

3. Zaªó»my, »e wielomian f jest nierozkªadalny w pier±cieniu k[x]. Poka», »e
pier±cie« ilorazowy k[x]/(f) jest ciaªem.

4. Korzystaj¡c z poprzednich zada«

(a) znajd¹ ciaªo o 8 elementach,

(b) znajd¹ ciaªo o 9 elementach,

(c) znajd¹ ciaªo o 27 elementach.

5. Rozpatrzmy pier±cie« wielomianów k[x] o wspóªczynnikach w ciele k; niech
a b¦dzie ustalonym elementem ciaªa k.

(a) Poka», »e odwzorowanie εa : k[x] → k, które wielomianowi f przy-
porz¡dkowuje jego warto±¢ w a, czyli εa(f) = f(a), jest homomor-
�zmem.



(b) Poka», »e ker εa = (x− a) i wywnioskuj z tego, »e k[x]/(x− a) ' k.

6. Tym razem ustalmy dwa elementy a, b ∈ k, a 6= b oraz rozpatrzmy od-
wzorowanie w produkt pier±cieni

εa,b : k[x]→ k × k

takie, »e εa,b(f) = (f(a), f(b)) ∈ k × k. Tak jak w poprzednim zada-
niu poka», »e εa,b jest homomor�zmem i wyznacza izomor�zm ilorazu
k[x]/((x− a)(x− b)) z produktem k × k.

7. Uogólnij poprzednie zadanie na nast¦puj¡c¡ sytuacj¦: Zaªó»my, ze wielo-
miany f1 i f2 s¡ wzgl¦dnie pierwsze w pier±cieniu k[x]. Wówczas mamy
izomor�zm

k[x]/(f1 · f2) ' k[x]/(f1)× k[x]/(f2)
Wskazówka: Zwró¢ uwag¦ na to, »e sytuacja jest podobna jak w izomor-
�zmie Zab ' Za × Zb dla liczb a, b ∈ Z wzgl¦dnie pierwszych i dowód
te» b¦dzie podobny; wykorzystaj fakt (f1) ∩ (f2) = (f1 · f2) i porównaj
wymiary k-przestrzeni liniowych po obu stronach powy»szej formuªy.

8. Niech h ∈ R[x] b¦dzie nierozkªadalnym wielomianem stopnia 2 i z ∈ C
jednym z jego dwóch sprz¦»onych pierwiastków zespolonych.

(a) Poka», »e odwzorowanie

R[x] 3 f −→ f(z) ∈ C

jest homomor�zmem.

(b) Poka», »e j¡dro powy»szego odwzorowania jest ideaªem generowanym
przez wielomian h i wywnioskuj z tego, »e R[x]/(h) ' C.

9. Rozpatrzmy pier±cie« ilorazowy k[x]/(xn), gdzie n > 1. Niech f oznacza
klas¦ wielomianu f ∈ k[x] w pier±cieniu ilorazowym k[x]/(xn).

(a) Poka», »e k[x]/(xn) jest przestrzeni¡ liniow¡ wymiaru n nad k.

(b) Poka», »e f jest elementem odwracalnym w k[x]/(xn) wtedy i tylko
wtedy gdy f(0) 6= 0.

(c) Poka», »e wszystkie ideaªy w k[x]/(xn) s¡ postaci xm i mamy ci¡g
inkluzji:

k[x]/(xn) ⊃ (x) ⊃ (x2) ⊃ · · · ⊃ (xn−1) ⊃ (xn) = (0)


