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1. Znajd¹ najwi¦kszy wspólny dzielnik dla:

(a) 11 + 27i oraz 9 + 32i w Z[i],
(b) 11 + 27i oraz 33− 4i w Z[i],
(c) x7 − 1 oraz x16 − 5x9 − x7 + 5 w Q[x],

(d) x9 + x8 + x7 + x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+1 i x3 + x2 + x+1 w C[x],
(e) x7 + x6 − 2x5 − 2x4 + 4x3 + 4x2 − 8x− 8 i x3 + x2 − x− 1 w R[x].

2. Znajd¹ generatory nast¦puj¡cych ideaªów:

(a) (11 + 27i) ∩ (33− 4i) w Z[i],
(b) (x4 + 4x5 + 5x6 + 6x7 + · · · ) ∩ (x9 − x10 + x11 − x12 + · · · ) w Q[[x]],

(c) (x) ∩ (x2, y) w C[x, y],
(d) (2) ∩ (1 +

√
5) w Z[

√
5],

(e) (x9 + x8 + x7 + x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1)∩ (x3 + x2 + x+ 1) w
C[x].

3. Znajd¹ minimalny zbiór generatorów dla sumy ideaªów (o ile ideaª jest
gªówny to podaj jeden generator):

(a) (11 + 27i) + (9 + 32i) w Z[i],
(b) (x7 − 1) + (x16 − 5x9 − x7 + 5) w Q[x],

(c) (2) + (1 +
√
5) w Z[

√
5],

(d) (4) + (18) w Z36,

(e) (x9 + x8 + x7 + x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1) + (x3 + x2 + x+ 1) w
C[x].

4. Rozpatrzmy homomor�zm pier±cieni ϕ : A→ B.

(a) Poka», »e przeciwobraz ideaªu jest ideaªem, tzn. JCB ⇒ ϕ−1(J)CA.

(b) Poka», »e obraz ideaªu mo»e nie by¢ ideaªem.

(c) Poka», »e przeciwobraz ideaªu maksymalnego mo»e nie by¢ ideaªem
maksymalnym.



5. Opisz ideaªy maksymalne w nast¦puj¡cych pier±cieniach, podaj ich gene-
ratory:

(a) pier±cie« szeregów formalnych k[[x]] nad dowolnym ciaªem k,

(b) pier±cie«Q(p) liczb wymiernych o mianownikach niepodzielnych przez
liczb¦ pierwsz¡ p,

(c) pier±cie« wielomianów zespolonych C[x],
(d) pier±cie« wielomianów rzeczywistych R[x],
(e) Zn pier±cie« reszt modulo n, gdzie n ma nast¦puj¡cy rozkªad na

produkt pot¦g ró»nych liczb pierwszych n = pa11 · · · parr , ai ≥ 1.

6. Wyka», »e ka»da liczba caªkowita dodatnia ma nast¦puj¡cy rozkªad w
pier±cieniu Z[i]:

n = pa11 pa2a · · · parr · z
b1
1 zb11 · · · zbss zbss

gdzie pi s¡ ró»nymi liczbami pierwszymi, które nie s¡ sumami kwadratów
liczb caªkowitych, zj s¡ ró»nymi nierzeczywistymi elementami pierwszymi
w Z[i], a wykªadniki ai i bj s¡ dodatnie.

7. Niech I C A b¦dzie ideaªem wªa±ciwym (tzn. I 6= A).

(a) Poka», »e je±li A jest dziedzin¡ ideaªow gªównych, to I jest zawarty
w sko«czonej liczbie ideaªów maksymalnych w A.

(b) Poka», »e ideaª (y) C Q[x, y] jest zawarty w niesko«czonej liczbie
ideaªów maksymalnych w Q[x, y].


