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Prosz¦ zapozna¢ si¦ z notatkami, które s¡ do pobrania pod nast¦puj¡-
cym adresem http://dydmat.mimuw.edu.pl/algebra-i Prosz¦ przeczyta¢
i zrozumie¢ podstawowe de�nicje dotycz¡ce grup.
W kolejnych przykªadach b¦dziemy stopniowo upraszcza¢ notacj¦: ostate-
cznie struktury algebraiczne, czyli zbiór + dziaªania, b¦d¡ oznaczane przez
podanie zbioru, przy cichym zaªo»eniu, »e struktura dziaªa« jest znana.

1. Grup¦ (G, e, −1, · ) nazywamy cykliczn¡ je±li istnieje g ∈ G (zwane jej
generatorem) takie, »e ka»dy element w G jest postaci g1 · g2 · · · gr dla
pewnego r, gdzie ka»de gi jest równe g albo g−1.

(a) Poka», »e ka»da grupa cykliczna jest przemienna (abelowa).

(b) Poka», »e ka»da grupa cykliczna jest izomor�czna albo z (Z, 0, − , + )
albo z grup¡ addytywn¡ (Zn, 0n, −n , +n ) reszt z dzielenia przez n.

2. Poka», »e grupa Zn reszt z dzielenia przez n jest izomor�czna z pod-
grup¡ grupy multiplikatywnej liczb zespolonych C∗ = (C \ {0}, 1, −1, · )
generowan¡ przez pierwiastek pierwotny stopnia n z jedno±ci równy
cos(2π/n) + i · sin(2π/n).

3. Grupa dihedralna D2n to z de�nicji grupa symetrii n-k¡ta foremnego (na
pªaszczy¹nie).

(a) Poka», »e grupa D2n jest izomor�czna z podgrup¡ odwracalnych
macierzy rzeczywistych GL(2,R) generowan¡ przez(
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(b) Poka», »e D2n ma 2n elementów i zawiera Zn jako podgrup¦. Ile w

D2n jest elementów rz¦du 2 czyli takich g, »e g2 = id?

4. Grupa symetryczna (permutacji zbioru n elementów) Sn. Permu-
tacj¦ π : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} b¦dziemy oznacza¢ ci¡giem liczb
(π(1), · · · , π(n)).

(a) Poka», »e grupa S3 jest izomor�czna z D6.

http://dydmat.mimuw.edu.pl/algebra-i


(b) Znajd¹ dwa elementy, które generuj¡ grup¦ S3 i dwa elementy, które
generuj¡ grup¦ S4.

5. Grupa kwaternionów H8. Grupa H8 skªada si¦ z o±miu elementów
±1,±i,±j, ±k, gdzie 1 jest elementem neutralnym, (−1)2 = 1, (−1) · i =
i · (−1) = −i i to samo dla j i k oraz i2 = j2 = k2 = −1, ij = −ji = k,
jk = −kj = i, ki = −ik = j.

(a) Wypisz tabelk¦ dziaªa« dla grupy H8.

(b) Poka», »e grupa H8 jest izomor�czna z podgrup¡ GL(4,R) gene-
rowan¡ przez nast¦puj¡ce macierze:

0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0




0 0 1 0
0 0 0 1
−1 0 0 0
0 −1 0 0




0 0 0 1
0 0 −1 0
0 1 0 0
−1 0 0 0


(c) Poka», »e H8 jest izomor�czne podgrup¡ GL(2,C) generowan¡ przez

nast¦puj¡ce macierze(
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) (
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) (
0 i
i 0

)
gdzie, jak zwykle, i =

√
−1.

(d) Przedstaw grup¦ H8 jako grup¦ permutacji, sprawd¹ jak to zrobi¢ w
SAGE http://sage2.mimuw.edu.pl/home/pub/104/

6. Niech G b¦dzie grup¡ z elementem neutralnym e. Rz¦dem elementu g ∈ G
nazywamy najmniejsze r ≥ 1 takie, »e gr = e (o ile takiego r nie ma, to
mówimy, »e rz¡d g jest niesko«czony).

(a) Poka», »e w grupie cyklicznej rz¦du pm, gdzie p jest liczb¡ pierwsz¡
oraz m > 1, jest dokªadnie pm − pm−1 elementów rz¦du pm

(b) Poka», »e dla n > 2 w Sn nie ma elementów rz¦du wi¦kszego ni»
n!. Niech p b¦dzie liczb¡ pierwsz¡ wi¦ksz¡ ni» n. Czy Sn mo»e mie¢
elementy rz¦du p?

7. Opisz wszystkie grupy rz¦du ≤ 7.
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