ALG 1, seria 1 Jesien 2018

Prosze zapozna¢ sie z notatkami, ktore sa do pobrania pod nastepuja-
cym adresem http://dydmat.mimuw.edu.pl/algebra-i Prosze przeczytac
i zrozumie¢ podstawowe definicje dotyczace grup.

W kolejnych przykladach bedziemy stopniowo upraszczaé¢ notacje: ostate-
cznie struktury algebraiczne, czyli zbiér + dzialania, beda oznaczane przez
podanie zbioru, przy cichym zalozeniu, ze struktura dzialan jest znana.

1. Grupe (G,e, 7', - ) nazywamy cykliczng jesli istnieje ¢ € G (zwane jej
generatorem) takie, ze kazdy element w G jest postaci g; - g2--- ¢, dla

pewnego r, gdzie kazde g; jest réwne g albo ¢ .

(a) Pokaz, ze kazda grupa cykliczna jest przemienna (abelowa).

(b) Pokaz, ze kazda grupa cykliczna jest izomorficzna albo z (Z,0, —, + )
albo z grupa addytywna (Z,,0,, —, , 4+, ) reszt z dzielenia przez n.

2. Pokaz, ze grupa Z, reszt z dzielenia przez n jest izomorficzna z pod-
grupa grupy multiplikatywnej liczb zespolonych C* = (C\ {0},1, 1, )
generowang przez pierwiastek pierwotny stopnia n z jednosci réwny
cos(2m/n) + i - sin(27/n).

3. Grupa dihedralna Ds, to z definicji grupa symetrii n-kata foremnego (na
plaszczyznie).

(a) Pokaz, ze grupa Ds, jest izomorficzna z podgrupa odwracalnych
macierzy rzeczywistych GL(2,R) generowana przez

cos 27” —sin 27—7; ; 1 0
sin 27” coS 27" 0 —1
(b) Pokaz, ze Dy, ma 2n elementéw i zawiera Z, jako podgrupe. Ile w

Dy, jest elementow rzedu 2 czyli takich g, ze ¢? = id?

4. Grupa symetryczna (permutacji zbioru n elementéw) S,. Permu-
tacje m : {l,...,n} — {1,...,n} bedziemy oznacza¢ ciagiem liczb

((1), -+ 7(n)).

(a) Pokaz, ze grupa S3 jest izomorficzna z Dg.


http://dydmat.mimuw.edu.pl/algebra-i

(b) Znajdz dwa elementy, ktore generuja grupe Sz i dwa elementy, ktore
generuja grupe Sy.

5. Grupa kwaternionéw Hg. Grupa Hg sklada sie z o$miu elementow
+1, 44, 47, +k, gdzie 1 jest elementem neutralnym, (—1)? =1, (=1)-i =
i-(—1)=—iitosamodla jik oraz i® = j> = k* = -1, ij = —ji = k,
ik = —kj =1, ki = —ik = j.

(a) Wypisz tabelke dziatan dla grupy Hs.

(b) Pokaz, ze grupa Hg jest izomorficzna z podgrupa GL(4,R) gene-
rowang przez nastepujace macierze:

010 O 0 010 00 01
-1 00 O 0 001 00 —-10
000 -1 -1 0 0 0 01 00
001 O 0 -1 00 -1 0 00

(c) Pokaz, ze Hg jest izomorficzne podgrupa GL(2,C) generowana przez
nastepujace macierze

(o) (50) (%)

gdzie, jak zwykle, 1 = v/ —1.
(d) Przedstaw grupe Hg jako grupe permutacji, sprawdz jak to zrobi¢ w
SAGE http://sage2.mimuw.edu.pl/home/pub/104/

6. Niech G bedzie grupa z elementem neutralnym e. Rzedem elementu g € G
nazywamy najmniejsze r > 1 takie, ze ¢" = e (o ile takiego r nie ma, to
mowimy, ze rzad g jest nieskoriczony).

(a) Pokaz, ze w grupie cyklicznej rzedu p™, gdzie p jest liczba pierwsza
oraz m > 1, jest dokladnie p™ — p™~! elementow rzedu p™

(b) Pokaz, ze dla n > 2 w S, nie ma elementéw rzedu wiekszego niz
n!. Niech p bedzie liczba pierwsza wieksza niz n. Czy S,, moze mieé
elementy rzedu p?

7. Opisz wszystkie grupy rzedu < 7.


http://sage2.mimuw.edu.pl/home/pub/104/

