
Zadania

22 stycznia 2016

Zadanie 1. Poka», »e dla dowolnych liczb zespolonych z1, . . . , zn istnieje
zbiór B ⊂ {1, . . . , n}, taki, »e∣∣∣∣∣∑

k∈B

zk

∣∣∣∣∣ ≥ π−1
n∑
k=1

|zk|.

Wskazówka. Zadanie pochodzi ze zbioru Biler-Witkowski, zadanie nr 1.86.
Wskazówka/odpowied» tam zamieszczona brzmi: �Ustawi¢ liczby

z1, . . . , zn,−(z1 + · · ·+ zn)

w ci¡g o rosn¡cych argumentach. Porówna¢ obwód i ±rednic¦ wyznaczonego
przez nie wielok¡ta.�

Zadanie 2. Jakie warunki musz¡ speªnia¢ ci¡gi an i bn, aby istniaªy staªe A
i B, AB 6= 0 takie, »e ci¡g Aan +Bbn jest zbie»ny?

Wskazówka. Zadanie 2.92, Biler-Witkowski. Odpowied¹: an = Pbn +Q+
o(1), gdzie P i Q s¡ staªe, a o(1) oznacza pewien ci¡g zbie»ny do 0.

Zadanie 3. Niech an b¦dzie ci¡giem, którego wyrazy speªniaj¡ nast¦puj¡ce
warunki:

0 ≤ an ≤ 1 dla n ∈ N oraz a1 6= 0.

Niech ponadto

Sn = a1 + · · ·+ an, Tn = S1 + · · ·+ Sn.

Poka», »e szereg
∞∑
n=1

an
Tαn

jest zbie»ny, gdy zachodzi jeden z przypadków:
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• α > 1
2
;

• α > 0 oraz szereg
∑
an jest zbie»ny.

Zadanie 4. Poka», »e je±li a0 = 1 i

an = abn
2
c + abn

3
c + abn

6
c,

to

lim
n→∞

an
n

=
12

log 432

Wskazówka. Zadanie pochodzi ze zbioru Biler-Witkowski, zadanie nr 2.66.
Wskazówka tam zamieszczona zaczyna si¦ od: �Mo»na pokaza¢, »e

an = 1 + 2
∑ (r + s+ t)!

r!s!t!
,

gdzie sumowanie przebiega po r, s, t naturalnych takich, »e 2r3s6t ≤ n.� Do-
datkowo, mo»na zauwa»y¢, jaki zwi¡zek ma 12

log 432
z liczbami 2, 3 i 6:

12

log 432
=

1
2
(2− 1) + 1

3
(3− 1) + 1

6
(6− 1)

1
2

log 2 + 1
3

log 3 + 1
6

log 6

Zobacz te» rozwi¡zanie tu: https://www.jstor.org/stable/2690239?seq=
2#page_scan_tab_contents strony 7-8 (dost¦p z Wydziaªu).

Zadanie 5. Dla z ∈ C, |z| 6= 1 obliczy¢:

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

sin e2πi
k
n

1− ze−2πi kn
.

Zadanie 6. Dla α ∈ C okre±lmy funkcj¦ φα : C → C2 wzorem φα(z) =
(ez, eαz). Opisz domkni¦cie obrazu φα w zale»no±ci od parametru α:

• dla α ∈ πQ,

• dla α ∈ π(R \Q),

• dla α ∈ C \ R.

Wskazówka. Przedstaw φα jako zªo»enie C ψ1→ R2 × (Rmod 2π)2
ψ2→ C2,

gdzie pierwsze odwzorowanie przeksztaªca

z 7→ ψ1(z) = (e<z, e<(αz),=zmod 2π,=(αz) mod 2π)

a drugie
(x1, x2, y1, y2) 7→ ψ2(x1, x2, y1, y2) = (x1e

iy1 , x2e
iy2).

Poka», »e jest mocna zale»no±¢ mi¦dzy ψ2(A) a ψ2(A).
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Zadanie 7 (o wielomianach symetrycznych). Wst¦p. NiechK[x1, x2, . . . , xn]
oznacza zbiór wielomianów wielu zmiennych x1, . . . , xn o wspóªczynnikach w
ciele K. Czyli K[x1, x2, . . . , xn] to (niesko«czenie wymiarowa) przestrze« li-
niowa nad K skªadaj¡ca si¦ z elementów:

f = f(x1, . . . , xn) =
k∑
j=1

ajx
Dj ,

gdzie aj ∈ K, Dj = (dj1, . . . , djn) ∈ Zn≥0 oraz xDj = x
dj1
1 · x

dj2
2 · · ·x

djn
n . Sto-

pie« wielomianu f jak wy»ej to deg f := max {
∑
Dj | j ∈ {1, . . . , n}}. Wie-

lomiany mo»na mno»y¢ i skªada¢, np., je±li f, g1, . . . , gn ∈ K[x1, . . . , xn], to
f(g1, . . . , gn) te» jest elementem K[x1, . . . , xn]. Permutacja zbioru {1, . . . , n}
to bijekcja σ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n}. Wielomian f ∈ K[x1, . . . , xn] jest
symetryczny, je±li dla dowolnej permutacji σ mamy

f(x1, . . . , xn) = f(xσ(1), . . . , xσ(n)).

Polecenie 1. Poka», »e je±li f ∈ K[x1, x2, . . . , xn] jest wielomianem
symetrycznym, to istnieje dokªadnie jeden wielomian g ∈ K[x1, x2, . . . , xn],
taki, »e

f(x1, x2, . . . , xn) = g(S1, S2, . . . , Sn),

gdzie Sk jest k-tym elementarnym wielomianem symetrycznym:

Sk =
∑

I ⊂ {1, . . . , n} ,
#I = k

∏
i∈I

xi.

Polecenie 2. Zaªó»my, »e K = R, lub K = C. Znajd¹ odwzorowanie
ci¡gªe �na� φ : Kn → Kn, takie, »e dla ka»dego x = (x1, . . . , xn) mamy:

φ−1(y) =
{

(xσ(1), . . . , xσ(n)) | σ jest permutacj¡ {1, . . . , n}
}
,

gdzie y := φ(x).

Zadanie 8 (zaproponowane przez pana Wojciecha Zwoli«skiego). Znajd¹
wszystkie liczby zespolone z ∈ C, takie, »e

sin(πz) = πz
∞∏
n=1

(
1− z2

n2

)
.

Zadanie 9. Odwzorowanie φ : A→ B jest homeomor�zmem, je±li jest ci¡gªe,
bijekcj¡, oraz odwzorowanie odwrotne jest ci¡gªe.

Niech A ⊂ Rn b¦dzie podzbiorem domkni¦tym i ograniczonym. Poka»,
»e ka»da izometria φ : A→ A jest homeomor�zmem.
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Wskazówka. Korzystaj uparcie z kryterium zwarto±ci: podzbiór Rn jest
domkni¦ty i ograniczony, wtedy i tylko wtedy, gdy z ka»dego pokrycia otwar-
tego mo»na wybra¢ podpokrycie sko«czone. Poza tym, poka» (lub raczej za-
uwa» przy wykorzystaniu powy»szego), »e obraz (przy funkcji ci¡gªej) zbioru
domkni¦tego i ograniczonego, jest domkni¦ty i ograniczony.

Zadanie 10. Je±li U ⊂ R jest podzbiorem otwartym, x0 ∈ U , a f : U →
R jest pewn¡ funkcj¡, to ró»niczk¡ funkcji f w x0 nazywamy nast¦puj¡c¡
granic¦ (o ile istnieje i jest sko«czona):

f ′(x0) = f (1)(x0) =
df

dx
(x0) = lim

t→0

f(x0 + t)− f(x0)

t
.

Je±li ró»niczka w x0 istnieje, to f jest ró»nicznowalna w x0. Czy istnieje
funkcja ci¡gªa f : R→ R, która nie jest ró»niczkowalna w »adnym punkcie?

Zadanie 11 (27 linii na kubice). Niech S b¦dzie zespolon¡ powierzchni¡
stopnia 3 w C3 (kubik¡). To znaczy wybieramy wielomian F (x, y, z) stopnia
3 o wspóªczynnikach zespolonych w trzech zmiennych, nast¦pnie de�niujemy:

S :=
{

(x, y, z) ∈ C3 | F (x, y, z) = 0
}
.

Nale»y zaªo»y¢, »e �F jest wystarczaj¡co ogólne�. Intucyjnie, je±li np we¹-
miemy F = x3, lub F = (ax + by + cz)2(a′x + b′y + c′z), to S jest �maªo
ciekawe�. Formalnie, powiedzenie, »e �wªasno±¢ P (F ) zachodzi dla wystar-
czaj¡co ogólnego wielomianu F stopnia ≤ 3� oznacza, »e w zbiorze wszyst-
kich wielomianów stopnia ≤ 3 (jest to po prostu C20), istnieje otwarty g¦sty
podzbiór U , taki, »e P (F ) zachodzi dla ka»dego F ∈ U .

Poka», »e wystarczaj¡co ogólna kubika zawiera dokªadnie 27 prostych
zespolonych, czyli obrazów ró»nowarto±ciowego odwzorowania a�nicznego
C→ C3.

Wariant by¢ mo»e ciut prostszy (przynajmiej ªatwiej sobie wyobrazi¢):
We¹my F = x3 + y3 + z3 +w3− (x+ y+ z+w)3, gdzie w = ax+ by+ cz+ d,
a, b, c, d ∈ R i (a, b, c, d) s¡ wystarczaj¡co ogólne. Poka», »e{

(x, y, z) ∈ R3 | F (x, y, z) = 0
}

zawiera dokªadnie 27 prostych rzeczywistych.

Wskazówka. Referencje: 27 prostych na kubice jest to klasyczny wynik
z XIX-stego wieku Salmona i Cayleya. Kubika opisana równaniem powy»ej
nazywa si¦ kubik¡ Clebscha i charakteryzuje si¦ du»¡ grup¡ symetrii (rola x,
y, z, w i −(x+ y + z + w) jest taka sama i mo»na je ze sob¡ zamienia¢).
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UAG Miles Reid, Undergraduate Algebraic Geometry, https://homepages.
warwick.ac.uk/staff/Miles.Reid/MA4A5/UAG.pdf, lub kopia papie-
rowa jest w bibliotece (Cambridge University Press)

Lazarus Simon Lazarus, Basic algebraic geometry and the 27 lines on a cu-
bic surface, http://math.uchicago.edu/~may/REU2014/REUPapers/
Lazarus.pdf

• historia jest opisana tutaj: http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/
HistTopics/Cubic_surfaces.html

Clebsch A. Clebsch, http://link.springer.com/article/10.1007%2FBF01442599

Dla kubiki Clebscha, czyli F = x3 +y3 +z3 +w3− (x+y+z+w)3, proste
s¡ opisane przez:

• x + y = z + w = 0 oraz permutacje (x, y, z, w,−(x + y + z + w)),
np. x− (x+ y + z + w) = y + z = 0 (15 prostych);

• Niech ξ b¦dzie prymitywnym pierwiastkiem pi¡tego stopnia z 1. We¹my
punkt v o wspóªrz¦dnych x = 1, y = ξ, z = ξ2, w = ξ3, −(x + y +
z+w) = ξ4 oraz punkt sprz¦»ony v̄. Niech LC b¦dzie prost¡ zespolon¡
przechodz¡c¡ przez v i v̄. Wtedy LR := LC∩R3 jest prost¡ rzeczywist¡
zawart¡ w S. Permutuj¡c (x, y, z, w,−(x + y + z + w)) dostajemy 12
ró»nych prostych.

Dla ogólnej (dokªadniej, dla gªadkiej (ang. smooth) lub raczej nieosobli-
wej, (ang. nonsingular)) kubiki trzeba si¦ bardziej napracowa¢, »eby zobaczy¢
istnienie 27 linii. W szczególno±ci nie jest oczywiste pokazanie, »e w ogóle
istnieje jakakolwiek linia na kubice. Zobacz np. dyskusja w [UAG, Prop 7.2,
pages 110�112].

Jak ju» wiemy, »e istnieje jedna prosta, pokazujemy jak mog¡ si¦ ukªada¢
proste na kubice, np. przez dowolny ustalony punkt przechodz¡ co najwy»ej
trzy proste; ka»da linia przecina dokªadnie 10 innych prostych; istnieje roz-
ª¡czna para prostych. Korzystaj¡c z tych ukªadów pokazujemy tez¦. Caªa
argumentacja nie jest banalna, ale nie zawiera bardzo trudnych kroków. Po-
j¦ciowo, wygodniej jest patrze¢ na powierzchni¦ S jako podzbiór trójwymia-
rowej przestrzeni rzutowej CP3 oraz F jest wielomianem jednorodnym w
czterech zmiennych. Wtedy jedyne zaªo»enie jakie potrzebujemy, to nieoso-
bliwo±¢, nie musimy si¦ martwi¢, »e które± proste znajd¡ si¦ w niesko«czo-
no±ci. Ponadto, warto wiedzie¢ co to jest przestrze« styczna do powierzchi
S w punktcie v ∈ S. Jest to pªaszczyzna w przestrzeni rzutowej opisana
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równaniem

TvS =

{
∂F

∂x
(v) · x+

∂F

∂y
(v) · y +

∂F

∂z
(v) · z +

∂F

∂w
(v) · w = 0

}
.

(powierzchnia jest nieosobliwa, je±li dla ka»dego v ∈ S powy»sze równanie
jest niezerowe, oczywi±cie zakªadamy v 6= 0). Szczegóªy s¡ zawarte na przy-
kªad w [UAG, Rozdziaª 7], lub w [Lazarus, Rozdziaª 3].

Elementarne podej±cie jest dosy¢ »mudne, ale za to jest dost¦pne dla
zainteresowanych studentów pocz¡tkowych etapów studiów. Zaawansowane
podej±cie wymaga znajomo±ci geometrii algebraicznej oraz podstaw teorii
(ko)homologii (mi¦dzy innymi teorii (−1)-krzywych i teorii przeci¦¢ na zwar-
tych gªadkich powierzchniach zespolonych). Wtedy organiczenie górne na
liczb¦ prostych bierze si¦ z oblicze« w 7 wymiarowej kracie H2(S,Z) ' Z7

drugich kohomologii S. Krata ta reprezentuje klasy równowa»no±ci kombina-
cji Z-liniowych krzywych zepolonych na S. Mamy naturalne odwzorowanie
dwuliniowe H2(S,Z)×H2(S,Z)→ Z, które z grubsza opisuje w ilu punktach
przecinaj¡ si¦ pary krzywych. Ograniczenie dolne (konstrukcja 27 prostych)
wynika z opisu kubiki jako rozdmuchanie CP2 w 6 punktach: 6 prostych to
rozdmuchane punkty, 15 prostych to przeciwobrazy prostych w CP2 prze-
chodz¡cych przez 2 z 6±ciu puntków, a kolejne 6 prostych to przeciw obrazy
sto»kowych przechodz¡cych przez dowolne 5 z sze±ciu punktów. Pokazanie,
»e ka»da z tych krzywych jest prost¡ znowu sprowadza si¦ do ªatwego obli-
czenia kohomologicznego.

Zadanie 12. U»ywaj¡c rozkªadów funkcji wymiernych na elementarne podaj
eleganckie warunki przy których jeste±my w stanie policzy¢

∞∑
n=n0

p(n)

q(n)
.

Sumowanie zaczynamy od dostacznie du»ego n0. Zakªadamy, »e p(x)
q(x)

jest
funkcj¡ wymiern¡ o wspóªczynnikach w C lub R.

Zadanie 13. Zaªó»my, »e mamy ci¡gi A = (an), B = (bn) nale»¡ do lp. Czy

lim
q→∞

ρlq(A,B) = ρl∞(A,B)?

Zadanie 14 (Zbiory otwarte w lp). Ustalmy p, p′ ∈ [1,∞] takie, »e p ≤ p′.

(i) Zaªó»my, »e U ⊂ lp jest zbiorem otwartym. Czy istnieje otwarty pod-
zbiór U ′ ⊂ lp′ , taki, »e U = U ′ ∩ lp.
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(ii) Zaªó»my, »e U ′ ⊂ lp′ jest zbiorem otwartym. Czy U = U ′ ∩ lp jest
otwarty w lp?

Zadanie 15. Poka», »e
∞∑
n=1

1

x2n
=

1

10
,

gdzie {xn | n = 1, 2, 3, · · · } jest zbiorem dodatnich rozwi¡za« równania tg x =
x.

Wskazówka. Zadanie 3.125 (Biler-Witkowski); zobacz http://www.jstor.
org/stable/2322346 (jest tam kilka istotnie ró»nych rozwi¡za« i dyskusja
o podobnych problemach).

Zadanie 16. Niech an b¦dzie takim malej¡cym ci¡giem o wyrazach nieujem-
nych, »e szereg

∑∞
n=1

an
n

jest rozbie»ny. Niech ponadto

bn = min

{
an,

1

lnn

}
, n > 1.

Udowodnij, »e szereg
∑∞

n=1
bn
n
te» jest rozbie»ny.

Zadanie 17. Zaªó»my, »e f jest tak¡ dodatni¡ funkcj¡ malej¡c¡ do zera
w przedziale (0,+∞), »e nf(n) jest ci¡giem rosn¡cym rozbie»nym do +∞.
Niech S b¦dzie sum¡ szeregu

∑∞
n=1(−1)n−1f(n). Znajd¹ takie przestawienie

wyrazów tego szeregu, aby jego suma byªa równa S + l, gdzie l jest dowolnie
zadan¡ liczb¡ rzeczywist¡.

Dla przykªadu, znajd¹ takie przestawienie wyrazów szeregu
∑∞

n=1(−1)n−1 1

n
1
2
,

tak aby suma powi¦kszyªa sie o 1.

Zadanie 18. Udowodnij, »e wielomiany Pn zde�nionwane rekurencyjnie wzo-
rami P0 = 1, P1 = x + 1, Pn+1 = Pn + xPn−1 (dla n ≥ 1) maj¡ wszystkie
pierwiastki rzeczywiste.

Zadanie 19. Funkcja f jest ci¡gªa na przedziale [0, n], n ∈ N i speªnia
warunek f(0) = f(n). Poka», »e równanie f(x) = f(y) ma co najmniej n
ró»nych rozwi¡za« takich, »e x− y jest liczb¡ naturaln¡.

Zadanie 20. Funkcja f : K → K jest ci¡gªym odwzorowaniem zbioru zwar-
tego K ⊂ R w siebie. Punkt x0 ∈ K ma nast¦puj¡c¡ wªasno±¢: ka»dy punkt
skupienia ci¡gu iteracji fn(x0) jest punktem staªym f . Poka», »e ci¡g fn(x0)
jest zbie»ny.

Podaj przykªad, »e dla zwartych podzbiorów pªaszczyzny powy»szy fakt
nie jest prawdziwy.
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Zadanie 21. Dla ograniczonej funkcji f : [0, 1]→ R de�niujemy funkcj¦:

Sf(x) = lim
ε→0

(sup {|f(y)− f(z)| | |x− z| < ε, |x− y| < ε}) .

Udowodnij, »e:

(i) Sf jest póªci¡gªa z góry, czyli dla ka»dego x0 ∈ [0, 1] mamy lim supx→x0 Sf(x) ≤
x0.

(ii) f jest ci¡gªa w x0 wtedy i tylko wtedy, gdy Sf(x0) = 0,

(iii) S3 = S2.

[Zostaªo: (i) oraz (iii).]

Zadanie 22. Czy funkcja

f(x) =

{
sin
(
1
x

)
dla x 6= 0,

0 dla x = 0,

jest pochodn¡ pewnej funkcji F?

Wskazówka.

F (x) = x2 cos(
1

x
)− 2

∫ x

0

t cos(
1

t
dt).

Zadanie 23. Czy istnieje funkcja ró»niczkowalna f : R→ R taka, »e f(Q) ⊂
Q i f ′(Q) ⊂ R \Q?

Wskazówka.

f(x) =
∞∑
n=1

g(n!x)

(n!)2
,

gdzie g jest funkcj¡ okresow¡ o okresie 1 równ¡ x(1− 4x2) dla −1
2
≤ x ≤ 1

2
.

Zadanie 24 (Póªci¡gªo±¢). De�niujemy póªci¡gªo±¢ funkcji f : X → R (X
mo»e by¢ podzbiorem R lub Rn, lub przestrzeni¡ metryczn¡, lub ew. topo-
logiczn¡, jednak w tym ostatnim przypadku trzeba by¢ ostro»nym z de�ni-
cjami):

• f jest póªci¡gªa z góry w punkcie x0, je±li lim supx→x0 f(x) ≤ f(x0).

• f jest póªci¡gªa z doªu w punkcie x0, je±li lim infx→x0 f(x) ≥ f(x0).
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[Zrobione] Poka», »e f jest póªci¡gªa z góry (w ka»dym punkcie) wtedy i
tylko wtedy, gdy f−1(−∞, α) = {x ∈ X | f(x) < α} jest otwarty dla ka»dego
α ∈ R. (I analogicznie, dla (�≥�; domkni¦ty), oraz dla póªci¡gªej z doªu).

[Zostaªo tylko dla rz¦du macierzy] Poka» odpowiedni¡ póªci¡gªo±¢: rz¦du
macierzy, (wi¦c te» wymiaru j¡dra i obrazu ci¡gªej rodziny odwzorowa« li-
niowych), liczby pierwiastków wielomianu (bez krotno±ci), funkcji charakte-
rystycznych zbiorów otwartych i domkni¦tych.

Sformuªuj i poka» twierdzenie Bolzano-Weierstrassa dla funkcji póªci¡-
gªych na zbiorach zwartych (przyjmowanie warto±ci odpowiednio maksymal-
nych i minimalnych).
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