
Zadania

22 grudnia 2015

Zadanie 1. Poka», »e dla dowolnych liczb zespolonych z1, . . . , zn istnieje
zbiór B ⊂ {1, . . . , n}, taki, »e∣∣∣∣∣∑

k∈B

zk

∣∣∣∣∣ ≥ π−1
n∑
k=1

|zk|.

Wskazówka. Zadanie pochodzi ze zbioru Biler-Witkowski, zadanie nr
1.86. Poªowa wskazówki/odpowiedzi tam zamieszczonej brzmi: �Ustawi¢
liczby z1, . . . , zn,−(z1 + · · · + zn) w ci¡g o rosn¡cych argumentach.� Druga
poªowa za jaki± czas :), ewentualnie mo»na sobie samemu sprawdzi¢.

Zadanie 2. Jakie warunki musz¡ speªnia¢ ci¡gi an i bn, aby istniaªy staªe A
i B, AB 6= 0 takie, »e ci¡g Aan +Bbn jest zbie»ny?

Zadanie 3. Niech an b¦dzie ci¡giem, którego wyrazy speªniaj¡ nast¦puj¡ce
warunki:

0 ≤ an ≤ 1 dla n ∈ N oraz a1 6= 0.

Niech ponadto

Sn = a1 + · · ·+ an, Tn = S1 + · · ·+ Sn.

Zbada¢ zbie»no±¢ szeregu
∞∑
n=1

an
Tαn

w zale»no±ci od parametru α > 0.

Zadanie 4. Poka», »e je±li a0 = 1 i

an = abn
2
c + abn

3
c + abn

6
c,

to

lim
n→∞

an
n

=
12

log 432
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Wskazówka. Zadanie pochodzi ze zbioru Biler-Witkowski, zadanie nr 2.66.
Wskazówka tam zamieszczona zaczyna si¦ od: �Mo»na pokaza¢, »e

an = 1 + 2
∑ (r + s+ t)!

r!s!t!
,

gdzie sumowanie przebiega po r, s, t naturalnych takich, »e 2r3s6t ≤ n.�
Reszta wskazówki mówi o odno±nikach, w tym dotycz¡cych interpretacji re-
kurencji w rachunku prawdopodobie«stwa.

Zadanie 5. Dla z ∈ C, |z| 6= 1 obliczy¢:

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

sin e2πi
k
n

1− ze−2πi kn
.

Zadanie 6. Dla α ∈ C okre±lmy funkcj¦ φα : C → C2 wzorem φα(z) =
(ez, eαz). Opisz domkni¦cie obrazu φα w zale»no±ci od parametru α:

• dla α ∈ πQ,

• dla α ∈ π(R \Q),

• dla α ∈ C \ R.

Wskazówka. Przedstaw φα jako zªo»enie C ψ1→ R2 × (Rmod 2π)2
ψ2→ C2,

gdzie pierwsze odwzorowanie przeksztaªca

z 7→ ψ1(z) = (e<z, e<(αz),=zmod 2π,=(αz)mod 2π)

a drugie
(x1, x2, y1, y2) 7→ ψ2(x1, x2, y1, y2) = (x1e

iy1 , x2e
iy2).

Poka», »e jest mocna zale»no±¢ mi¦dzy ψ2(A) a ψ2(A).

Zadanie 7 (lokalnie jednostajna zbie»no±¢). Niech A i B b¦d¡ podzbiorami
R. Mówimy, »e ci¡g funkcji fn : A → B jest lokalnie jednostajnie zbie»ny
do funkcji f : A → B, je±li ka»dy punkt x ∈ A ma otoczenie otwarte Ux =
(x− δ, x+ δ) ∩ A (dla pewnego δ > 0), takie, »e fn|Ux ⇒ fUx .

(i) (zadanie wyª¡cznie domowe) Kontempluj przez co najmniej 10 minut
de�nicje lokalnie jednostajnej zbie»no±ci i jednostajnej zbie»no±ci. W
szczególno±ci:

• Zrozum, »e jednostajna zbie»no±¢ implikuje lokalnie jednostajn¡
zbie»no±¢.
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• Zrozum, »e A, B w de�nicji jednostajnej zbie»no±ci mo»e byc do-
wolnym zbiorem, na którym mamy sensowne poj¦cie odlegªo±ci
dwóch punktów (tzw przestrzeni¡ metryczn¡). Je±li nie chcesz
wnika¢ w przestrzenie metryczne, to rozwa»aj wyª¡cznie podzbiory
Rn i Cn (ni»ej te»).

• Zrozum, »e B w de�nicji lokalnie jednostajnej zbie»no±ci mo»e byc
dowoln¡ przestrzeni¡ metryczn¡.

• Zmody�kuj de�nicj¦ lokalnie jednostajnej zbie»no±ci, aby Amogªo
by¢ dowoln¡ przestrzeni¡ metryczn¡.

(ii) Poka», »e granica lokalnie jednostajna funkcji ci¡gªych jest ci¡gªa.

(iii) Udowodnij, »e je±li A ⊂ R jest podzbiorem domkni¦tym, ograniczo-
nym (ogólniej: zwartym), to lokalnie jednostajna zbie»no±¢ implikuje
jednostajn¡ zbie»no±¢.

(iv) Podaj przykªad ci¡gu funkcji ci¡gªych, który jest lokalnie jednostajnie
zbie»ny, ale nie jest jednostajnie zbie»ny.

Zadanie 8 (o wielomianach symetrycznych). Wst¦p. NiechK[x1, x2, . . . , xn]
oznacza zbiór wielomianów wielu zmiennych x1, . . . , xn o wspóªczynnikach w
ciele K. Czyli K[x1, x2, . . . , xn] to (niesko«czenie wymiarowa) przestrze« li-
niowa nad K skªadaj¡ca si¦ z elementów:

f = f(x1, . . . , xn) =
k∑
j=1

ajx
Dj ,

gdzie aj ∈ K, Dj = (dj1, . . . , djn) ∈ Zn≥0 oraz xDj = x
dj1
1 · x

dj2
2 · · ·x

djn
n . Sto-

pie« wielomianu f jak wy»ej to deg f := max {
∑
Dj | j ∈ {1, . . . , n}}. Wie-

lomiany mo»na mno»y¢ i skªada¢, np., je±li f, g1, . . . , gn ∈ K[x1, . . . , xn], to
f(g1, . . . , gn) te» jest elementem K[x1, . . . , xn]. Permutacja zbioru {1, . . . , n}
to bijekcja σ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n}. Wielomian f ∈ K[x1, . . . , xn] jest
symetryczny, je±li dla dowolnej permutacji σ mamy

f(x1, . . . , xn) = f(xσ(1), . . . , xσ(n)).

Polecenie 1. Poka», »e je±li f ∈ K[x1, x2, . . . , xn] jest wielomianem
symetrycznym, to istnieje dokªadnie jeden wielomian g ∈ K[x1, x2, . . . , xn],
taki, »e

f(x1, x2, . . . , xn) = g(S1, S2, . . . , Sn),

3



gdzie Sk jest k-tym elementarnym wielomianem symetrycznym:

Sk =
∑

I ⊂ {1, . . . , n} ,
#I = k

∏
i∈I

xi.

Polecenie 2. Zaªó»my, »e K = R, lub K = C. Znajd¹ odwzorowanie
ci¡gªe �na� φ : Kn → Kn, takie, »e dla ka»dego x = (x1, . . . , xn) mamy:

φ−1(y) =
{
(xσ(1), . . . , xσ(n)) | σ jest permutacj¡ {1, . . . , n}

}
,

gdzie y := φ(x).

Zadanie 9 (zaproponowane przez pana Wojciecha Zwoli«skiego). Znajd¹
wszystkie liczby zespolone z ∈ C, takie, »e

sin(πz) = πz
∞∏
n=1

(
1− z2

n2

)
.

Zadanie 10. Niech A ⊂ Rn b¦dzie podzbiorem. Odwzorowanie φ : A→ Rm

jest ci¡gªe (w sensie `p), je±li

∀x∈A∀ε>0∃δ>0∀y∈A ρ`p(x, y) ≤ δ =⇒ ρ`p(φ(x), φ(y)) ≤ ε.

Poka», »e φ jest ci¡gªe, wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dego otwartego
U ⊂ Rm przeciwobraz φ−1(U) = V ∩A, gdzie V ⊂ Rn jest otwarty. (Mówimy,
»e przeciwobraz jest otwarty w A.) W szczególno±ci, ci¡gªo±¢ nie zale»y od
wyboru p.

Zadanie 11. Odwzorowanie φ : A→ B jest homeomor�zmem, je±li jest ci¡-
gªe, bijekcj¡, oraz odwzorowanie odwrotne jest ci¡gªe.

Niech A ⊂ Rn b¦dzie podzbiorem domkni¦tym i ograniczonym. Poka»,
»e ka»da izometria φ : A→ A jest homeomor�zmem.

Zadanie 12. Je±li U ⊂ R jest podzbiorem otwartym, x0 ∈ U , a f : U →
R jest pewn¡ funkcj¡, to ró»niczk¡ funkcji f w x0 nazywamy nast¦puj¡c¡
granic¦ (o ile istnieje i jest sko«czona):

f ′(x0) = f (1)(x0) =
df

dx
(x0) = lim

t→0

f(x0 + t)− f(x0)
t

.

Je±li ró»niczka w x0 istnieje, to f jest ró»nicznowalna w x0. Czy istnieje
funkcja ci¡gªa f : R→ R, która nie jest ró»niczkowalna w »adnym punkcie?
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Oznaczamy f (i+1) := (f (i))′ (o ile istnieje). Ewentualnie f ′′ := f (2), f ′′′ :=
f (3).

Zadanie 13 (27 linii na kubice). Niech S b¦dzie zespolon¡ powierzchni¡
stopnia 3 w C3 (kubik¡). To znaczy wybieramy wielomian F (x, y, z) stopnia
3 o wspóªczynnikach zespolonych w trzech zmiennych, nast¦pnie de�niujemy:

S :=
{
(x, y, z) ∈ C3 | F (x, y, z) = 0

}
.

Nale»y zaªo»y¢, »e �F jest wystarczaj¡co ogólne�. Intucyjnie, je±li np we¹-
miemy F = x3, lub F = (ax + by + cz)2(a′x + b′y + c′z), to S jest �maªo
ciekawe�. Formalnie, powiedzenie, »e �wªasno±¢ P (F ) zachodzi dla wystar-
czaj¡co ogólnego wielomianu F stopnia ≤ 3� oznacza, »e w zbiorze wszyst-
kich wielomianów stopnia ≤ 3 (jest to po prostu C20), istnieje otwarty g¦sty
podzbiór U , taki, »e P (F ) zachodzi dla ka»dego F ∈ U .

Poka», »e wystarczaj¡co ogólna kubika zawiera dokªadnie 27 prostych
zespolonych, czyli obrazów ró»nowarto±ciowego odwzorowania liniowego C→
C3.

Wariant by¢ mo»e ciut prostszy (przynajmiej ªatwiej sobie wyobrazi¢):
We¹my F = x3+ y3+ z3+w3− (x+ y+ z+w)3, gdzie w = ax+ by+ cz+ d,
a, b, c, d ∈ R, d 6= 0, np. w = 1, lub w = 1− (x+ y + z). Poka», »e{

(x, y, z) ∈ R3 | F (x, y, z) = 0
}

zawiera dokªadnie 27 prostych rzeczywistych.

Zadanie 14. U»ywaj¡c rozkªadów funkcji wymiernych na elementarne podaj
eleganckie warunki przy których jeste±my w stanie policzy¢

∞∑
n=n0

p(n)

q(n)
.

Sumowanie zaczynamy od dostacznie du»ego n0. Zakªadamy, »e p(x)
q(x)

jest
funkcj¡ wymiern¡ o wspóªczynnikach w C lub R.

Zadanie 15. Zaªó»my, »e mamy ci¡gi A = (an), B = (bn) nale»¡ do lp. Czy

lim
q→∞

ρlq(A,B) = ρl∞(A,B)?

Zadanie 16 (Zbiory otwarte w lp). Ustalmy p, p′ ∈ [1,∞] takie, »e p ≤ p′.

(i) Zaªó»my, »e U ⊂ lp jest zbiorem otwartym. Czy istnieje otwarty pod-
zbiór U ′ ⊂ lp′ , taki, »e U = U ′ ∩ lp.
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(ii) Zaªó»my, »e U ′ ⊂ lp′ jest zbiorem otwartym. Czy U = U ′ ∩ lp jest
otwarty w lp?

Zadanie 17. Poka», »e
∞∑
n=1

1

x2n
=

1

10
,

gdzie {xn | n = 1, 2, 3, · · · } jest zbiorem dodatnich rozwi¡za« równania tg x =
x.

Zadanie 18. Poda¢ przykªad szeregu o wyrazach dodatnich, który jest zbie»ny,
ale nie speªnia warunku limn→∞ nan = 0.

Zadanie 19. Niech an b¦dzie takim malej¡cym ci¡giem o wyrazach nieujem-
nych, »e szereg

∑∞
n=1

an
n

jest rozbie»ny. Niech ponadto

bn = min

{
an,

1

lnn

}
, n > 1.

Udowodnij, »e szereg
∑∞

n=1
bn
n
te» jest rozbie»ny.

Zadanie 20. Zbadaj zbie»no±¢ oraz bezwzgl¦dn¡ zbie»no±¢ szeregów:

(i)
∑∞

n=1(−1)n(e− (1 + 1
n
)n),

(ii)
∑∞

n=1(−1)n(e− (1 + 1
n
)n+1)

(Zostaªo sprawdzenie bezwzgl¦dnej zbie»no±ci w (ii).)

Zadanie 21. Niech an b¦dzie rosn¡cym ci¡giem o wyrazach dodatnich. Udo-
wodnij, »e dla dowolnego α > 0 szereg

∞∑
n=1

an+1 − an
an+1aαn

jest zbie»ny.
(Zostaªo pokazanie zadania dla α ∈ (0, 1

2
), limn→∞ an = +∞.)

Zadanie 22. Zbadaj zbie»no±¢ szeregu
∑∞

n=1 an, gdzie:

a1 = 1, an+1 = cos an, dla n ∈ N.

Zadanie 23. Zbadaj zbie»no±¢ szeregu
∑∞

n=1(−1)n
(lnn)a

nb w zale»no±ci od
parametrów a, b > 0.
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Zadanie 24. Zaªó»my, »e f jest tak¡ dodatni¡ funkcj¡ malej¡c¡ do zera
w przedziale (0,+∞), »e nf(n) jest ci¡giem rosn¡cym rozbie»nym do +∞.
Niech S b¦dzie sum¡ szeregu σ∞n=1(−1)n−1f(n). Znajd¹ takie przestawienie
wyrazów tego szeregu, aby jego suma byªa równa S + l, gdzie l jest dowolnie
zadan¡ liczb¡ rzeczywist¡.

Zadanie 25. Niech pn b¦dzie ci¡giem kolejnych liczb pierwszych wi¦kszych
ni» 1. Udowodnij wzór Eulera:

∞∏
n=1

(
1− 1

pxn

)−1
=
∞∑
n=1

1

nx
dla x > 1.

Zadanie 26. Zbada¢ liczb¦ pierwiastków równania ax = loga x, gdzie a > 0,
a 6= 1.

Zadanie 27. Udowodni¢, »e dla k ≥ 3 równanie (log x)k = x ma na póªpro-
stej [1,∞) dokªadnie dwa rozwi¡zania rk, sk, takie »e rk → e, sk → ∞, gdy
k →∞.

Zadanie 28. Rozwi¡za¢ równanie (sinx)
1
2 + (cosx)

1
2 = t.
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