Zadania

24 listopada 2015

Zadanie 1. Pokaz, ze dla dowolnych liczb zespolonych zi,..., z, istnieje
zbior B C {1,...,n}, taki, ze
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Zadanie 2. Jakie warunki musza spetniaé¢ ciagi a, i b,, aby istnialy stale A
i B, AB # 0 takie, ze ciag Aa, + Bb, jest zbiezny?

Zadanie 3. Niech a, bedzie ciaggiem, ktorego wyrazy spetniaja nastepujace
warunki:
0<a,<1dlaneN oraz a; # 0.

Niech ponadto
Sp=a1+ - +a,, Tp=3S5 + 45,
Zbadaé¢ zbieznos¢ szeregu

n=1
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w zaleznosci od parametru o > 0.
Zadanie 4. Pokaz, ze jesli ag =11

an = a2 +CLL%J +ajz,
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Zadanie 5. Dla z € C, |z| # 1 obliczyé:
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Zadanie 6. Dla o € C okreslmy funkcje ¢,: C — C? wzorem ¢,(z) =
(€%, e**). Opisz domkniecie obrazu ¢, w zaleznosci od parametru a:

e dla o € 7Q,
e dlaaen(R\Q),
e dlaaecC\R
Zadanie 7 (nier6wnos$¢ Schwarza). Pokaz, ze:

(i) Dla dowolnych liczb (rzeczywistych lub zespolonych) z;, y; zachodzi:

[T+ -+ eyl < (@ 4+ 2D (0l + -+ Jyal?).

(ii) Dla dowolnych ciggow liczb (rzeczywistych lub zespolonych) (z;), (vi),
takich, ze Y oo, 2> < 001D o, |yi]? < oo zachodzi:

o0 2 o0 o0
Z$iyi < (Z |$z|2) (Z |in2> :
i=1 i=1 i=1

(iii) Dla dowolnych funkcji f,g: : [a,b] — R, gdzie a,b € R, takich, ze calki
f; |f(z)]?dz oraz f; |g(x)|?dz istnieja i sa skoficzone mamy:

< ([ eras) ([par).

Zadanie 8 (nier6wnos¢ Holdera). Zalozmy, ze p,q € (1, 00) oraz % + % = 1.
Pokaz, ze:
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(i) Dla dowolnych liczb (rzeczywistych lub zespolonych) z;, y; zachodzi:

Q=

1
|‘T1y1 + - +xnyn| < (|x1|p+ et ’xn|p)p(|y1’q +oeee |yn|q) :

(ii) Dla dowolnych ciggow liczb (rzeczywistych lub zespolonych) (z;), (vi),
takich, ze Y oo ;[P < oo i) ) |yi|? < oo zachodzi:
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(iii) Dla dowolnych funkcji f,g: : [a,b] — R, gdzie a,b € R, takich, ze calki
f: |f(z)|Pdx oraz f: |g(z)|9dx istnieja i sg skoriczone mamy:

([ !f(fc)\pdx); (f |g<x>rquc); |

Zadanie 9 (jednostajna granica ciggu funkeji ciaglych jest ciggla). Niech A
i B beda podzbiorami R lub C (ogdiniej, za A i/lub B mozna wzigé dowolny
podzbior R™, C" lub inng przestrzen, w ktorej sensowne jest okreslenie odle-
gtosci miedzy dwoma punktami). Mowimy, ze ciag funkcji f,: A — B jest
jednostajnie zbiezny do funkcji f: A — B, jesli

VEEINVHZNVJCGA‘JCH(ZE) - f(ZL’)| S €.

W takiej sytuacji oznaczamy f, = f. Pokaz, ze jesli f, = f i funkcje f,, sa
ciggte, to f jest ciggla.

[ sty

Zadanie 10 (lokalnie jednostajna zbieznos¢). Niech A i B beda podzbiorami
R. Moéwimy, ze ciag funkcji f,,: A — B jest lokalnie jednostajnie zbiezny do
funkcji f: A — B, jesli kazdy punkt x € A ma otoczenie otwarte U, =
(x — 0,2+ ) N A (dla pewnego 0 > 0), takie, ze f,|v, = fu,.

(i) (zadanie wytacznie domowe) Kontempluj przez co najmniej 10 minut
definicje lokalnie jednostajnej zbieznosci i jednostajnej zbieznosci. W
szczegblnosci:

e Zrozum, ze jednostajna zbieznosé¢ implikuje lokalnie jednostajna
zbieznosc¢.

e Zrozum, ze A, B w definicji jednostajnej zbieznosci moze byc do-
wolnym zbiorem, na ktérym mamy sensowne pojecie odlegtosci
dwoch punktow (tzw przestrzenia metryczna). Jesli nie chcesz
wnika¢ w przestrzenie metryczne, to rozwazaj wytacznie podzbiory
R™ i C" (nizej tez).

e Zrozum, ze B w definicji lokalnie jednostajnej zbieznosci moze byc
dowolna przestrzenia metryczna.

e Zmodyfikuj definicje lokalnie jednostajnej zbieznosci, aby A mogto
by¢ dowolng przestrzenia metryczna.

(ii) Pokaz, ze granica lokalnie jednostajna funkcji ciaglych jest ciagta.

(iii) Udowodnij, ze jesli A C R jest podzbiorem domknietym, ograniczo-
nym (ogdlniej: zwartym), to lokalnie jednostajna zbieznosé implikuje
jednostajng zbieznos¢.



(iv) Podaj przyktad ciagu funkcji ciaghtych, ktory jest lokalnie jednostajnie
zbiezny, ale nie jest jednostajnie zbiezny.

Zadanie 11 (o wielomianach symetrycznych). Wstep. Niech K[zq, zo, ..., z,]
oznacza zbior wielomianéw wielu zmiennych zq, ..., x, o wspolczynnikach w
ciele K. Czyli K[z, zo,...,x,] to (nieskoriczenie wymiarowa) przestrzen li-
niowa nad K sktadajaca sie z elementow:

k
f = f(1'1, . ,xn) — ZanDj’
Jj=1

. _ ds ds din
gdzie a; € K, D; = (djy,...,d;n) € 2%, oraz xPi = 27" - 25° - -~ 2", Sto-

piefi wielomianu f jak wyzej to deg f := max{>. D; | j € {1,...,n}}. Wie-
lomiany mozna mnozy¢ i sktadaé¢, np., jesli f,g1,...,9, € Klzy,...,z,], to
f(g1,- -, gn) tez jest elementem K[z, ..., x,]. Permutacja zbioru {1,... n}
to bijekcja o: {1,...,n} — {1,...,n}. Wielomian f € Klxy,...,z,] jest
symetryczny, jesli dla dowolnej permutacji ¢ mamy

f(:[:la cee 7'7;71) = f(mo(l)a <. 7xa(n))-

Polecenie 1. Pokaz, 7e jesli f € Kz, xo,...,z,] jest wielomianem
symetrycznym, to istnieje dokladnie jeden wielomian g € Kz, o, ..., z,],
taki, ze

f(l’l,fEQ, Ce ,[I)n) = g(Sl, SQ, ey Sn)7

gdzie S jest k-tym elementarnym wielomianem symetrycznym:

Sy = Z sz

Ic{1,....n},

#I =k
Polecenie 2. Zalézmy, ze K = R, lub K = C. ZnajdZ odwzorowanie
ciagle “na” ¢: K" — K", takie, ze dla kazdego x = (x1,...,z,) mamy:

¢~ (y) = {(¥o1); - - -+ To(m) | @ jest permutacja {1,...,n}},

gdzie y := ¢(x).

Zadanie 12 (zaproponowane przez pana Wojciecha Zwolinskiego). Znajdz
wszystkie liczby zespolone z € C, takie, ze

T ()

n=1



Zadanie 13. Dla p € [1, 00) definiujemy odlegtosé w sensie £, dwoch punk-
tow x = (z1,...,2,) 1y = (Y1,---,Yn) W R™

1
n b
pe, (T, y) = (Z |z — y¢|p> :
=1

Jesli p = oo, to
P (x,y) = max |z; — yi.

Pokaz, ze dla kazdego x,y € R™ mamy
lim py, (2,9) = pe (T,y).
pP—00
Pokaz, ze (dla dowolnego p € [1, o0]) speliony jest warunek trojkata:

pe, (T, Y) + pe, (Y, 2) = pe, (2, 2).

Zadanie 14. n-wymiarowa kula otwarta (w sensie {,) o srodku w x € R" i
0 promieniu r, to zbior

By, (z,r) :={y € R" | py,(x,y) <7} .
Narysuj i wyobraz sobie kule dla niektérych wartosci p, n, np:
o n=1,
en=2oraz: p=1lubpe (1,2), lubp=2, lubp € (2,00), lub p = oo,
e n=3oraz: p=11lub p=2lub p = o0,
o ...

Zadanie 15. Podzbiér U C R" jest otwarty (w sensie £,), jesli dla kazdego
x € U istnieje € > 0 takie, ze By, (x,¢) C U. Pokaz, ze otwarto$¢ nie zalezy
od wyboru p, czyli dla dowolnych p, q € [1, 00| zbior U C R" jest otwarty w
sensie £, wtedy i tylko wtedy, gdy jest otwarty w sensie £,. W tej sytuacji
mowimy, ze U jest otwarty.

Zadanie 16. Niech A C R” bedzie podzbiorem. Odwzorowanie ¢: A — R™
jest ciggle (w sensie ¢,), jesli

VeeaVes03550Vyea P, (%?J) <= P€p<¢($)a ¢(y>) < e

Pokaz, ze ¢ jest ciagte, wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego otwartego
U C R™ przeciwobraz ¢~ (U) = VNA, gdzie V C R" jest otwarty. (Mowimy,
ze przeciwobraz jest otwarty w A.) W szczegolnosei, ciaglosé nie zalezy od
wyboru p.



Zadanie 17. Podzbior A C R” jest domkniety, jesli jego dopelnienie R™ \ A
jest otwarte, czyli dla kazdego € A oraz € > 0 mamy By, (z,e) NA#0 (p
mozemy wybra¢ dowolne).

Podzbior A C R” jest ograniczony, jesli istnieje M € R, M > 0, takie, ze
A C [-M, M]", czyli modut kazdej wspotrzednej dowolnego punktu A jest
ograniczony przez wspoOlna statg M.

Niech A bedzie podzbiorem R" (wariant “minimum” zadania : n = 1).
Pokaz, ze nastepujace warunki sg rownowazne:

(i) A jest domkniety i ograniczony.

(ii) Dla dowolnego ciagu x, punktow z A, istnieje podciag wybranych ele-
mentow z,, (gdzie limy_, ny = 00) zbiezny do pewnego z € A. (O
przestrzeni spelniajacej ten warunek mowimy, ze jest ciggowo zwarta.)

(iii) Jesli I jest pewnym (by¢ moze nieskoniczonym) zbiorem indeksow, oraz
dla kazdego ¢« € I mamy otwarty U; C R", takie ze

Aclu,

iel
to istnieje skoriczenie wiele 74, ...,1,, € I, takich, ze

ACUilLJUZ‘QU"'UUi

m*

(Ten warunek w skrocie wyrazamy “z kazdego pokrycia otwartego mozna
wybra¢ podpokrycie skoniczone”. Jest to jeden z dwoch warunkow,
definiujgcych bardzo wazne pojecie zwartoSci przestrzeni topologicz-
nych. Drugi warunek (warunek Hausdorffa (Tb)) jest automatycznie
speliony dla podzbiorow R™).

(Zadanie jest czescia wiekszej teorii topologicznej: Przestrzen zwarta jest
ciggowo zwarta; przestrzen metryczna jest zwarta wtedy i tylko wtedy, gdy
jest ciagowo zwarta; w przestrzeni R™ podzbidr jest zwarty wtedy i tylko
wtedy, gdy jest domkniety i ograniczony.)

Zadanie 18. Pokaz, ze U C R jest otwarty, wtedy i tylko wtedy, gdy jest co
najwyzej przeliczalna suma roztacznych przedzialéw i pétprostych:

N
U = U(aia bl)v
=1

gdzie N € {0}UNU{oo} oraz - -+ < a; < b; < aj11 < biy1 < --- (dopuszczamy
ag = —o0o oraz by = +00).



Zadanie 19. Dla podzbioréw A C R" i B C R™ odwzorowanie ¢: A — B
jest izometrig (dla metryk ¢, na A i ¢, na B), jesli dla kazdych z,y € A
mamy

e, (9(2), 0(y)) = pe, (T, y).

Pokaz, ze izometria jest odwzorowaniem cigglym i ré6znowartosciowym.

Zadanie 20. Odwzorowanie ¢: A — B jest homeomorfizmem, jesli jest cia-
gle, bijekcja, oraz odwzorowanie odwrotne jest ciagte.

Niech A C R" bedzie podzbiorem domknietym i ograniczonym. Pokaz,
ze kazda izometria ¢: A — A jest homeomorfizmem.

Zadanie 21. Jesli U C R jest podzbiorem otwartym, xg € U, a f: U —
R jest pewng funkcja, to rézniczkq funkcji f w xg nazywamy nastepujaca
granice (o ile istnieje i jest skonczona):

df :
F'(wo) = £ (w0) = 5 (o) = lim
Jesli rozniczka w xq istnieje, to [ jest rdznicznowalna w x.

(i) Pokaz, ze jesli f jest rozniczkowalna w punkcie x, to jest ciagla w
punkcie . Oczywiscie, odwrotne stwierdzenie nie zachodzi.

(ii) Pokaz przyktad funkcji f: R — R, ktora jest rézniczkowalna w punkcie
0, ale nigdzie indziej.

(iii) Czy istnieje funkcja ciggla f: R — R, ktora nie jest rozniczkowalna w
zadnym punkcie?
Oznaczamy f00 .= (@) (o ile istnieje). Ewentualnie f” := f@, f" =
O,
Zadanie 22. Dla zbioru otwartego U C R, funkcja f: U — R jest klasy C°
(piszemy f € C°(U,R), lub f € C°(U), lub f € CY), jesli f jest ciagta na U.
Dla i € N, funkcja f jest klasy C?, jeli f' € C*1.
Funkcja f jest klasy C*, jesli f € C" dla kazdego i € NU {0}.
Podaj przyktad niezerowej funkcji f: R — R klasy C*°, dla ktorej znikaja
wartos¢ oraz wszystkie rézniczki w 0:

0= £(0) = J'(0) = f(0) = - = FO(0) =

Zadanie 23 (27 linii na kubice). Niech S bedzie zespolona powierzchnig
stopnia 3 w C? (kubika). To znaczy wybieramy wielomian F(x,y, z) stopnia
3 0 wspoélczynnikach zespolonych w trzech zmiennych, nastepnie definiujemy:

S::{(:I;y, )€ C?| Fla,y, 2) —0}

7



Nalezy zalozy¢, ze “F jest wystarczajaco og6lne”. Intucyjnie, jesli np wez-
miemy F = 23 lub F = (ax + by + c2)?(d’x + by + ¢z), to S jest “malo
ciekawe”. Formalnie, powiedzenie, ze “wlasnos¢ P(F) zachodzi dla wystar-
czajaco ogbdlnego wielomianu F' stopnia < 3”7 oznacza, ze w zbiorze wszyst-
kich wielomianow stopnia < 3 (jest to po prostu C?°), istnieje otwarty gesty
podzbior U, taki, ze P(F') zachodzi dla kazdego F' € U.

Pokaz, ze wystarczajaco ogdlna kubika zawiera doktadnie 27 prostych
zespolonych, czyli obrazéw réoznowarto$ciowego odwzorowania liniowego C —
C3.

Wariant by¢ moze ciut prostszy (przynajmiej tatwiej sobie wyobrazi¢):
Wezmy F = 23+ 3+ 22 + 0P — (24 y+ 2+ w)?, gdzie w = ax + by + cz +d,
a,b,c,d € R, d# 0, np. w=1,lubw=1— (z+y+ z). Pokaz, ze

{(z,y,2) e R®| F(z,y,2) =0}

zawiera doktadnie 27 prostych rzeczywistych.



