
Zadania

30 pa¹dziernika 2015

Zadanie 1 (zrobione 30.10). S ⊂ Z jest podzbiorem o dopeªnieniu sko«-
czonym. Poka», »e istniej¡ dwa niesko«czone zbiory X, Y ⊂ Z, takie »e

X + Y = {x+ y | x ∈ X, y ∈ Y } = S

oraz ka»dy element s ∈ S przedstawia si¦ na dokªadnie jeden sposób w postaci
x+ y, gdzie x ∈ X oraz y ∈ Y .

Zadanie 2 (zrobione 30.10). Znajd¹ ci¡g liczb rzeczywistych an taki, »e
dla |x| < 1

log(1 + x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·

Zadanie 3 (zrobione 30.10). Poka», »e

∞∑
n=1

1

(n!)2

jest liczb¡ niewymiern¡.

Zadanie 4 (zrobione 3.11). Niech S2 b¦dzie sfer¡ Riemanna, czyli S2 =
U0 ∪ U∞, gdzie U0 ' C, U∞ ' C oraz U0 ∩ U∞ ' C \ {0} i z ∈ U0 \ {0}
odpowiada 1

z
∈ U∞ \ {0}. Punkty ze zbioru U0 odpowiadaj¡ce liczbie z ∈ C

oznaczamy po prostu przez z. Punkty ze zbioru U∞ odpowiadaj¡ce liczbie
w ∈ C oznaczamy 1

w
, je±li w 6= 0 oraz ∞, je±li w = 0.

(i) Pokaza¢, »e funkcja wymierna z 7→ f(z) = anzn+···+a0
bmzm+···+b0 de�niuje odwzo-

rowanie ci¡gªe S2 → S2. Co to jest f(∞), f−1(∞)?

(ii) Dla jakich n,m, ai, bj funkcja wymierna f jest odwracalna?

(iii) Pokaza¢, »e nie mo»na rozszerzy¢ odwzorowania exp: C→ C, exp(z) =
ez do ci¡gªego odwzorowania S2 → S2.
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Zadanie 5 (zrobione 30.10). Policzy¢ wszystkie warto±ci ii, gdzie i =√
−1 ∈ C, natomiast dla x, y ∈ C, de�niujemy xy = ey log x = {eyz ∈ C | ez = x}.

Zadanie 6 (zrobione 30.10). (i) Niech f : R→ R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡
tak¡, »e f(x + y) = f(x)f(y). Pokaza¢, »e istnieje a ∈ R takie, »e
f(x) = ax, dla wszystkich x ∈ R. (Wystarczy zakªada¢, »e f jest ci¡gªa
w 0.)

(ii) Niech f : C → C b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡ tak¡, »e f(z + w) = f(z)f(w).
Czy f(z) = ez?

(iii) Je±li w poprzednim punkcie odpowied¹ jest twierdz¡ca, to przedysku-
tuj, które zaªo»enia s¡ nie potrzebne, a które mo»na osªabi¢. Je±li w
poprzednim punkcie odpowied¹ jest negatywna, to przedyskutuj, przy
jakich dodatkowych zaªo»eniach mo»na pokaza¢, »e f(z) = ez.

Zadanie 7 (zrobione 3.11). Udowodnij, »e dla dowolnej liczby a ∈ R
równanie

ez =
a+ z

a− z
Nie ma rozwi¡za« w zbiorze {z ∈ C | Re z > 0, Im z > 0}.

Zadanie 8 (zrobione 3.11). Niech pn oznacza n-t¡ liczb¦ pierwsz¡. Zbada¢
zbie»no±¢ szeregu

∞∑
n=1

1

pn
.

Zadania bie»¡ce

Zadanie 9 (do domu na 3.11). Poka», »e dla dowolnych liczb zespolonych
z1, . . . , zn istnieje zbiór B ⊂ {1, . . . , n}, taki, »e∣∣∣∣∣∑

k∈B

zk

∣∣∣∣∣ ≥ π−1

n∑
k=1

|zk|.

Zadanie 10 (zrobione 30.10). Udowodnij, »e istnieje kwadrat, w którym
mo»na umie±ci¢ ci¡g parami rozª¡cznych kwadratów o bokach 1, 1

2
, 1

3
, 1

4
, . . .

Zadanie 11 (zrobione 3.11). Obliczy¢ granic¦:

lim
n→∞

∑∞
k=2

1
kn+1∑∞

k=2
1
kn
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Zadanie 12 (do domu na 13.11). Jakie warunki musz¡ speªnia¢ ci¡gi an i
bn, aby istniaªy staªe A i B, AB 6= 0 takie, »e ci¡g Aan +Bbn jest zbie»ny?

Zadanie 13 (do domu na 6.11). Wyznaczy¢ granice (o ile istniej¡) ci¡gów
zadanych wzorami:

bn+1 =

∫ 1

0

min(x, an)dx,

an+1 =

∫ 1

0

max(x, bn)dx

w zale»no±ci od a1, b1 ∈ R.

Zadanie 14 (do domu na 13.11). Niech an b¦dzie ci¡giem, którego wyrazy
speªniaj¡ nast¦puj¡ce warunki:

0 ≤ an ≤ 1 dla n ∈ N oraz a1 6= 0.

Niech ponadto

Sn = a1 + · · ·+ an, Tn = S1 + · · ·+ Sn.

Zbada¢ zbie»no±¢ szeregu
∞∑
n=1

an
Tαn

w zale»no±ci od parametru α > 0.

Zadanie 15 (do domu na 6.11). Poka», »e je±li a0 = 1 i

an = abn
2
c + abn

3
c + abn

6
c,

to

lim
n→∞

an
n

=
12

log 432

Zadanie 16 (zrobione 6.11). Dla jakich warto±ci a1 ci¡g okre±lony reku-
rencyjnie:

an+1 = a2
n − 2

jest zbie»ny?

Zadanie 17 (zrobione 10.11). Czy z warunku limn→∞
an
bn

= 1 wynika, »e
szeregi

∑∞
n=1 an,

∑∞
n=1 bn s¡ jednocze±nie zbie»ne, b¡d¹ rozbie»ne?
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Zadanie 18 (do domu na 10.11). Dla z ∈ C, |z| 6= 1, warto±ci a1 obliczy¢:

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

sin e2πi k
n

1− ze−2πi k
n

.

Zadanie 19 (zrobione 10.11). Obliczy¢:

lim
n→∞

(
sup
x∈R

(
√
n+ 1 sinn x · cosx)

)
Zadanie 20 (zrobione 10.11). Pokaza¢, »e

∞∑
n=1

n

3 · 5 · 7 · · · (2n+ 1)
=

1

2
.

Zadanie 21 (do domu na 13.11). Ci¡g an okre±lamy wzorem:

a1 = x, an+1 = log
ean − 1

an
.

Pokaza¢, »e
1 + a1 + a1a2 + a1a2a3 + · · · = ex.

Zadanie 22 (do domu na 13.11). Wprowad¹my nast¦puj¡ce oznaczenie:

Σ =

{
a = {an} | szereg

∞∑
n=1

an jest zbie»ny

}
.

Skonstruuj ci¡g b /∈ Σ taki, »e

inf
a∈Σ

sup
n

∣∣∣∣1− an
bn

∣∣∣∣ = 0

oraz ci¡g a ∈ Σ taki, »e

inf
b/∈Σ

sup
n

∣∣∣∣1− an
bn

∣∣∣∣ = 0

Zadanie 23 (zrobione 10.11). Oblicz

lim
n→∞

n∑
k=1

(√
1 +

k

n2
− 1

)
.

Zadanie 24 (do domu na 13.11). Ci¡g un liczb dodatnich jest ±ci±le rosn¡cy,
a szereg

∑∞
n=1

1
un

jest zbie»ny. Oznaczmy przez f(x) liczb¦ par liczb natu-

ralnych (i, j), dla których
∑j

n=i un ≤ x. Udowodnij, »e limx→∞ f(x)/x = 0.
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Zadanie 25. Znajd¹ ci¡g liczb naturalnych nk taki, »e

∞∑
k=1

1

nk
<∞, ale

∞∑
k=1

1

nnk
=∞.

Zadanie 26. Zaªó»my, »e 0 < α1 < α2 < · · · < αn <
π
2
oraz n > 1. Wyka»,

»e

tgα1 <
sinα1 + sinα2 + · · ·+ sinαn
cosα1 + cosα2 + · · ·+ cosαn

< tgαn

Zadanie 27. Obliczy¢ warto±¢ iloczynu

∞∏
n=0

(
1 +

(
1

2

)2n
)
.

Zadanie 28. Wykaza¢, »e

lim
n→∞

√√√√
1 + 2

√
1 + 3

√
1 + . . .

√
1 + (n− 1)

√
1 + n = 3

Zadanie 29. an jest ci¡giem liczb rzeczywistych z przedziaªu (0, 1). Pokaza¢,
»e szereg

∑∞
n=1 an jest rozbie»ny wtedy i tylko wtedy, gdy

a1 + a2(1− a1) + a3(1− a1)(1− a2) + · · · = 1.

Zadanie 30. Niech A b¦dzie zbiorem wszystkich tych liczb naturalnych,
które w swoim zapisie dziesi¦tnym nie maj¡ cyfry 0. Wyznacz wszystkie α,
dla których szereg

∑
n∈A

1
nα

jest zbie»ny.

Zadanie 31. Oblicz
∑∞

n=1 arctg 2
n2 .

(Przypomnienie:) do domu pisemnie na 3.XI

Zadania domowe b¦d¡ sprawdzane przez pani¡ Emili¦ Pompe:
ep(24 · 3 · 41 · 163− 1) [na] students {kropa} mimuw (jeszcze kropka) edu 〈i ostatnia〉 pl
Mo»na spisa¢ na przykªad w LATEX-u i przysªa¢ e-mailem lub odda¢ na zaj¦-
ciach.

Zadanie 32 (ju» sprawdzone). Oblicz

∞∑
n=1

n2

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)(n+ 4)
.
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Zadanie 33 (ju» sprawdzone). Niech p ∈ N oraz a1, a2, . . . , ap b¦d¡ dowolnie
ustalonymi liczbami rzeczywistymi dodatnimi. Obliczy¢

lim
n→∞

(
p

√
(n+ a1)(n+ a2) · · · (n+ ap)− n

)
.
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