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Miary addytywne - definicje

Niech 9 bedzie algebra' podzbioréw Q. Niech K =R lub C.
Przestrzenia ograniczonych miar K-addytywnych, ba(9t; K),
nazywamy przestrzeh ograniczonych funkcji 9t — K spetniajacych
warunek

w € ba(M) — \v/ (wNo' =0) = pwuw’) = p(w)+u(w).
w,w'EM
(0.1)

Tzn. § € M, oraz M jest zamkniety na dopetnienie oraz skoriczone sumy i
przeciecia.
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Miary addytywne - definicje

Niech 9 bedzie algebra' podzbioréw Q. Niech K =R lub C.
Przestrzenia ograniczonych miar K-addytywnych, ba(9t; K),
nazywamy przestrzeh ograniczonych funkcji 9t — K spetniajacych
warunek

w € ba(M) — \v/ (wNo' =0) = pwuw’) = p(w)+u(w).
w,w'EM
(0.1)

Jesli ponadto 9N jest o-algebra, oraz

\V/ I (U wn) = ZN(Wn)a (0.2)
{wn}nz1 n>1 n>1
{w;} roztaczne

to méwimy, ze p jest miarg K — o-addytywng. Przestrzen takich
miar oznaczamy ca(1; K).

Tzn. § € M, oraz M jest zamkniety na dopetnienie oraz skoriczone sumy i
przeciecia.
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Miary addytywne - uwagi

Miary K — o-addytywne bedziemy nazywali K-miarami
(rzeczywistymi / zespolonymi).
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Miary addytywne - uwagi

Miary K — o-addytywne bedziemy nazywali K-miarami
(rzeczywistymi / zespolonymi).

Uwaga 1.

@ Poniewaz u: M — K, w szczegdlnosci p(w) # oo dla kazdego
w e M.
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Miary addytywne - uwagi

Miary K — o-addytywne bedziemy nazywali K-miarami
(rzeczywistymi / zespolonymi).

Uwaga 1.

@ Poniewaz u: M — K, w szczegdlnosci p(w) # oo dla kazdego
w e M.

© Warunek (0.2) oznacza oczywidcie, ze szereg 3~ f(wn) jest
zbiezny bezwzglednie.
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Miary addytywne - uwagi

Miary K — o-addytywne bedziemy nazywali K-miarami
(rzeczywistymi / zespolonymi).

Uwaga 1.

@ Poniewaz u: M — K, w szczegdlnosci p(w) # oo dla kazdego
w e M.

© Warunek (0.2) oznacza oczywidcie, ze szereg 3~ f(wn) jest
zbiezny bezwzglednie.

© W swietle powyzszych definicji, poznana juz miara zespolona
jest miara zespolong, jednak miara Lebesgue’'a na R nie jest
miarg rzeczywistg — przyjmuje wartosci nieskonczone.
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Catkowanie wzgledem miary addytywne;

Teoria catkowania wzgledem miary addytywnej jest podobna do
"tradycyjnej”’ teorii miary - definiujemy najpierw catke funkgji
prostej, a uzyskany funkcjonat liniowy rozszerzamy przez ciggtosé
na cata przestrzen ograniczonych funkcji mierzalnych?® M (Q,90).
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Catkowanie wzgledem miary addytywne;

Teoria catkowania wzgledem miary addytywnej jest podobna do
"tradycyjnej”’ teorii miary - definiujemy najpierw catke funkgji
prostej, a uzyskany funkcjonat liniowy rozszerzamy przez ciggtosé
na cata przestrzen ograniczonych funkcji mierzalnych?® M (Q,90).
Tak zdefiniowany funkcjonat [ - dpu jest (z definicji) funkcjonatem
liniowym ciagtym oraz dla kazdego f € M(Q, M),

‘ / fdu‘ < 1Flloo - lellvar-
Q

f 1 Q — R jest mierzalna wzgledem algebry M, jedli £=1((—o0, c])) € M
dla kazdego c. Funkcja zespolona jest mierzalna, jesli mierzalne s3 jej czesci
rzeczywista i urojona.

bCena, jaka musimy zaptaci¢ w zwiazku z faktem, ze miara jest tylko
skonczenie addytywna jest taka, ze nie umiemy catkowaé funkcji
nieograniczonych.
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Od tej pory pracujemy jedynie na przestrzeniach zwartych. Niech
(K, T) bedzie wiec przestrzeniag topologiczng zwarta. Przez B(K)
oznaczmy tradycyjnie o-algebre zbioréw borelowskich, tj.
najmniejsza o-algebre zawierajaca 7, a C(K) - przestrzen funkgji
ciggtych (a zatem i jednostajnie ciagtych) na K o wartosciach w
ciele K.
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Ku twierdzeniu Riesza

Wiemy juz, ze dla dowolnego p € ba(B(K)) mozemy zdefiniowaé
funkcjonat liniowy C(K) — K wzorem

Su(F) = /Q f du. (0.3)

Wiemy tez, ze jest to funkcjonat ciagty.
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Ku twierdzeniu Riesza

Wiemy juz, ze dla dowolnego p € ba(B(K)) mozemy zdefiniowaé
funkcjonat liniowy C(K) — K wzorem

Su(F) = /Q f du. (0.3)

Wiemy tez, ze jest to funkcjonat ciagty.

Czy kazdy ¢ € (C(K))* jest takiej postaci?
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Ku twierdzeniu Riesza

Wiemy juz, ze dla dowolnego p € ba(B(K)) mozemy zdefiniowaé
funkcjonat liniowy C(K) — K wzorem

Su(F) = /Q f du. (0.3)

Wiemy tez, ze jest to funkcjonat ciagty.

Czy kazdy ¢ € (C(K))* jest takiej postaci?

Okazuje sie, ze tak.
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Ku twierdzeniu Riesza

Wiemy juz, ze dla dowolnego p € ba(B(K)) mozemy zdefiniowaé
funkcjonat liniowy C(K) — K wzorem

Su(F) = /Q f du. (0.3)

Wiemy tez, ze jest to funkcjonat ciagty.

Czy kazdy ¢ € (C(K))* jest takiej postaci?

Okazuje sie, ze tak. Jednak ba(B(K)) jest bardzo duza klasg miar
— odwzorowanie j, — S, nie jest réznowartoéciowe.
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Ku twierdzeniu Riesza

Z poprzednich slajdéw, ||S,|| < |||lvar. Okazuje sie, ze w ogdlnosci
nierdbwnos$¢ ta moze by¢ ostra; co wiecej, istnieje przyktad (K, )
takich, ze 5, = 0, ale ||t|lvar > 0! Na tej przestrzeni odwzorowanie
i — S, nie moze by¢ wiec réznowartosciowe, gdyz ma nietrywialne
jadro.
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Ku twierdzeniu Riesza

Z poprzednich slajdéw, ||S,|| < |||lvar. Okazuje sie, ze w ogdlnosci
nierdbwnos$¢ ta moze by¢ ostra; co wiecej, istnieje przyktad (K, )
takich, ze 5, = 0, ale ||t|lvar > 0! Na tej przestrzeni odwzorowanie
i — S, nie moze by¢ wiec réznowartosciowe, gdyz ma nietrywialne
jadro.

Skoro ba(B(K)) jest zbyt duza klasa miar, by¢é moze powinnismy
ograniczy¢ sie do jakiej$ mniejszej klasy, powiedzmy ca(B(K))?
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Ku twierdzeniu Riesza

Z poprzednich slajdéw, ||S,|| < |||lvar. Okazuje sie, ze w ogdlnosci
nierdbwnos$¢ ta moze by¢ ostra; co wiecej, istnieje przyktad (K, )
takich, ze 5, = 0, ale ||t|lvar > 0! Na tej przestrzeni odwzorowanie
i — S, nie moze by¢ wiec réznowartosciowe, gdyz ma nietrywialne
jadro.

Skoro ba(B(K)) jest zbyt duza klasa miar, by¢é moze powinnismy
ograniczy¢ sie do jakiej$ mniejszej klasy, powiedzmy ca(B(K))?

Interesujacym faktem jest, ze funkcjonat liniowy S,,, zdefiniowany
tym samym wzorem, ale dla wszystkich f € M(B(K)), jest juz

*

réznowartosciowa, liniowa izometrig na (M(B(K)))
udowodnimy pézniej.

, CO
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Ku twierdzeniu Riesza

Okazuje sie znéw, ze to wcigz za mato — dla " dziwacznych”
zbioréw K funkcjonat S, ograniczony do tej przestrzeni nadal nie
jest injektywny. Musimy wiec ponownie ograniczy¢ sie do jeszcze
mniejszej klasy miar.
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Ku twierdzeniu Riesza

Okazuje sie znéw, ze to wcigz za mato — dla " dziwacznych”
zbioréw K funkcjonat S, ograniczony do tej przestrzeni nadal nie
jest injektywny. Musimy wiec ponownie ograniczy¢ sie do jeszcze
mniejszej klasy miar.

Klasa ta jest, jak wkrétce zobaczymy, bardzo naturalna i prosta do
zdefiniowania.
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Miary regularne - definicja

K-miare p na B(K) nazywamy regularna, je$li w pewnym sensie
zbiory mierzalne mozemy przybliza¢ z zewnatrz zbiorami
otwartymi, a z wewnatrz zwartymi; $cidle, dla kazdego A € B(K),
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Miary regularne - definicja

K-miare p na B(K) nazywamy regularna, je$li w pewnym sensie
zbiory mierzalne mozemy przybliza¢ z zewnatrz zbiorami
otwartymi, a z wewnatrz zwartymi; $cidle, dla kazdego A € B(K),

4 VY wi<=

AEB(K) G - otwarty weB(K)
e>0 F - zwarty WEG\F
FCACG

Przestrzen miar regularnych na B(K) oznaczamy jako rca(B(K))
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Zewnetrzna | wewnetrzna regularnosé

(W) <.

AeB(K) G - otwarty weB(K)
e>0 F -zwarty weG\F
FCACG

Jesli miara p jest miara nieujemna, to warunek ten wyraza sie
czesto poprzez sume dwdch warunkéw
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Zewnetrzna | wewnetrzna regularnosé

(W) <.

AeB(K) G - otwarty weB(K)
e>0 F -zwarty weG\F
FCACG

Jesli miara p jest miara nieujemna, to warunek ten wyraza sie
czesto poprzez sume dwdch warunkéw

o u(A) =inf{u(G), G - otwarty} (zewnetrzna regularnosc)
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Zewnetrzna | wewnetrzna regularnosé

(W) <.

AeB(K) G - otwarty weB(K)
e>0 F -zwarty weG\F
FCACG

Jesli miara p jest miara nieujemna, to warunek ten wyraza sie
czesto poprzez sume dwdch warunkéw

o u(A) =inf{u(G), G - otwarty} (zewnetrzna regularnosc)
o (A) =sup{u(F), F - zwarty} (wewnetrzna regularnosc)
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Miary regularne jako naturalne miary na przestrzeni zwartej

Okazuje sie, ze miary regularne s3 naturalne w tym sensie, ze
zachodzi

Kazda K-miara borelowska na przestrzeni metrycznej zwartej jest
regularna.
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Miary regularne jako naturalne miary na przestrzeni zwartej

Okazuje sie, ze miary regularne s3 naturalne w tym sensie, ze
zachodzi

Kazda K-miara borelowska na przestrzeni metrycznej zwartej jest
regularna.

Co wiecej, jesli chcemy catkowad tylko funkcje ciagte, ograniczanie
sie do rca(B(K)) nie "gubi” zadnych funkcjonatéw S, o czym
mowi nastepne twierdzenie.
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Regularyzacja miary addytywne;j

Twierdzenie 1. Dla kazdej fi € ba(B(K)) istnieje p € rca(B(K))
taka, ze |u|(K) = |ii|(K) oraz dla kazdej funkcji f € C(K)

zachodzi réwnos¢
/ fdu= / fdji.
K K
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Regularyzacja miary addytywne;j

Twierdzenie 1. Dla kazdej fi € ba(B(K)) istnieje p € rca(B(K))
taka, ze |u|(K) = |ii|(K) oraz dla kazdej funkcji f € C(K)

zachodzi réwnos¢
/ fdu= / fdji.
K K

Dowdd (szkic): Zatézmy, ze p > 0. Dla dowolnego otwartego
G C K definiujemy

f(G) :=sup{fi(F) : F C G, F zwarty}
oraz dla dowolnego A € 2K

tout(A) == inf{ji(G) : AC G, G otwarty}
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Regularyzacja miary addytywnej. Dowdd.

Nastepnie:
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Regularyzacja miary addytywnej. Dowdd.

Nastepnie:

o Pokazujemy, ze oy jest miara zewnetrzna.
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Regularyzacja miary addytywnej. Dowdd.

Nastepnie:
@ Pokazujemy, ze oyt jest miarg zewnetrzna.
@ Z tw. Carathéodory'ego konstruujemy miare y i pokazujemy,
ze miara ta mierzy wszystkie zbiory otwarte, wiec jest

borelowska.
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Regularyzacja miary addytywnej. Dowdd.

Nastepnie:
@ Pokazujemy, ze oyt jest miarg zewnetrzna.
@ Z tw. Carathéodory'ego konstruujemy miare y i pokazujemy,
ze miara ta mierzy wszystkie zbiory otwarte, wiec jest
borelowska.

e Dowodzimy, ze p jest regularna, ma te sama norme || - ||var O
fi oraz S = S, na (C(K))*.
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Przestrzen (M,(Q,X))*

Twierdzenie 2. Niech ¥ bedzie o-algebra podzbioréw
(niepustego) zbioru Q. Wéwczas odwzorowanie

ba(X) 3 ji— Sz € (Mp(Q, X)),
zadane na ograniczonych funkcjach mierzalnych f wzorem

%h:/fﬂ, (0.4)
Q

Jjest liniowa izometrig na (Mp(Q2,X))*. W szczegdlnosci, kazdy

© € (Mp(Q,X))* jest réwny Sy dla pewnej miary addytywnej fi.
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Przestrzen (Mp(2,%))*. Dowdd.

Dowdd: Wezmy dowolna fi € ba(X) i zdefiniujmy (@) := 5',1. P
jest liniowe, co wiecej wiemy juz, ze ||¢|| < ||fi]|var. Pokazemy, ze
zachodzi réwnos¢, czyli ¢ jest izometrig.
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Przestrzen (Mp(2,%))*. Dowdd.

Dowdd: Wezmy dowolna fi € ba(X) i zdefiniujmy (@) := 5',1. P
jest liniowe, co wiecej wiemy juz, ze ||¢|| < ||fi]|var. Pokazemy, ze
zachodzi réwnos¢, czyli ¢ jest izometrig.

WezZzmy dowolne € > 0. Z definicji wariacji miary, mozemy wybraé
skoiczona rodzine roztacznych zbioréw niezerowej miary {w;}?_,

taka, ze
Z ’N wl |/~"| )
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Przestrzen (Mp(2,%))*. Dowdd.

Dowdd: Wezmy dowolna fi € ba(X) i zdefiniujmy (@) := 5',1. P
jest liniowe, co wiecej wiemy juz, ze ||¢|| < ||fi]|var. Pokazemy, ze
zachodzi réwnos¢, czyli ¢ jest izometrig.

WezZzmy dowolne € > 0. Z definicji wariacji miary, mozemy wybraé
skoiczona rodzine roztacznych zbioréw niezerowej miary {w;}?_,

taka, ze
Z ’N wl |/~"| )

Zdefiniujmy funkcje f wzorem

X) _Z|:U’

Il'u
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Przestrzen (Mp(2,%))*. Dowdd.




Przestrzen (Mp(2,%))*. Dowdd.

7;1

=2

Funkcja ta jest funkcja prosta (o normie ||f|js = 1), wiec
f e Mp(Q,X), oraz

/fdu

7;1

Z‘M /]

o - [ o - 5

Z|N w, ’:u’ Q)_E
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Przestrzen (Mp(2,%))*. Dowdd.

7;1

=2

Funkcja ta jest funkcja prosta (o normie ||f|js = 1), wiec
f e Mp(Q,X), oraz

7;1

z li(wi)l

‘Sﬁf‘:/fd,u Zu - jiw Zluw, > |fi|(Q) —e.
i=1

Z dowolnosci ¢, ||Szll = ||fi]lvar, zatem [|%]| = ||fi]|var, co nalezato

pokazad.
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Przestrzen (Mp(2,%))*. Dowdd.

7;1

=2

Funkcja ta jest funkcja prosta (o normie ||f|js = 1), wiec
f e Mp(Q,X), oraz

7;1

z li(wi)l

‘Sﬁf‘:/fd,u Zu - jiw Zluw, > |fi|(Q) —e.
i=1

Z dowolnosci ¢, ||Szll = ||fi]lvar, zatem [|%]| = ||fi]|var, co nalezato

pokazad.

Pozostaje sprawdzi¢, ze 1 jest surjekcja.

Mateusz Goslinowski



Przestrzen (Mp(2,%))*. Dowdd.

Wezmy dowolne ¢ € (M (€2, X))*. Poniewaz ¢ ma by¢ zadana
przez catke, naturalnym jest zdefiniowanie

filw) = ¢(1o)

dla dowolnego zbioru mierzalnego w.
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Przestrzen (Mp(2,%))*. Dowdd.

Wezmy dowolne ¢ € (M (€2, X))*. Poniewaz ¢ ma by¢ zadana
przez catke, naturalnym jest zdefiniowanie

filw) = ¢(1w)
dla dowolnego zbioru mierzalnego w.

tatwo sprawdzié, ze z liniowosci ¢, fi jest addytywna funkcja X.
Jest réwniez funkcja ograniczong, gdyz

(@)l < 2l - (1 lloo;

a ||1u/loo € {0,1}. Stad fi € ba(X).

Mateusz Goslinowski



Przestrzen (Mp(2,%))*. Dowdd.

Wezmy dowolne ¢ € (M (€2, X))*. Poniewaz ¢ ma by¢ zadana
przez catke, naturalnym jest zdefiniowanie

filw) = ¢(1w)
dla dowolnego zbioru mierzalnego w.

tatwo sprawdzié, ze z liniowosci ¢, fi jest addytywna funkcja X.
Jest réwniez funkcja ograniczong, gdyz

(@)l < 2l - (1 lloo;

a || 1u]leo € {0,1}. Stad fi € ba(X).
Z liniowosci ¢ i .§ﬂ, <p(f)~ = 5,1(1‘) dla wszystkich funkcji prostych,
a zatem z ciggtosci ¢ i S; oraz faktu, ze funkcje proste s3 geste w

ograniczonych funkcjach mierzalnych, ¢(f) = Si(f) dla wszystkich
funkcji f € Mp(Q,X). |

Mateusz Goslinowski



Twierdzenie Riesza o reprezentacji

Twierdzenie 3. (Riesz, 1909; Markow, 1938; Kakutani, 1941)
Niech (K, T) bedzie przestrzenia zwarta. Wéwczas, dla kazdego

¢ € C(K;K)* istnieje doktadnie jedna borelowska, regularna
K-miara 1 taka, ze dla kazdego f € C(K) zachodzi réwnos¢

@(f)Z/deu-

ol = ||ptllvar, @ odwzorowanie

Co wiecej,

rca(B(K)) 2 p+—— S, € (C(K))*

Jest liniowa izometrig na (C(K))*.
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Twierdzenie Riesza. Dowdd.

Powyzsze odwzorowanie jest oczywiscie liniowe, wystarczy wiec
dowies¢ pierwszej czesci twierdzenia.
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Twierdzenie Riesza. Dowdd.

Powyzsze odwzorowanie jest oczywiscie liniowe, wystarczy wiec
dowies¢ pierwszej czesci twierdzenia.

Po pierwsze zauwazmy, ze jednoznaczno$¢ wyniknie z
izometrycznosci. Wezmy dowolne ¢ € (C(K))*. Poniewaz B(K)
zawiera wszystkie zbiory otwarte, funkcje ciggte sa mierzalne -
C(K) € Mp(K,B(K)). Z tw. Hahna-Banacha istnieje rozszerzenie
@ € (Mp(K,B(K)))* na wszystkie funkcje mierzalne, zachowujace

norme: [|@l| = [|¢l[.
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Twierdzenie Riesza. Dowdd.

Powyzsze odwzorowanie jest oczywiscie liniowe, wystarczy wiec
dowies¢ pierwszej czesci twierdzenia.

Po pierwsze zauwazmy, ze jednoznaczno$¢ wyniknie z
izometrycznosci. Wezmy dowolne ¢ € (C(K))*. Poniewaz B(K)
zawiera wszystkie zbiory otwarte, funkcje ciggte sa mierzalne -
C(K) € Mp(K,B(K)). Z tw. Hahna-Banacha istnieje rozszerzenie
@ € (Mp(K,B(K)))* na wszystkie funkcje mierzalne, zachowujace
norme: (| = l¢l]-

B(K) jest tez o-algebra, zatem z poprzedniego twierdzenia istnieje
ograniczona miara addytywna i € ba(B(K)) taka, ze dla kazdej
funkcji mierzalnej, a zatem i dla kazdej funkgcji ciggtej f zachodzi
réwnosé

olf) = () = [ i

oraz [illvar = 12
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Twierdzenie Riesza. Dowdd.

Z pierwszego twierdzenia, istnieje regularna K-miara
p € rca(B(K)) taka, ze dla wszystkich funkcji ciagtych,

[ Fdu= [ rdii=e(n).

oraz ”NHvar = ||ﬂ‘|var-
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Twierdzenie Riesza. Dowdd.

Z pierwszego twierdzenia, istnieje regularna K-miara
p € rca(B(K)) taka, ze dla wszystkich funkcji ciagtych,

[ Fdu= [ rdii=e(n).

oraz ”NHvar = ||ﬂ‘|var-

To kohczy dowdd, gdyz

lallvar = 1l illvar = [IGII = Nl ]l-
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Twierdzenie Riesza. Uwagi.

@ Twierdzenie Riesza pozwala "trudne” pytania o abstrakcyjne
funkcjonaty liniowe przenie$¢ na grunt bardziej " przyjaznej”
teorii miary.
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Twierdzenie Riesza. Uwagi.

@ Twierdzenie Riesza pozwala "trudne” pytania o abstrakcyjne
funkcjonaty liniowe przenie$¢ na grunt bardziej " przyjaznej”
teorii miary.

@ Biorac np. K = [0;1] i funkcjonat liniowy ciagty R(f) - catke
Riemanna, otrzymujemy naturalnie miare Lebesgue’a.
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Twierdzenie Riesza. Uwagi.

@ Twierdzenie Riesza pozwala "trudne” pytania o abstrakcyjne
funkcjonaty liniowe przenie$¢ na grunt bardziej " przyjaznej”
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teorii miary.

@ Biorac np. K = [0;1] i funkcjonat liniowy ciagty R(f) - catke
Riemanna, otrzymujemy naturalnie miare Lebesgue’a.

@ Twierdzenie to jest nieodzowne np. w teorii operatoréw, gdzie
z rachunku funkcji ciagtych mozemy otrzymaé miare
spektralna.

@ Twierdzenie pozostaje prawdziwe w wielu wariantach; mozemy
np. zatozy¢, ze K jest jedynie lokalnie zwarta przestrzenia
Hausdorffa i rozpartywaé funkcjonaty (Co(K))*.
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