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Motywacja

Czesto w analizie musimy zastanawia¢ sie, gdzie dla cigqu funkcji Vj zawartego
w pewnej przestrzeni (na przyktad przestrzeni LP dla jakiego$ p) zbiega catka
zwigzana z tym ciggiem. Dla zaznajomionych z Analiza Funkcjonalng na pewno
przypomina to stabg zbieznos¢ w przestrzeni LP. Jednak, gdy na nasz ciag
natozymy funkcje f inng niz afiniczng, kompatybilnos¢ ze stabymi granicami
znika. Czyli znajac stabq granice Vj, nie znamy stabej granicy f(Vj). Aby sie z
tym upora¢ wprowadzamy definicje miary Younga.



Podstawowa definicja i fundamentalne twierdzenie

Miara Younga. Miarg Younga nazwiemy przeksztatcenie v : Q — M(RY),
gdzie Q to pewien podzbior R™, a M(R?) to zbiér miar Radona (czyli miar
Borelowski regularnych, lokalnie skonczonych), takie, ze dla kazdego x € Q, vy
jest miarg probabilistyczng i przeksztatcenie x — [a f(y)dvyx(y) jest
mierzalne dla kazdego f € Co(R9).

Fundamentalne Twierdzenie. Jezeli V; jest ograniczonym w LP (Q; R9) ciagiem
funkcji, dla 1 < p < oo, to istnieje miara Younga v i pewien podciag
(indeksowany tak samo), ze

j j [ylPdvx(y)dx < 0o
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i dla kazdej funkcji Caratheodory’ego f: Q x RY — R takiej, ze
(f(xVj (x))jEN jest rownocatkowalny i ograniczony w L

f(x, Vj(x)) = (v, f) :J fx,y)dvx(y) w I ;%%tvg;
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Identyfikacja stabej granicy w LP

Jednym z podstawowych zastosowan jest identyfikacja granicy ograniczonego
ciggu w LP. W gruncie rzeczy wiemy z tw. Banacha-Alaoglu, ze taka granica
powinna istnie¢ dla 1 < p < oo, jednak niekoniecznie jestesmy w stanie jej
zidentyfikowa¢. Pomaga nam w tym nastepujgce twierdzenie.

Twierdzenie. Jezeli Vj jest ograniczonym ciggiem funkcji w LP dla 1 <p < oo,
to zbiega stabo do (vy,1d), gdzie v to miara Younga przez niego generowana.

Znaczacy jest tu brak L' (L* pomineliémy z troche innych powodéw). Przestrzen
ta nie jest refleksywna jak LP rozwazane w twierdzeniu, co powoduje pewne
komplikacje. Mianowicie jezeli ciag funkcji zaczyna koncentrowac sie na coraz
mniejszych zbiorach, to nie mozemy moéwi¢ o rownocatkowalnosci potrzebnej w S
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Lemat Chacona

Okazuije sie, ze aby pozby¢ sie problemu koncentracji mozemy po prostu wyrzuci¢
problematyczne zbiory. Wprowadzamy nastepujacq definicje.

Zbiezno$¢ odcinajaca. Powiemy, ze ciag V; zawarty w L' ma granice V w sensie
odcinajacym, jesli istnieje ciag QQ,, mierzalnych zbiordw, takich, ze Q1 C Qy

i [Qn| 0 oraz V; zbiega stabo do V w L'(Q\ Q,,) dla kazdego n.

Podobnie jak poprzednio ciagi ograniczone maja granice w powyzszym sense.
Mowi o tym nastepujacy lemat

Lemat Chacona. Jezeli V; jest ograniczonym ciagiem w L', to istnieje jego
podciag, zbiezny w sensie odcinajacym.

jest miarg Younga generowang przez ten ciaq. S



Zastosowania w PDE

Jednym z wazniejszych zastosowan miar Younga jest zastosowanie w RRCz.
Czasami tatwie] jest rozwigza¢ nam jeden uktad réwnan i z tak przygotowanymi
rozwigzaniami zbiec do rozwigzan innego uktadu. Popatrzmy na to na przyktadzie
rownan Eulera i réwnan Naviera-Stokesa.

Rownania Eulera.

orutdiviueu)+Vp =0
{ div(u) =0 0

Rownania Naviera-Stokesa

oru+diviu®u) + Vp = vAu WERS,,

div() =0 i
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Stabe rozwigzania rownan Eulera

Stabym rozwigzaniem réwnania Eulera zwykle nazywamy funkcje u spetniajaca
nastepujace 3 warunki

e Tozsamo$¢ catkowa:

JTJ 0t (x,t) - u(x,t) + Vh(x, t) : (u®u)(x, t)dxdt
0 Jrd

- er (1) - bGuT) — e(x) - dx,O)dx  (3)

e Brak dywergencji:

J u(x, ) - Vip(x)dx =0 4)

Td

e Globalne ograniczenie: UERS,
1 1 Nig”
,J u(x, 7)Pdx < 7J [ug (x)Pdx (5) 597
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Rozwigzania miarowe rownania Eulera

Ze wzgledu na pojawienie sie w granicy miar Younga generowanych przez ciag
rozwigzan rownan Naviera-Stokesa, definiuje sie jeszcze stabsza klase rozwigzan
niz stabe rozwigzania.

Miarowe rozwigzanie. Rozwiazaniem miarowym rownan Eulera nazwiemy trdjke
(v,m,D), gdzie v jest pewng miarg Younga, m miara o warto$ciach w

macierzach, ktora rozktada sie na iloczyn tensorowy m. ® dt, gdzie m, sq
jednostajnie ograniczone, a D jest dodatnia i ograniczong funkcjg w czasie. Cata

ta trojka spetnia réwniez podobne warunki jak stabe rozwigzania réwnan Eulera. vexs,,
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Duza przewaga miarowych rozwigzan jest nastepujace twierdzenie

Weak-strong uniqueness. Jezeli istnieje mocne (U € C') i miarowe (tréjka
(v, m, D)) rozwigzanie réwnan Eulera to sq one sobie réwne, tzn.
Vx,t — 6U(X,t]' m = 0, D =0.
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