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Lipschitzowska ciggtos¢

Definicja: Zatézmy ze (X, dx) oraz (Y, dy) sq dowolnymi przestrzeniami
metrycznymi. Powiemy, Ze funkcja f: X — Y spetnia warunek Lipschitza ze
statg L > 0, jezeli dla wszystkich x,y € X zachodzi

dy(f(y), f(x)) < L-dx(xy)

e Warunek ktory naktadamy na f ma nature "czysto metryczng".

e Kazda funkcja lipschitzowsko ciggta ma wahanie skonczone, jest tez
jednostajnie ciagta, a nawet absolutnie ciagta.

e Jest to dosyc "silna" wtasnos¢ - jak silna, przekonamy sie za chwile.



Twierdzenie Rademachera

Problem: Co charakteryzuje funkcje spetniajgce warunek Lipschitza? Czy majg
dobre wtasnosci analityczne? A moze ta ciggtos¢ jest juz wystarczajgco silna, by
pokusic¢ sie o stwierdzenie, Ze muszq byc rézniczkowalne?

e (Rademacher) Niech U bedzie otwartym podzbiorem R™. Zatozmy ponadto,
ze funkcja f: UL — R™ spetnia warunek Lipschitza z pewna statg L > 0.
Wowczas f jest rdzniczkowalna prawie wszedzie w zbiorze U wzgledem
miary Lebesque’a.

e Dzieki twierdzeniom o przedtuzaniu funkcji lipschitzowskich (Kirszbraun),
mozemy zaktada¢ ze U = R™.

e W przypadku gdy n = m =1, mamy tak naprawde do czynienia z
funkcjami o wahaniu skoriczonym, ktdre sq rézniczkowalne prawie wszedzie. wwers,,
Dowdd zawdzieczamy Lebesgue’owi (wykorzystuje on lemat Vitaliego). j%%g;m
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Szkic dowodu

e Majac juz przypadek jednowymiarowy, mozemy zatozy¢ ze m = 1.
Dowodzimy istnienia prawie wszedzie pochodych czastkowych i dostajemy
kandydata na pochodna f w postaci gradientu Vf. Jak w wielu takich
przejsciach do wyzszych wymiardw, rowniez i tutaj kluczowe okazuje sie
twierdzenie Fubiniego.

e Wybieramy wektor v € R™ i pokazujemy, ze D, f(x) =v - Vf(x) prawie
wszedzie (wykorzystujemy funkcje gtadkie).

e W ostatnim kroku wybieramy przeliczalny, gesty zbior wektordéw
{2, € R™ i odpowiednio przyblizamy kazdy wektor v € R™. Potem
pokazujemy, ze faktycznie Vf(x) = Df(x) (to tu, w szacowaniach,
wykorzystujemy warunek Lipschitza). SEFE



Twierdzenie Stiepanowa

(Stiepanow): Niech Q bedzie zbiorem otwartym w R™,. Zatézmy Zze
f:Q — R™ jest funkcjg i zdefiniujmy zbidr L(f) jako:

L(f) := {x € Q : limsup M < oo}.
y—x Ix —yl

Wowczas f jest rozniczkowalna prawie wszedzie w zbiorze L(f).
e Zauwazmy ze nie zaktadamy tutaj nic o mierzalnosci zbioru Q czy tez
samej funkcji f.
e Twierdzenie bywa spotykane pod nazwa "kryterium Stiepanowa'.

e Klasyczny dowod korzystajacy z twierdzenie Lebsque’a o punktach gestosci
wymaga zatozenia mierzalnosci.

e Jan Maly skonstruowat elegancki dowdd, w ktérym nie potrzebujemy {%ﬁgw
powyzszego zatozenia. ;?&%vg;



Szkic dowodu (Jan Maly)

o W pierwszym kroku pokrywamy zbidr L(f) przeliczalng rodzing kul {B1}$%,
o dowolnie matych promieniach

e Nastepnie definiujemy na tych kulach funkcje spetniajace warunek
Lipschitza, ktére przyblizaja z dotu i z gory funkcje f

e Twierdzenie Rademachera gwarantuje nam, ze zbidr, na ktdrym nie sq one
rozniczkowalne, jest zbiorem miary zero

e W ostatnim kroku pokazujemy, ze mozemy “przybliza¢" rozniczkowalnos¢ f
przez zdefiniowane funkcje lipschitzowskie, co ostatecznie implikuje
istnienie pochodnej f prawie wszedzie w L(f).



Uogolnienia twierdzenia Rademachera

Problem: Czy da sie udowodnic¢ to samo twierdzenie, zamieniajgc przestrzenie
R™ na przyktad na dowolne przestrzenie Banacha? A moze chociaz przestizenie
Hilberta? Jezeli tak, to jakg rozniczkowalnos¢ bedziemy rozwazac? | jak
zdefiniujemy miare na tych przestrzeniach, jak okreslimi czym sq zbiory miary
zero? A moze sg potrzebne jakies specjalne, dodatkowe zatozenia?

e S.A. Shkarin pokazat, ze istnieje funkcja f : € — R, nigdzie nieciggta i
wszedzie rozniczkowalna w sensie Gateaux (widzimy wiec ze ta
rozniczkowalno$¢ ma powazne wady)

e Rozwazajac rdzniczkowalno$¢ w sensie Frecheta, rowniez napotykamy
problem: zdefiniujmy funkcje f: ' — R jako

f(x) = [Ixlle
Witasnosci (Aronszaijn): s
e funkcja f spetnia warunek Lipschitza ze statg 1 ki ;ng‘

o funckja f nie jest rézniczkowalna w sensie Frecheta w zadnym punkcie w Hsoves®

przestrzeni {'. .



Uogolnienia twierdzenia Rademachera

W ogolnosci, takie sytuacje moga sie pojawia¢, gdy mamy do czynienia z
oérodkowymi przestrzeniami Banacha (¢' takie jest), ktére maja nieosrodkowq
przestrzen dualng. Powyzszy przyktad ilustruje, ze nie obedzie sie bez
dodatkowych zatozen o przestrzeniach, z ktorymi pracujemy. W ksigzce pt.
Lipschitz functions autorstwa Adriana Nicolae, Radu Miculescu oraz Stefana
Cobzasa mozna znalez¢ wiele uogolnien i propozycji dotyczacych tego problemu.
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