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Problem linii brzegowej

"Coastline Paradox' mowi o tym, ze dtugos¢ zmierzonej linii brzegowej zalezy od
miarki, ktorej uzyjemy do pomiarow. Okazuje sie, ze im krdtsza miarka tym
wiekszy jest wynik pomiaru i dazy do nieskoniczonosci gdy dtugos$c¢ miarki dazy

do zera.
¥ ¥ ¥
’ . 4
(a) Najdtuzsza miarka (b) Krétsza miarka (c) Najkrotsza miarka
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Figure 1: Warto$¢ pomiaru w zaleznodci od dtugosci miarki dla linii brzegowej Wielkiej < { E\gﬁ
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Powierzchnia dywanu

Podobny problem napotykamy liczac powierzchnie dywanu. Patrzgc na niego z
daleka mozna po prostu uzy¢ miarki i zwyktego wzoru na pole powierzchni. Gdy
spojrzymy na niego z bliska, zobaczymy mate fredzle, ktore wypetniaja jego
powierzchnie. Liczac gestos¢ ich wystepowania np. na 1cm? mozna oszacowac
‘caty" powierzchnie dywanu. Jednak owe fredzle sktadaja sie z nici, a te nici z
wtdkien, a kazde wtdkno ma swoja strukture. Gdy takie rozwazanie doprowadzi
juz nas na poziom atomow, liczenie powierzchni staje sie co najmniej ktopotliwe,
mimo tego trudno wybra¢ "bardziej stuszng" skale, ktérg w ogdlnosci mozna by
stosowac i trzeba po prostu korzystac z takiej, ktora jest nam na dany moment

potrzzebna.



Powierzchnia dywanu

400 um
(a) Dywan z daleka (b) Dywan z bliska (c) wtokno pod mikroskopem
Figure 2: W zaleznosci od tego jak patrzymy na dywan, wynik pomiaru powierzchni
bedzie sie rozni¢
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Nie wszystkie figury geometryczne majq "sensowne" miary

(b) Ptatek Kocha - (c) Dywan Sierpinskiego -

(@) Zbiér Cantora - dtugos¢ 0 nieskoriczony obwod pole 0
Figure 3
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Wynmiar fraktalny

Jezeli wezmiemy na przyktad jednostkowy odcinek o wymiarze 1 i przeskalujemy
dwukrotnie, to jego dtugos$¢ wzrosnie dwukrotnie i otrzymamy dwie kopie
oryginalnego zbioru.

Jednostkowy kwadrat o wymiarze 2, ktérego kazdy bok wydtuzymy dwukrotnie ma
pole czterokrotnie wieksze niz oryginat i otrzymamy 4 kopie

Analogicznie bedzie dla kostki jednostkowej o wymiarze 3, zwiekszajac
dwukrotnie dtugoé¢ kazdego boku, objeto$¢ wzroénie 23 razy i tylez samo kopii
pierwotnej kostki powstanie.



Wynmiar fraktalny

Obserwujac zbidr Cantora i to jak sie zachowuje po przeskalowaniu, mozna
zauwazyc ze dostajemy dwie jego kopie po trzykrotnym wydtuzeniu catego
zbioru. Gdyby zatem myslec¢ o jakims pojeciu wymiaru ogdlniejszym niz to, ktdre
sprowadza sie do liczb naturalnych, to mozna odnies¢ wrazenie ze "wymiar"
zbioru Cantora to jaka$ liczba miedzy 0 a 1

Mozna wyprowadzi¢ intuicyjng definicje wymiaru fraktalnego, ktéra bedzie
tyczyta sie zbiorow samopodobnych, czyli sktadajacych sie z figur podobnych do
catego zbioru z pewng skala.

dimy - wymiar fraktalny

N - Liczka kopii pierwotnego zbioru zbioru po przeskalowaniu

k - wspétczynnik skalowania
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Wymiar pudetkowy

Wymiar fraktalny trudno jest jednak odnies¢ do probleméw typu paradoks linii
brzegowej, ktore zwykle nie dotycza samopodobnych zbiorow. Nie mniej jednak
uzywajac miarek i skalowania mozna intuicyjnie wyprowadzi¢ pojecie wymiaru
pudetkoweqo.

W R™ mozna zdefiniowac siatke o ustalonym boku (np. kartka w kratke w
zeszycie) i obliczyc ilos¢ "kratek”, z ktorymi zbior A C R™ ma niepuste
przeciecie. Po zageszczeniu siatki mozna sie spodziewac ze liczba "kratek"
wzros$nie w zaleznosci od teqo jak bardzo zagesciliSmy siatke i wymiaru zbioru
A, podobnie jak w wymiarze fraktalnym. Mozna uzy¢ tej intuicji do

numerycznego szacowania wymiaru pudetkowego wybrzeza



Wymiar pudetkowy

(a) (b)

Figure 4: Norwegia i Wielka Brytania - im wyzszy wymiar pudetkowy tym bardziej
skomplikowana linia brzegowa VERS,
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Wymiar pudetkowy - definicja Scista

Niech F bedzie niepustym podzbiorem R™n €N a N (F) oznacza najmniejszg
liczbe zbiordw o promieniu nie wiekszym niz & Wymiar dolny i gdrny pudetkowy
sq zdefiniowane odpowiednio jako

logNs(F

dimB = lim lnféi)o()gié()
— —logd
e — logN;(F)
dimg = limsup ———
¢ 5—>0p —logd

Gdy obie te granice sq réwne, wtedy jako wymiar pudetkowy zbioru F oznaczamy
granice
logNs(F
dimg = lim Lb()
5—0 —logd
e\\‘lﬁjs/%

Nie jest to jedyna definicja, istnieja inne rownowazne. W ogélnosci nie dla <4 &4

* *

kazdego zbioru mozna zdefiniowa¢ wymiar pudetkowy, jednak wymiar dolny i :%&%vf;
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gorny danego zbioru zawsze istniejq.
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Wymiar pudetkowy - twierdzenia

Wymiar dolny pudetkowy wykresu typowej ( w sensie Baire'a) funkcji ze zbioru
funkcji ciagtych jednostajnie z normag supremum jest tak maty jak to tylko
mozliwe, czyli rowny dolnemu wymiarowi pudetkowemu zbioru, na ktorym
okreslona jest ta funkcja.

Podobnie wymiar gérny pudetkowy takiej samej funkcji jest tak duzy jak to tylko
mozliwe, czyli rowny gornemu wymiarowi pudetkowemu zbioru na ktdrym jest
okreslona ta funkcja powiekszonemu o 1.



Wymiar Hausdorffa

Miara zewnetrzna Hausdorffa Niech s > 0, (X, d) - Przestrzen metryczna. Dla
kazdego E C X

H§(E) == inf()_ diam(A;)%)
i=1
Jest to infimum po rodzinach zbiordw A; ktore pokrywajq zbior E i zawierajq
zbiory o $rednicy mniejszej badz rownej &

Miara Hausdorffa

HE(E) := lim HS (E)

5—=0
Wymiar Hausdorffa
dimy :=inf(s : H¥(E) = 0) = sup(s : H*(E) = o0) ”igg“
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Wymiar Hausdorffa - twierdzenia

Mozna pokazac ze zbidr funkcji o wymiarze Hausdorffa 1 jest gestym Gs
podzbiorem zbioru funkgji ciagtych na [0, 1]

Zgadza sie to z faktem, ze wymiar dolny pudetkowy wykresu typowej funkcji jest
rowny jeden, gdyz jest on gérnym ograniczeniem wymiaru Hausdorffa.



Funkcje ciggte nierdzniczkowalne w zadnym punkcie

Zaréwno wymiar Hausdorffa jak i pudetkowy funkcji rézniczkowalnych jest rowny
ich wymiarowi topologicznemu.

Korzystajac z metod topologicznych mozna pokaza¢, ze zbior funkeji ciagtych,
nierdzniczkowalnych w zadnym punkcie jest gestym Gs podzbiorem przestrzeni
funkcji ciagtych na [0, 1] z metryka supremum.



