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|
Przypomnienie

Zatézmy, ze W jest miarg na o-algebrze .%, a v jest miarg lub miara zespolong na . .
Definicja 1. Miara v jest absolutnie ciggta wzgledem miary p i piszemy

VL L
jezeli dla kazdego zbioru E € % takieqo, ze n(E) = 0 zachodzi rowniez v(E) = 0.
Definicja 2. Jezeli istnieje taki zbior A € Z#, ze v(E) = v(ANE) dla kazdego E € Z,
to méwimy, ze miara v jest skupiona na zbiorze A. Réwnowaznie: v(E) = 0, jezeli

ENA=0.

Definicja 3. Przypusémy, ze vq i v, sa miarami na .% oraz istnieje para zbioréw
roztacznych A i B takich, ze miara v¢ jest skupiona na A, a v, skupiona na B. Mowimy
wtedy, ze miary vy i v, s wzajemnie osobliwe i piszemy

V1 1 V3.
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Twierdzenie Lebesque’a-Radona-Nikodyma

Zatozmy, ze p i v sg skoficzonymi miarami okre$lonymi na o-algebrze .# w
zbiorze X.

Twiedzenie (Lebesque) (Lebesque decomposition theorem)
Istnieje doktadnie jedna para miar vq, v okreslonych na .# takich, ze

VvV =vVq+ Vs, Vg < I, v L

Twierdzenie (Radon-Nikodym)
Istnieje doktadnie jedna klasa funkcji h € L'(u) taka, ze

va(E)—Lhdu (E e F)
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Nazewnictwo

Pare (vq, vs) nazywamy rozktadem Lebesque’a miary v wzgledem miary p.
Funkcje h € L'(u) taka, ze

va(E):Lhdu (Ee.7)
nazywamy pochodng Radona-Nikodyma miary v, wzgledem miary .
Réwnos¢ mozemy wyrazi¢ w postaci

dvg

dve =hdp b h=
dp
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N
Dowaod

KROK 1

Definiujemy: p := v + 1, wdwczas p - skonczona miara na .
Rozwazamy przestrzeh Hilberta (nad ciatem liczb rzeczywistych): L2(X, p)
Definiujemy funkcjonat @ wzorem @ (f) = [ fdv.

Fakt 1. Jezeli f € L%(X, p), to z nieréwnoéci Schwarza otrzymujemy:

: ;
J fdv <j |f|dv<J Ifldp < (J |f|2dp) (J dp) = |[fllp (p(X))?
X X X X X

Poniewaz p(X) < oo to @ jest dobrze okreslonym i ciggtym na L(X, p) funkcjonatem
liniowym.
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Dowdd - twierdzenie Riesza

KROK 2

Twierdzenie.
Jezeli @ jest ciggtym funkcjonatem liniowym na przestrzeni Hilberta I,

to istnieje doktadnie jeden element y € X taki, ze @(x) = (x,y).

Zatem na mocy twierdzenia Riesza istnieje g € L%(X, p) takie, ze

| rav=oin=tg =] roar dafeliixe
X X
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N
Dowaod

KROK 3
Chcemy pokaza¢ 0 < g < 1 prawie wszedzie wzgledem miary p.

W () bierzemy f = 1o. Dla A = {x: g(x) > 1} otrzymujemy
vA) = [ tadv=| Tagdo> | Tado=plA) > v(A)
X X X

Zatem powyzej musi by¢ réwnos¢. W takim razie [, (g —1) dp = 0, wiec mamy
g=1p-pwnaA.
Ale na A mamy g > 1, czyli p(A) = 0.

Dla A = {x : g(x) < 0} otrzymujemy

V(A):J ]lAdv:J I1agdp <0,
X X

wiec p(A) =0, bo w przeciwnym wypadku bytoby v(A) < 0.
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Dowaod

KROK 4

Fakt 2. Z okreslenia sumy dwu miar mamy:

J fdp:J fdv—i—J fdu
X X X

dla dowolnej funkcji prostej, a w konsekwencji dla dowolnej nieujemnej funkji
mierzalnej.

Z Faktu 2 mozemy (¥ ) zapisac jako

j fm—g)dv:J fgdu  (fe L2p). (k)
X X
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N
Dowaod

KROK 5

Niech B ={x: g(x) = 1} oraz v - miara v obcieta do zbioru B tzn.
vs(E) :=v(ENB).

Wowczas v¢(X\ B) = v((X\ B)NB) =0.
Bioragc f = 1 w (s ) otrzymujemy
Ozj 1113(1—9)dv:J ]lsgduzj dp = p(B)
X X B

a wiec vy L .
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N
Dowaod

KROK 6

Poniewaz g jest funkcja ograniczona, wiec (J %) zachodzi takze dla
f=(14+g+..+g™) g, gdzien =12,..0raz E € Z.

Otrzymujemy wowczas réwnosc

LH — g“+1) dv = L gl+g+..+g")du

Niech vq == v — vq.
Dla dowolnego E € .% mamy v (E) = v(EN (X \ B)).
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N
Dowaod

KROK 6 cd.
Dla kazdego x € (X\ B) mamy 0 < g(x) < 1,
zatem z Twierdzenia o zbieznosci monotonicznej otrzymujemy

Va(E)=v(EN(X\B)) = lim J (1—g“+1)dv:
n—+oo EN(X\B)
. g
= lim J 1+g+..+ “)du:J du:J hdy,
n—+00 JEq(X\B) J J J Enx\B) 1—9 E

co pokazuje, ze v, < L oraz h = %]IX\B .
Biorgc E = X widzimy, ze h € L'(p), poniewaz v4(X) < oo.
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Przypomnienie cd.

Definicja 4.
Miara zespolona to taka funkcja v: . # — C, ze

vE)=) v(En) (E€.Z)

n=1
dla dowolnego rozktadu {E;, } zbioru E.

Definicja 5.

Miara p jest miarg o-skonczong, jezeli istnieje przeliczalna rodzina zbioréw Xy,
taka, ze n(Xn) < oo dla n € N spetniajgca

X = an.

neN
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Uogolnienie twierdzenia Lebesque’a-Radona-Nikodyma

1. 1 - miara o-skonczona, v - miara skonczona

Stosujemy rozumowanie do kazdego ze zbiorow Xi,.

Dostajemy rozktady vy, = Vn,q + Vs, bierzemy vq = 3 |y Vi Oraz
Vs = ZnEN Vns-

Funkcje hy, okreslone na X;, wyznaczaja funkcje h na X: h(x) = hn(x), gdy x € Xy,.
Co wiecej h € L'(p), bo v(X) < oo.
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Uogolnienie twierdzenia Lebesque’a-Radona-Nikodyma

1. 1 - miara o-skonczona, v - miara skonczona

Stosujemy rozumowanie do kazdego ze zbiorow Xi,.

Dostajemy rozktady vy, = Vn,q + Vs, bierzemy vq = 3 |y Vi Oraz

Vs = ZnEN Vns-

Funkcje hy, okreslone na X;, wyznaczaja funkcje h na X: h(x) = hn(x), gdy x € Xy,.
Co wiecej h € L'(p), bo v(X) < oo.

2. p - miara o-skoniczona, v - miara zespolona na .7

Witedy v = vy 4+ ivy, gdzie v4, v, s miarami rzeczywistymi.
Rozumowanie stosujemy do wariacji dodatniej i ujemnej miar vq,v;.
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Witedy v = vy 4+ ivy, gdzie v4, v, s miarami rzeczywistymi.
Rozumowanie stosujemy do wariacji dodatniej i ujemnej miar vq,v;.

3. 1 - miara o-skonczona, v - miara o-skonczona

Rozpatrujemy i, i vy - obciecia miar ni v do X,.

Jak w 1. uzyskujemy rozktad Lesbeque’a.

Istnieje tez funkcja h, ale jest tylko "lokalnie klasy L' tzn. IXn hdp < oo dla kazdego
neN
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