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Zwartość domkniȩtej kuli jednostkowej

Zwartość
Zbiór A nazywamy cia̧gowo zwartym jeśli z każdego cia̧gu punktów
{an} ⊂ A można wybrać cia̧g zbieżny do pewnego a ∈ A.

Domkniȩta kula jednostkowa

o środku w zerze i promieniu = 1

B = {x : ‖x‖ ¬ 1}
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Kule w Rn

B = {x ∈ Rn : ‖x‖ ¬ 1}

• w przestrzeni 3–wymiarowej

• w przestrzeni 2–wymiarowej
(znana szerszej publiczności
jako koło na płaszczyźnie)

• w przestrzeni 1–wymiarowej
(znana również jako odcinek
na prostej)

Czy każdy cia̧g punktów z kuli ma podcia̧g zbieżny? TAK.
Dziȩkujȩ za uwagȩ!

nie... tak łatwo nie bȩdzie...
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Dziȩkujȩ za uwagȩ!
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3 of 22



Kule w Rn

B = {x ∈ Rn : ‖x‖ ¬ 1}

• w przestrzeni 3–wymiarowej

• w przestrzeni 2–wymiarowej
(znana szerszej publiczności
jako koło na płaszczyźnie)

• w przestrzeni 1–wymiarowej
(znana również jako odcinek
na prostej)

Czy każdy cia̧g punktów z kuli ma podcia̧g zbieżny? TAK.
Dziȩkujȩ za uwagȩ!
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nie... tak łatwo nie bȩdzie...
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3 of 22



Kule w Rn

B = {x ∈ Rn : ‖x‖ ¬ 1}

• w przestrzeni 3–wymiarowej

• w przestrzeni 2–wymiarowej
(znana szerszej publiczności
jako koło na płaszczyźnie)

• w przestrzeni 1–wymiarowej
(znana również jako odcinek
na prostej)

Czy każdy cia̧g punktów z kuli ma podcia̧g zbieżny? TAK.
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Rozważymy co to jest ‖x‖

Na płaszczyźnie mamy

a wtedy odległość punktów to

‖A−B‖ =
√
(xA − xB)2 + (yA − yB)2.

Podobnie w 3d, gdy A = (xA, yA, zA) oraz B = (xB , yB , zB) odległość
punktów to

‖A− B‖ =
√
(xA − xB)2 + (yA − yB)2 + (zA − zB)2.

4 of 22
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Czy inna definicja długości ma sens?

W mieście, gdy nie wolno
przechodzić przez budynki
odległość, która̧ musimy przejść
miȩdzy punktami to

‖A−B‖M = |xA−xB |+ |yA−yB |.

Jak wygla̧da kula B = {x ∈ R2 : ‖x‖M ¬ 1}?
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Czy inna definicja długości ma sens?

Rozważmy zbiór X i pomyślmy jak zdefiniować odległości pomiȩdzy
jego elementami.

Metryka to funkcja d : X × X → [0,∞], która dla dowolnych
wektorów x1, x2, z ∈ X spełnia warunki

• d(x1, x2) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x1 = x2,

• d(x1, x2) = d(x2, x1),

• d(x1, x2) ¬ d(x1, z) + d(z , x2).

Długość to funkcja ‖ · ‖ : X → [0,∞], która wektorowi przypisuje jej
odległość od zera, zatem definiujemy wzorem

‖x‖ = d(x , 0).
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Jeszcze przykłady

Nie ma wiȩc problemu, żeby określić

d(x1, x2) =

{
0 x1 = x2,

1 x1 6= x2,

...albo, żeby definiować odległość punktów po powierzchni

...albo mówić jak daleko od siebie sa̧ cia̧gi albo funkcje...
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Skoro mamy zdefiniowana̧ długość,
to mamy też pojȩcie zbieżności

Mówimy, że cia̧g {xn} jest zbieżny do x (ozn. xn → x), gdy

∀ε>0 ∃N>0 : ∀n>N ‖xn − x‖ ¬ ε.

Na płaszczyźnie (i w Rn) z metryka̧ euklidesowa̧
z każdego cia̧gu ograniczonego można wybrać podcia̧g zbieżny.

' kula na płaszczyźnie jest zwarta

A w innych przestrzeniach?
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Cia̧gi

Rozważmy x = (x0, x1, x2, . . . ) oraz y = (y0, y1, y2, . . . ), xi , yi ∈ R.

Jak możemy zdefiniować ich odległość?

1. dD(x, y) =

{
0, ∀i xi = yi ,

1, ∃i : xi 6= yi .

2. dsup(x, y) = supi∈N∪{0} |xi − yi |
3. d1(x, y) =

∑∞
i=0 |xi − yi |

A) Która z tych odległości jest najlepsza? To zależy.
B) Z każdego cia̧gu ograniczonego* można wybrać podcia̧g zbieżny?

* takiego {xn}, że ‖xn‖ = d(xn, 0) ¬ M (czyli z kuli!)

(0, . . . , 0, 1, 0, . . . , )
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Odległość funkcji

Rozważmy f , g : [0, 1]→ R.
Jak możemy zdefiniować ich odległość?

1. dD(f , g) =

{
0, ∀x f (x) = g(x),

1, ∃x : f (x) 6= g(x).

2. d1(f , g) =„pole pomiȩdzy wykresami funkcji”

czyli d1(f , g) =

∫ 1
0
|g(x)− f (x)| dx

10 of 22
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Funkcje
definiujemy odległość funkcji f , g : [0, 1]→ R.

3. dsup(f , g) = supx∈[0,1] |f (x)− g(x)|

zalety: „blisko” oraz
„daleko” sa̧ intuicyjne,
a kulȩ wokół dowolnej
funkcji możemy
narysować

wady: gdy f = g wszȩdzie poza
punktem, to sa̧ „daleko”
(a przecież widać, że sa̧ „prawie
taka̧ sama̧” funkcja̧)
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punktem, to sa̧ „daleko”
(a przecież widać, że sa̧ „prawie
taka̧ sama̧” funkcja̧)

11 of 22



Funkcje
definiujemy odległość funkcji f , g : [0, 1]→ R.

3. dsup(f , g) = supx∈[0,1] |f (x)− g(x)|

zalety: „blisko” oraz
„daleko” sa̧ intuicyjne,
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dsup(f , g) = supx∈[0,1] |f (x)− g(x)|

Zbieżność jednostajna
Cia̧g {fn} zbieżny do f wg tej odległości, czyli takim, że

lim
n→∞

sup
x∈[0,1]

|fn(x)− f (x)| = 0,

nazwiemy zbieżnym jednostajnie, ozn. fn ⇒ f .

To jest równoważny warunek do

∀ε>0 ∃k : ∀n>k∀x∈[0,1] |fn(x)− f (x)| < ε.

Przykłady
fn(x) = x + 1n⇒x = f (x), ale fn(x) = xn 6⇒1{1}(x) = f (x).
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Czy każdy cia̧g z kuli ma podcia̧g zbieżny?

* w Rn ? TAK.

* w przestrzeniach cia̧gów? NIE.

(0, . . . , 0, 1, 0, . . . )

* w przestrzeniach funkcyjnych? NIE.

fn(x) = n1[0, 1
n
](x) gdy d1(f , g) =

∫ 1
0
|f (x)− g(x)| dx

fn(x) = 1[n,n+1](x) gdy d1(f , g) = sup
x>0
|f (x)− g(x)|

* wśród funkcji cia̧głych na odcinku? NIE.
fn(x) = xn na [0, 1] (ale ten sam cia̧g na [0, 910 ] jest ok)
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Ale... to w ogóle nie ma rozsa̧dnych
zwartych rodzin funkcyjnych?!

Sa̧.
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Zwarte rodziny
Twierdzenie Arzeli-Ascoliego

Jeśli F to zbiór funkcji cia̧głych określonych na odcinku [0, 1] t.ż.
(i) sa̧ wspólnie ograniczone

czyli ∃M0 : ∀f ∈F∀x∈[0,1] |f (x)| < M; czyli sa̧ z jakiejś kuli
(ii) funkcje z F sa̧ jednakowo jednostajnie cia̧głe
∀ε>0 ∃δ>0 : ∀f ∈F∀x1,x2∈[0,1] |x1 − x2| < δ =⇒ |f (x1)− f (x2)| < ε

(iii) zbiór F jest domkniȩty
czyli jeśli gn ∈ F oraz gn ⇒ g , to g ∈ F .

to rodzina F jest cia̧gowo zwarta, czyli z każdego cia̧gu {fn} ⊂ F
można wybrać podcia̧g zbieżny do pewnego elementu f ∈ F .

Twierdzenie z końca XIX w. udowodnione
po raz pierwszy przez Giulio Ascoliego

Uwaga: to jest dobry wynik, bo działa też w druga̧ stronȩ,
co pokazał też pod koniec XIX w. Cesare Arzelá

15 of 22
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czyli jeśli gn ∈ F oraz gn ⇒ g , to g ∈ F .

to rodzina F jest cia̧gowo zwarta, czyli z każdego cia̧gu {fn} ⊂ F
można wybrać podcia̧g zbieżny do pewnego elementu f ∈ F .

Twierdzenie z końca XIX w. udowodnione
po raz pierwszy przez Giulio Ascoliego

Uwaga: to jest dobry wynik, bo działa też w druga̧ stronȩ,
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Twierdzenie z końca XIX w. udowodnione
po raz pierwszy przez Giulio Ascoliego

Uwaga: to jest dobry wynik, bo działa też w druga̧ stronȩ,
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15 of 22



Zwarte rodziny
Twierdzenie Arzeli-Ascoliego

Jeśli F to zbiór funkcji cia̧głych określonych na odcinku [0, 1] t.ż.
(i) sa̧ wspólnie ograniczone

czyli ∃M0 : ∀f ∈F∀x∈[0,1] |f (x)| < M; czyli sa̧ z jakiejś kuli
(ii) funkcje z F sa̧ jednakowo jednostajnie cia̧głe
∀ε>0 ∃δ>0 : ∀f ∈F∀x1,x2∈[0,1] |x1 − x2| < δ =⇒ |f (x1)− f (x2)| < ε

(iii) zbiór F jest domkniȩty
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Przykłady

OK

• {f : [0, 1]→ R : f −cia̧gła, |f (x)| ¬ 2, |f (x1)−f (x2)| ¬ 3|x1−x2|}
• {f : [0, 1]→ R : f − różniczkowalna, |f (x)| ¬ 5, |f ′(x)| ¬ 4}

NIE OK

fn(x) = xn na [0, 1] (ale ten sam cia̧g na [0, 910 ] jest ok)

te funkcje nie sa̧ jednakowo jednostajnie cia̧głe
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A do czego mi siȩ to przyda?

To zależy!

AM1 Na egzamin!

RRZ Twierdzenie Peano o istnieniu rozwia̧zań równań różniczkowych
zwyczajnych

AZ Twierdzenie Montela-Osgooda-Stieltjesa o wybieraniu podcia̧gu
niemal jednostajnie zbieżnego z cia̧gu wspólnie ograniczonych
funkcji holomorficznych

AH Twierdzenie Petera-Weyla o zwartych grupach Liego (i ich
reprezentacjach zespolonych)

Dowód!
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Twierdzenie Arzeli-Ascoliego
// przypomnienie sformułowania do dowodu //

Jeśli F to zbiór funkcji cia̧głych określonych na odcinku [0, 1] t.ż.
(i) sa̧ wspólnie ograniczone

czyli ∃M0 : ∀f ∈F∀x∈[0,1] |f (x)| < M; czyli sa̧ z jakiejś kuli
(ii) funkcje z F sa̧ jednakowo jednostajnie cia̧głe
∀ε>0 ∃δ>0 : ∀f ∈F∀x1,x2∈[0,1] |x1 − x2| < δ =⇒ |f (x1)− f (x2)| < ε

(iii) zbiór F jest domkniȩty
czyli jeśli gn ∈ F oraz gn ⇒ g , to g ∈ F .

to z każdego cia̧gu {fn} ⊂ F można wybrać podcia̧g zbieżny do
pewnego elementu f ∈ F .

Dowód.
Zakładamy, że F spełnia warunki (i)–(iii). Bierzemy dowolny cia̧g
{fn}n∈N ⊂ F i pokazujemy, że można wybrać z niego podcia̧g
jednostajnie zbieżny (najpierw na Q ∩ [0, 1], a potem na [0, 1]).

18 of 22
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Dowód twierdzenia Ascoliego 1/3

Ustawmy liczby wymierne
Q ∩ [0, 1] w cia̧g {qn}n∈N.

Skoro (i), to {fn(q1)}n jest
ograniczonym cia̧giem liczbowym,
z którego można wybrać podcia̧g
zbieżny. Weźmy taki podcia̧g
{fσ(n,1)} cia̧gu {fn}, że
{fσ(n,1)(q1)} jest zbieżny.
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Dowód twierdzenia Ascoliego 2/3

Nastȩpnie z {fσ(n,1)} ⊂ {fn}
wybieramy podcia̧g {fσ(n,2)} tak,
by {fσ(n,2)(q2)} był zbieżny.

Nastȩpnie z {fσ(n,2)} ⊂ {fn}
wybieramy podcia̧g {fσ(n,3)} tak,
by {fσ(n,3)(q3)} był zbieżny.

Wtedy {fσ(n,3)(q1)}, {fσ(n,3)(q2)}
i {fσ(n,3)(q3)} sa̧ zbieżne.

Powtarzaja̧c procedurȩ dla każdego {qn}n otrzymamy cia̧g {fσ(n,n)}n,
dla którego {fσ(n,n)(qj)} jest zbieżny dla każdego j ∈ N.
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Dowód twierdzenia Ascoliego 3/3

Wybraliśmy z {fn} podcia̧g {fσ(n,n)} zbieżny na Q ∩ [0, 1]. Pokażemy,
że jest on zbieżny jednostajnie na [0, 1]. Ustalmy ε > 0.

(a) Z założenia (ii) istnieje δ > 0 taka, że dla każdej f ∈ F
jeśli |x1 − x2| < δ, to |f (x1)− f (x2)| < ε.

(b) Istnieje m = m(δ) taka, że dla każdego x ∈ [0, 1] istnieje
j(x) ∈ {1, 2, . . . ,m} taka, że |x − qj(x)| < δ.

(c) Na mocy poprzedniego slajdu istnieje nε > 0 taka, że dla każdego
k , l > nε zachodzi |fσ(k,k)(qj)− fσ(l ,l)(qj)| < ε dla
j ∈ {1, 2, . . . ,m}.

(d) |fσ(k,k)(x)− fσ(l ,l)(x)| ¬ |fσ(k,k)(x)− fσ(k,k)(qj(x))|
+|fσ(k,k)(qj(x))− fσ(l ,l)(qj(x))|+ |fσ(l ,l)(qj(x))− fσ(l ,l)(x)| < 3ε.

Zatem fσ(n,n) ⇒ f na [0, 1]. Z domkniȩtości F , czyli założenia (iii),
mamy f ∈ F .
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Z domkniȩtości F , czyli założenia (iii),
mamy f ∈ F .

21 of 22



Dowód twierdzenia Ascoliego 3/3

Wybraliśmy z {fn} podcia̧g {fσ(n,n)} zbieżny na Q ∩ [0, 1]. Pokażemy,
że jest on zbieżny jednostajnie na [0, 1]. Ustalmy ε > 0.

(a) Z założenia (ii) istnieje δ > 0 taka, że dla każdej f ∈ F
jeśli |x1 − x2| < δ, to |f (x1)− f (x2)| < ε.

(b) Istnieje m = m(δ) taka, że dla każdego x ∈ [0, 1] istnieje
j(x) ∈ {1, 2, . . . ,m} taka, że |x − qj(x)| < δ.

(c) Na mocy poprzedniego slajdu istnieje nε > 0 taka, że dla każdego
k , l > nε zachodzi |fσ(k,k)(qj)− fσ(l ,l)(qj)| < ε dla
j ∈ {1, 2, . . . ,m}.

(d) |fσ(k,k)(x)− fσ(l ,l)(x)| ¬ |fσ(k,k)(x)− fσ(k,k)(qj(x))|
+|fσ(k,k)(qj(x))− fσ(l ,l)(qj(x))|+ |fσ(l ,l)(qj(x))− fσ(l ,l)(x)| < 3ε.

Zatem fσ(n,n) ⇒ f na [0, 1]. Z domkniȩtości F , czyli założenia (iii),
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