Zasada wlaczen i wytaczen 1

ZASADA WEACZEN I WYEACZEN

1. Przypomnienie
[n]={1,...,n} dlan >0,

Pu(n) ={AC[n]: |A| =k}

Przyjmiemy réwniez oznaczenie
Po(n) = {AC [n] : |A| > k}.
Przypominamy, ze w wyktadzie 1 udowodniliSmy nastepujace dwie rownosci:
|AUB| = |A| + |B| — |AN B| (2.1)
oraz
JAUBUC|=|A|+|B|+|C|—|ANnB|—-|ANC|—|BNnC|+|AnBNC|. (2.2

Udowodnimy teraz twierdzenie bedace uogoélnieniem tych dwoch réwnosci na przypadek
dowolnej liczby zbioréw skonczonych.

2. Wzér wlaczen i wylagczen

Twierdzenie 2.1. Jesli Aq,..., A, sa zbiorami skonczonymi, to
n
ArU. U4 =30 (=R 3 [N 4. (2.3)
k=1 TePy(n) jET

Dowdé6d. Wprowadzmy oznaczenie:

Sk(Bi,....Bu)= Y )ﬂ Bj).

TeP,(m) jeT

Teza twierdzenia przybiera wtedy postac:

AT U UA =D (1)M1Sk(Ar,. ., Ay).
k=1

Twierdzenia dowodzimy przez indukcje wzgledem n. Dla n = 1 twierdzenie jest oczy-
wiste. Dla n = 2 i n = 3 bylo juz udowodnione. Zaktadamy teraz, ze dla dowolnych n
zbioréw (gdzie n > 2) twierdzenie jest prawdziwe i dowodzimy, ze jest prawdziwe dla do-
wolnych n+1 zbioréw. Niech wiec A1, ..., A,+1 beda dowolnymi zbiorami skoniczonymi.
Wéwcezas

A1 U...UAp| = (A1 U...UA,) UA, 1| =
=|A1U...UA,| + |Ans1|l — (A1 U...UA) N Appq| =
=[AU...UA |+ Aps1| — [(AANApi) U U(A, N Apgq)]-
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2 Wyklad 2

Korzystamy teraz dwukrotnie z zalozenia indukcyjnego: dla zbioréw Aq,..., A, oraz
dla zbioréw A1 N Api1,..., An N Apyq:

n

|A1 Uu...u An| = Z (_1)k+1Sk(A17 .- '7An>7

k=1
n

(AN A1) U U (AN Apy)| = Z (DS (A1 N Angr, oy Ap N Apgr).
k=1

Zauwazmy nastepnie, ze

A1 UL U A |+ [Anpa| = S1(Ar, oo An) + [Ana | + Z (1) *1Sk(Ay,. .., Ap) =
k=2

= [As]+ A Al + A |+ (D) Sk(A, . Ay) =
k=2

= S1(A1, . Apgn) + ) (“DFTS(Ar, L A)
k=2

oraz
(ATNA 1)U U4, NA) =Y (D) S(AinA,,.. ., AnNAuy) =
k=1
n—1
= (DM (AN Apgr, - An N Apg)+
k=1
+(_1)n+15n(A1 N An—|—17 ceey An N An-l—l) =
n—1
= (D" (AN Apgr, - An N Apg)+
k=1
(=D (AL N A )N N (AN Apy)| =
n—1
= (D) Sk(A1 N Anga, ooy A N Apgr) + (D" A N N AN Ay | =
k=1
= (—D*Sko1 (AN Ay, A NV Apg) — ()" P2 A1 N N Ay N Apg| =
k=2
= (—D*Sk—1 (AN Angr, . A N Anp) = (—1)" 2S04 (A1, . An) =
k=2
= - Z (_1>k+15k—1(A1 N ATL+17 ceey An N An—l—l) - (_1)n+25n+1(A17 ) An—|—1)'
k=2
Zatem

n

|A1 Uu...uU ATL| = Sl(A17 .- -7An+1> + (_1>k+1SK(A17 .- '7An>+
k=2
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Zasada wlaczen i wylaczen 3

+ Z (_1>k+15k—1(A1 N ATL+17 ceey An N An—l—l) + (_1)n+25n+1(A17 ) An—!—l) =

= S1(A1,..., Any1) +Z DR (SL(AL, .o Ap) + Spga(Ar, .oy Apyr))+

+(=1)"*28, 11 (AL, ..., Angr).
Nastepnie zauwazmy, ze
Sk(Ar, .. AL + Sk—1 (AN Ay, A N A1) = Sk(Aq, ..oy Angr)
Stad ostatecznie dostajemy
|[A1U...UA,| =

= S1(A1, ..., Apy1) +Z DS (AL, . Apgr) + (“D)28, 00 (A, Apgy) =

n+1
_Z k+15k A17~-~7An+1)7

co konczy dowodd twierdzenia.

Wzor (2.3) nazywamy wzorem wlaczen i wylaczen.

Inny dowdd. Przegladamy kolejne sktadniki sumy stojacej po prawej stronie réwnosci

i przy kazdym elemencie iloczynu [\ A, rysujemy znak plus lub minus w zaleznosci
JET

od tego, czy liczba | () A;| wystepowala w sumie ze znakiem plus czy minus. Inaczej

€T
mowiac, jesli zbior T] ma nieparzysta liczbe elementéw, to rysujemy znak plus; jesli zas
zbior T' ma parzysta liczbe elementéw, to rysujemy znak minus.

Zilustrujemy te procedure (w przypadku sumy trzech zbioréw AUBUC) serig rysunkéw.
Dowodzimy réwnosci

JAUBUC|=|A|+|B|+|C|—|ANnB|—-|AnC|—|BnNnC|+|AnBnNC]|.

Przegladamy sktadniki sumy po prawej stronie i rysujemy znaki plus kolejno przy kaz-
dym elemencie zbioréw A, B i C, potem znaki minus przy kazdym elemencie zbiorow
ANB, ANC i BN C, wreszcie znaki plus przy kazdym elemencie zbioru AN BN C.

Rysunek 1: zbiory A, B i C wraz z zaznaczonymi przykladowymi elementami (po jednym
elemencie w kazdej sktadowej).

Wyktady z kombinatoryki



4 Wyklad 2

Rysunek 2: przy kazdym elemencie zbioru A rysujemy znak plus

&

Rysunek 3: przy kazdym elemencie zbioru B rysujemy znak plus

&

Rysunek 4: przy kazdym elemencie zbioru C' rysujemy znak plus

&

Rysunek 5: przy kazdym elemencie zbioru A N B rysujemy znak minus

&
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Zasada wlaczen i wylaczen 5

Rysunek 6: przy kazdym elemencie zbioru A N C rysujemy znak minus

Rysunek 7: przy kazdym elemencie zbioru B N C rysujemy znak minus

Rysunek 8: przy kazdym elemencie zbioru A N B N C' rysujemy znak plus

Zauwazamy, ze przy kazdym elemencie sumy A U B U C liczba narysowanych plusow
jest o jeden wieksza od liczby narysowanych minuséw: przy elementach nalezacych do
jednego zbioru narysowalisémy tylko jeden plus, przy elementach nalezacych do dwéch
zbioréw narysowaliSmy dwa plusy i jeden minus, wreszcie przy elementach nalezacych
do wszystkich trzech zbioréw narysowalisSmy cztery plusy i trzy minusy. To daje réwnos¢

(liczba pluséw) — (liczba minuséw) = |AU B U C|.

Wyktady z kombinatoryki



6 Wyklad 2

Nietrudno przy tym zauwazy¢, ze w kazdym z siedmiu powyzszych krokow liczba nary-
sowanych znakow byla réwna liczbie elementow rozpatrywanego zbioru. Stad dostajemy
réwnosé

(liczba pluséw)—(liczba minuséw) = |A|+|B|+|C|—|ANB|—|ANC|—|BNC|+|ANBNC]|,

z ktorej wynika réwnosé (2.2).

Powr6émy do dowodu twierdzenia 2.1. Znéw zauwazamy, ze prawa strona réwnoéci (2.3)
jest réznicg miedzy liczba pluséw i liczba minuséw. Wystarczy zatem pokazacd, ze przy
kazdym elemencie sumy zbiorow A; U...U A, narysowaliémy o jeden plus wiecej. Niech
x € Ay U...UA,. Niech nastepnie

Inaczej méwiac, x € A; wtedy i tylko wtedy, gdy j € M. Oznaczmy m = |M|; oczywiscie
m > 0. Niech teraz T € Py(n) i popatrzmy na zbiér () Aj;; jest to jeden ze zbioréw
JjET
wystepujacych po prawej stronie réwnosci (2.3). Jeli T'\ M # &, to oczywiscie mamy
z & () Aj. Przypu$émy zatem, ze T' C M. Wtedy przy elemencie = rysowaliSmy znak
JjeT
plus lub minus, w zaleznosci od parzystosci k: plus dla nieparzystych k, minus dla
parzystych k. Dla danego k liczba takich zbiorow T' jest réwna (’g) Liczby pluséw

i minuséw narysowanych przy x sg zatem réwne

liczba pluséw = Z (7:)

2tk

liczba minuséow = Z (7{?),

k>0,2|k

skad dostajemy

liczba pluséw — liczba minuséw = Z (—1)k+1 (m) :

k=1 k
Z réwnodci (przypominamy, ze m > 0)
m o m B
k=0
wynika, ze
m - k(MY
(o) (i) =»
k=1
czyli
- m “ m
1=-) (-1F =) (1)
S0t () = e ()
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Zasada wlaczen i wylaczen 7

Stad wynika, ze przy elemencie x narysowaliémy o jeden plus wiecej. Tak jest dla kazdego
elementu x sumy A; U...U A,. To zas oznacza, ze suma po prawej stronie réwnosci
bedzie réwna liczbie elementéw sumy A; U. ..U A,,, co konczy dowdd.

3. Liczba funkcji z jednego zbioru skonczonego na drugi zbiér skonczony

Twierdzenie 2.2. Dane sa dwa zbiory skoniczone A i B. Niech |A] = m i |B| = n.
Wtedy

{f € AB: fjest ,na”}| = Z (—1)’“(7;) (m— k)" (2.4)

k=0

Dowdéd. Bez zmniejszenia ogblnosci mozemy przyjaé, ze A = [m|i B = [n]. Definiujemy
zbiory Ay, ..., A, w nastepujacy sposob:

Aj={f€AP: j &Ry}
dla 7 =1,2,...,m. Inacze] méwiac

A= (A\{7H".

Korzystajac ze wzoru wtaczen i wytaczen otrzymujemy

1A U. ..U Ay :i(—l)kﬂ 3 )ﬂ A
k=1

TGPk(m) JjeT

Niech zatem T' € Py(m). Wtedy

(4= ) A\ D7 = (A\T)",
JjeT JjeT

skad otrzymujemy

= ’(A\T)B} = (m—k)".

n

JeT

Zatem

AU UAR[ =) (=D Y (m—k)n =) (—1)FH! (’Z) (m — k)™
k=1

Do zakonczenia dowodu wystarczy zauwazy¢, ze suma zbioréw A; U...U A,, sklada sie
z tych funkcji f: B — A, ktére nie sa ,na”. Zatem

{fe AP fiest na”} =AP\ (A U...UA,,),
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8 Wyklad 2

czyli
{f e AB: fijest ma’}=m" —|[A U...UA,|=
SED M G R
k=1 k
=m" + Z (—l)k (7]:}) (m—k)" =
k=1
=St (),
k=0
c. b. d. o.

4. Liczba nieporzadkéw

Permutacja zbioru skonczonego A nazywamy funkcje réznowartosciowg m : A — A
przeksztalcajaca zbiér A na siebie. Punktem stalym permutacji m nazywamy taki
element a zbioru A, dla ktérego m(a) = a. Nieporzadkiem nazywamy permutacje bez
punktéw statych. Zbiér wszystkich permutacji zbioru A oznaczymy symbolem S(A),
a zbiér nieporzadkéw zbioru A symbolem D(A).

Powyzsza definicja permutacji nie jest identyczna z definicja przyjeta w wyktadzie pierw-
szym. Pokazemy teraz, ze w pewnym sensie te dwie definicje opisuja te same obiekty
kombinatoryczne. Przypu$émy zatem, ze mamy dany zbiér skonczony A. Ustalmy pewne
uporzadkowanie tego zbioru:

A={ay,az,...,a,}.

Niech 7 : A — A bedzie permutacjg zbioru A w sensie powyzszej definicji. Przeksztal-
cenie m mozemy wtedy utozsamic¢ z ciagiem (w(aq),7(az),...,m(an)) elementéw zbioru
A. Oczywiscie ten ciag jest réznowartosciowy, a wiec jest permutacja zbioru A w sensie
definicji z wykladu pierwszego. Zwréémy uwage na to, ze utozsamienie przeksztatcenia
7 z ciagiem elementow zbioru A jest zalezne od przyjetego na poczatku uporzadkowania
zbioru A. Zauwazmy tez, ze w przypadku, gdy A = [n], obie definicje pokrywaja sie.
Niech wreszcie D,, oznacza liczbe nieporzadkéw zbioru n-elementowego, to znaczy np.
D,, = D(|n]) dla n > 0. Przyjmujemy ponadto Dy = 1.

Twierdzenie 2.3 Niech |A| =n > 0. Wtedy
D, = \D(A)\—nl.i(_wk (2.5)
" L '
=0

Dowéd. Definiujemy zbiory Ay, ..., A, w nastepujacy sposdb:
Aj ={meS(A): =(j) =}
dla j =1,...,n. Mamy wéwczas

1A, U... U A, :Zn:(—nk“ 3 ‘ﬂ Aj].

k=1 TePy(n) jET
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Zasada wlaczen i wylaczen 9

Niech teraz T' € Py(n). Wowczas

N 4= ir: 7() =k ={r: Vi€ T() =)t ={r: 7| T =id}.

JeT JeT

Stad wynika, ze

NAf=o

JjeT
Zatem
AyU. U4, =3 (—1)RH ’ﬂA‘: DR ST (k)=
k=1 TeP,(n) JET k=1 TEP;(n)
n n '
ST ED)E M) ek = S (R k) =
S () e = 3D ) b
k=1 k=1
n !
= e
k:l( S

Nastepnie zauwazamy, ze suma zbioréw A; U. ..U A,, sktada sie z tych permutacji, ktore
maja co najmniej jeden punkt staly. Zatem

D(A) = S(A)\ (A, U...UA,),

skad wynika, ze

n

= = k1 1
|D(A>|—n!—|A1U...UAn|_n!—;(—l) =

n

_nl+z k n' Z(—l)k-%;:
- (—1)’“

—nl.

k=0

To konczy dowdd twierdzenia.

Z powyzszego twierdzenia wyprowadzimy wniosek dotyczacy prawdopodobienstwa wy-
losowania nieporzadku. Przypusémy, ze losujemy permutacje ustalonego zbioru n-ele-
mentowego A i pytamy o to, jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze wylosujemy niepo-
rzadek. Zbiorem zdarzen elementarnych Q w tym przypadku jest zbior S(A) wszystkich
permutacji zbioru A; przyjmujemy, ze wylosowanie kazdej permutacji jest jednakowo
prawdopodobne. Interesuje nas prawdopodobienstwo zdarzenia D(A) C €. To prawdo-
podobienstwo jest réwne

s}
S
=
|
IS
=
|
(7=
0
—_
=

k!
k=0
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10 Wyklad 2

Zauwazmy, ze

n _1 k
i 3 C o
k=0 )

skad wynika, ze dla duzych n rozwazane prawdopodobienstwo jest w przyblizeniu réwne
e~ ! ~0,367879 (juz dla n = 9 uzyskujemy dokladno$é¢ przyblizenia 6 cyfr po przecinku).

5. Uogdblnienie wzoru wlaczen i wylagczen

Przypusémy, ze mamy dane zbiory skonczone Aq,..., A, C X, gdzie X jest ustalonym
zbiorem skoniczonym. Przyjmiemy, ze

ﬂ A; = X.
JED

Korzystajac z tej umowy, mozemy wystowi¢ zasade wlaczen i wylaczen w inny sposéb.
ZastanOowmy sie, ile elementéw zbioru X nie nalezy do zadnego ze zbiorow Aq,..., A,.
Ot6z mamy

X\ (AU VA = X[ =D DM ST | 4

k=1 TePy(n) j€T

“Ualezor 2 04l

JED TEPy(n) jET

:ké(_nk S ’ﬂ Aj’.

TEPy(n) jET

Niech nadal Ay,..., A, C X. Przyjmiemy wtedy oznaczenie:
Dy (X, A1,... . An)={zecX: [{ien]: zc A} =r},

gdzie 0 < r < n. Inaczej méwiac, D, (X, Ay,..., A,) jest zbiorem tych elementéw zbioru
X, ktore naleza do zbioréw A; dla dokladnie r indeksow i. Jesli zbiory Aq,..., A, sa
ponumerowane bez powtorzen, to D,.(X, Ay, ..., A,) jest zbiorem tych elementéw zbioru
X, ktore nalezg do doktadnie r zbiorow sposérod A, ..., A,. W dalszym ciggu, bedziemy
pisa¢ w skrécie, ze element zbioru X nalezy do doktadnie r zbiorow sposréd Ay, ..., Ay,
majac na mysli to, ze istnieje dokladnie r indekséw ¢ takich, ze ten element nalezy do
zbioru A;.

Pokazalismy przed chwila, ze

n

Do(X, A1, A) =3 (1% Y )ﬂAj]. (2.6)

k=0 TePy(n) jET

Te rownosé mozna uogolnic.
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Zasada wlaczen i wytaczen 11

Twierdzenie 2.4 Niech A4, ..., A, beda skoniczonymi podzbiorami zbioru skoniczonego
X. Wéwcezas dla dowolnego » = 0,1, ..., n mamy

|DT(X,A1,...,A,1)\:i(—l)k_"(fj) 3 ]ﬂAj’. (2.7)

k=r TeP,(n) jeT
Dowdéd. Niech R € P.(n). Wyznaczymy liczbe tych x € X, ktére maja wlasnosé:
x € A; wtedy i tylko wtedy, gdy j € R.
Inaczej mowiac, wyznaczymy liczbe tych x € X, ktore naleza doktadnie do tych zbioréw
A;, dla ktérych j € R.
Niech
B = ﬂAJ oraz Bj:BﬂAj
JER

dla 7 € R. Naszym celem jest wyznaczenie liczby elementéw zbioru

() (B\ By),

JER
czyli obliczenie Dy(B, B;,, ..., B, ), gdzie [n] \ R = {i1,...,in—r}.

Ze wzoru (2.6) wynika, ze

|Do(B, Biy, ..., Bi, )| =Y (1) Z ’m Bj’ —

k=0 TePy([n)\R) JET
= > DN @nB)| =
k=0 TePy([n]\R) JET
k=0 TePy([n]\R) JET i€R
_ > (N a)n (N a)] =
k=0 TePr([n]\R) iER JET
- SOE0 N A=
k=0 TePy([n]\R) JETUR
=Y Y A=
k=0 TEPy . (In]) JET
RCT
=Y > coN A=
k=r T€P([n]) JET
RCT
- Y "N Aj’.
T jeT
RCTC[n]

Wyktady z kombinatoryki



12 Wyklad 2

Dla ustalonego zbioru R obliczylismy, ile jest takich z € X, ktore naleza do doktadnie
tych zbioréw A;, dla ktérych j € R. Teraz chcemy obliczy¢, ile jest takich z, ktoére
naleza do dokladnie r zbioréw A; (doktadniej: chcemy obliczy¢, ile jest takich z, dla
ktorych [{i € [n] : = € A;}| = 7). W tym celu musimy zsumowaé otrzymane liczby dla
wszystkich r-elementowych podzbioréw R zbioru [n]. Mamy zatem

D (X, Ay LA = Y Y T 4

ReP,(n) RQTTg[n] JeET
- Y A
TeP>,(n) ReP.(T) JeET
T r

= > <r (=D Ay =
TEPZT(TL) JjeT

n k .,
2 2 () erinal-
k=r T€Py(n) jET

n ., k‘
=S (0) 2 |nal
k=r TePr(n) JET

co konczy dowod twierdzenia.

6. Liczba permutacji majacych r» punktow stalych

W tym paragrafie obliczymy, ile jest permutacji zbioru n-elementowego majacych do-
ktadnie r» punktow statych. Niech

D,(A)={reSA): [{icA: n(i)=1i}|=r}.

W szczegdlnosci Do(A) = D(A).
Twierdzenie 2.5 Niech |A| = n i niech 0 < r < n. Wtedy

n! n—r . k
Dy (a) =25 B 28)

Dowdd. Sposéb 1. Wybieramy najpierw zbioér r punktéw stalych permutacji, a na-
stepnie permutujemy pozostate elementy tak, by nie utworzy¢ nowego punktu statego;
inacze] mowiac permutacja pozostalych elementéw jest nieporzadkiem. Stad wynika
wWzOr

k! r! k!

n n! nTr 1)k n! n—r. . 1\k
DT(A):(>.DH_T:%.(H_T>I.Z( 1 :—"Z( "

Sposdb II. Korzystamy z twierdzenia 2.4. Definiujemy zbiory A4, ..., A,, w nastepujacy
Sposob:

Aj ={reS5(4): 7(j) = Jj}
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Zasada wlaczen i wylaczen 13

dla j = 1,...,n. Tak jak w dowodzie twierdzenia 2.3 stwierdzamy, ze dla T' C [n]
zachodzi réwnosé
N4

JET

= (n—k)!

7 twierdzenia 2.4 otrzymujemy teraz

D) = D) A =3 0 (F) S0 |

k=r TePy(n) jeET

k=0

co konczy dowod twierdzenia.

7. Srednia liczba punktéw statych

Niech |A| = n. Przypus$émy, ze wybieramy losowo jedna permutacje ze zbioru S(A).
Oznaczmy przez p, prawdopodobienstwo tego, ze wylosowana permutacja bedzie miata
doktadnie r punktéw statych. Z twierdzenia 2.5 wynika, ze

Niech zmienna losowa X bedzie okreslona wzorem

X(m)=NHjeA: n(j) =3}

Wyktady z kombinatoryki



14 Wyklad 2

Zatem X () jest liczba punktéow stalych permutacji m. W tym paragrafie obliczymy
wartos¢ srednia zmiennej X.

7 definicji wartosci sredniej mamy

n
~Y rop
r=0

Mamy zatem

n 1 n—r 1
f— . f— — —_ k . —
DI N D MEN S
r=0 r=1 k=0
- N e T kD
— (r—1)! — L el (r—1! k!
Korzystamy teraz ze wzoru
n n—r ]
B)BUIED ) ST
r=1 k=0 j=1lr=1

Mamy zatem

ot por
B _2 ( —(1_>!1 -)i;TQ §J>'!_-<1j>!—r>! B _2 (&1—)1)' (r —(1j>!_- 8!— e
S () - S ()

_ : <—]1'>J g(_ly (J)

Stad ostatecznie

-5 G o ()- 5
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Srednia liczbe punktéw statych permutacji mozna obliczy¢ znacznie prosciej, korzystajac
z nastepujacej wlasnosci wartosci sredniej zmiennych losowych:

EXi1+...+X,)=EX1)+...+ E(X,).
Zdefiniujmy teraz n zmiennych losowych Xy, ..., X,:
1 jesli m(i) =1,
Xi(m) = {0 jesli (i) # i.
Nietrudno zauwazy¢, ze wtedy X = X1 + ...+ X,,, gdzie X jest zmienna losowa zdefi-
niowana wyzej. Nastepnie tatwo obliczyé¢, ze E(X;) = P(X =1) = % Stad dostajemy

E(X) = BE(X1) + ...+ B(X,) = n - -

- =1,
n

8. Problem par malzenskich

W tym paragrafie rozwiazemy nastepujacy problem pochodzacy od Lucasa (le probléme
des ménages). Dany jest okragly stél, wokét ktérego mamy posadzié na numerowanych
miejscach n par maltzenskich w taki sposéb, by panie i panowie siedzieli naprzemian i by
zadna pani nie siedziata obok swojego meza. Lucas pytal o to, na ile sposobéw mozemy
te osoby posadzi¢ wokét stotu z zachowaniem podanych regul. Popatrzmy najpierw na
przyklad. Oto okragly st6t z 12 miejscami (a wiec tutaj n = 6):

12

Przede wszystkim widzimy, ze panie musza zajac¢ albo miejca parzyste, albo nieparzyste.
Ponumerujmy wiec oddzielnie liczbami od 1 do 6 miejsca parzyste i nieparzyste:

Wyktady z kombinatoryki
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Najpierw posadzimy panie. Ich miejsca mozemy wybrac¢ na 2-n! sposoboéw: musimy zde-
cydowaé, czy wybieramy miejsca parzyste, czy nieparzyste, a nastepnie na wybranych
miejscach mamy n! mozliwosci posadzenia n pan. Ponumerujmy panie: K1, Ko, ..., K,,
przy czym przyjmujemy, ze pani K; siedzi na miejscu ¢. Dla ustalenia uwagi przypu-
s¢my, ze panie posdziliSmy na miejscach parzystych, czyli bialych na rysunku drugim.
Ponumerujmy nastepnie panéw: My, M, ..., M, przy czym zaktadamy, ze pan M; jest
mezem pani K;. Przykladowy sposéb posadzenia n panéw widzimy na nastepnym ry-
sunku:

Widzimy, ze usadzenie panéw jest zgodne z wymaganiami, jesli spetnione sa nastepujace
warunki:

e pan M nie siedzi na zadnym z miejsc 11 2,

e pan My nie siedzi na zadnym z miejsc 2 1 3,

e pan M3 nie siedzi na zadnym z miejsc 3 i 4,

e pan M, nie siedzi na zadnym z miejsc 4 i 5,

e pan Mj5 nie siedzi na zadnym z miejsc 5 i 6,

e pan M;g nie siedzi na zadnym z miejsc 61 1.
Ogoélnie dla n par warunki te mozemy sformutowaé¢ w trzech punktach:

e zaden z panéw M; (dla i =1,...,n) nie moze siedzie¢ na miejscu 1,

e zaden z panéw M; (dlai=1,...,n — 1) nie moze siedzie¢ na miejscu i + 1,

e pan M, nie moze siedzie¢ na miejscu 1,
Niech teraz (i) oznacza numer miejsca, na ktérym siedzi pan M;. Naszym celem jest
znalezienie liczby p(n) permutacji m € S([n]), spelniajacych nastepujace warunki:

1) 7(i) #idlai=1,...,n,
2) w(i) #i+1dlai=1,...,n—1,
3) m(n) # 1.
Liczba M (n) wszystkich mozliwych sposobéw posadzenia n par malzenskich bedzie

M(n)=2-n!-u(n). (2.9)

Wyktady z kombinatoryki
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Definiujemy 2n zbioréw:
Agi_lz{ﬂ'GS([n) (2 ’L} dlai=1,...,n,

] )
Api={reS(n]): i) =i+1} dai=1,...,n—1,
Agy = {m € S(n)) : m(n) =1}

Wowczas
p(n) = SR\ (AU .UAz,)| = Do(S([n), Av, o As) = S0 (<15 D7 () 4]
k=0 TeP,(2n) jET

Niech T € Py(2n). Chcemy obliczy¢
Nl

Zauwazmy, ze

ﬂAj:Q,

wtedy i tylko wtedy, gdy spelniony jest co najmniej jeden z trzech warunkow:
1) 20 —1,2i € T dla pewnego i = 1,...,n,
2) 2i,2i+1 €T dla pewnegoi=1,...,n—1,
3) 1,2n e T.

Przypu$émy bowiem, ze

mE ﬂA

oraz spelniony jest warunek pierwszy dla pewnego i. Wtedy m € Ag;_1 N Ag;, czyli
m(i) = i oraz w(i) = ¢ + 1, co jest niemozliwe. Podobnie, jesli spelniony jest warunek
drugi dla pewnego i, to m € Ag; N Agjyq, czyli (i) = i+ 1 oraz w(i + 1) = i + 1.
To takze jest niemozliwe. Wreszcie, jesli 1,2n € T, to m € A; N Agy,, czyli n(1) = 1
oraz m(n) = 1, co takze jest niemozliwe. Na odwrét, jesli zaden z tych trzech warunkéw
nie jest spelniony, czyli w zbiorze T nie wystepuja dwie kolejne liczby (liczby 2n i 1
traktujemy tu jako liczby kolejne), to w permutacji 7 mamy ustalone k wartosci. Takie
permutacje istnieja i jest ich (n — k)!. Zauwazmy, ze wtedy oczywiscie k < n.
WprowadZzmy na uzytek tego dowodu nastepujace oznaczenia. Oznaczmy przez g(n, k)
liczbe takich zbioréw B € Py(n), ze

a) jedlii€ B,itoi+1¢Bdlai=1,...,n—1,
b) jeslin € B, to 1 ¢ B.

Oznaczmy nastepnie przez h(n, k) liczbe zbioréw B € Py (n) spelniajacych tylko powyz-
szy warunek a):

a) jesliie B,toi+1¢Bdlai=1,...,n—1,

Wyktady z kombinatoryki
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Wtedy

pn) =Y (=DF-(n—k)!g(2n,k). (2.10)
k=0
Naszym celem jest zatem obliczenie g(2n, k).
Lemat 2.6. h(n, k) = ("77).
Dowdéd. Sposdéb I. Mamy policzyé, ile jest k-elementowych podzbioréw zbioru [n]
nie zawierajacych dwoch kolejnych liczb. Kazdy k-elementowy podzbiér zbioru [n] jest
zbiorem wartosci doktadnie jednej funkcji rosnacej f : [k] — [n]. Warunek, ze ten

podzbior nie zawiera dwoch kolejnych liczb jest rownowazny nastepujacej wlasnosci
funkcji f:
f@+1)—f)>2 dlai=1,2,...,n—1. (%)

Dla dowolnej funkcji f : [k] — [n] definiujemy funkcje g : [k] — [n — k + 1] wzorem
g(t) = f(i) —i+1

dlaz=1,2,..., k. Mamy zatem

g(1) = f(1),

Nietrudno zauwazy¢, ze funkcja f spelnia warunek (x) wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja
g jest rosngca. Zatem funkcji f : [k] — [n] spelniajacych warunek (x) jest tyle, ile funkcji
rosnacych g : [k] — [n — k + 1], a wiec (”_ZH

Sposéb I1. Rozumowanie bedziemy ilustrowaé¢ przyktadem, w ktérym n = 131 k = 4.
Narysujmy w jednej linii n — k koéteczek.

O (0] (0] O O (0] (0] (0] O

Tworza one n—k+1 (w naszym przyktadzie n—k+1 = 10) wolnych miejsc: jedno przed
wszystkimi koteczkami, n — k — 1 miejsc miedzy kolejnymi kéteczkami i jedno na koncu,
za wszystkimi kéleczkami. Z tych n — k + 1 miejsc wybierzmy k miejsc (w naszym
przyktadzie bedzie to miejsce pierwsze, miejsce miedzy trzecim i czwartym kotkiem,
miejsce miedzy siodmym i é6smym kétkiem oraz miejsce miedzy ésmym i dziewigtym
kotkiem) i wstawmy w nie czarne kotka:

[ ] O O (0] [ ] O O (0] (0] [ ] @] [ (0]

Mamy razem n koétek, w tym k czarnych. Sposéb wstawiania gwarantuje, ze zadne dwa
czarne kétka nie beda staly obok siebie. Taki ciag kolek koduje podzbiér zbioru [n]:

{i € [n] : na i-tym miejscu stoi czarne kétko}.

Wyktady z kombinatoryki
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W naszym przykladzie jest to zbiér {1,5,10,12}. Zauwazmy wreszcie, ze czarne kotka
mozemy wstawi¢ na ("_'k““) sposobow, co konczy dowdd lematu.

Lemat 2.7. g(n, k) = "¢ - (”Ek)

Dowdd. Zliczamy zbiory B € Py(n) spelniajace warunki a) i b).

Najpierw zajmiemy sie takimi zbiorami B, ze 1 € B. Wtedy 2 ¢ B oraz n ¢ B.
Ponadto zbiér B \ {1} € Pr_1({3,...,n — 1}) spelnia warunek a). Stad wynika, ze
istnieje h(n — 3, k — 1) takich zbioréw B.

Zajmijmy sie nastepnie takimi zbiorami B, ze 1 ¢ B. Wtedy zbiér B € Px({2,...,n})
spelnia warunek a). Istnieje zatem h(n — 1, k) takich zbioréw B. Zatem

gn, k) =h(n—3,k—1)+h(n—1,k) =
-(E) ()
o () ()=

_n n—=k
Cn—k k ’
c. b. d. o.

Twierdzenie 2.8. Liczba sposobéw posadzenia n par malzenskich przy okraglym stole
jest rowna

n

M(n) :2.n!.2(—1)k.2n2fk . <2”k_ k) (n—k)! (2.11)

k=0

Dowdéd. Z réwnosci (2.9) i (2.10) wynika, ze liczba sposobéw posadzenia n par malzen-
skich przy okraglym stole jest rowna

n

M(n)=2-n!-pn)=2-n-> (=1)F - (n—k)!-g(2n, k).
k=0

Korzystajac z lematu 2.7 otrzymujemy

n

M(n)=2-nl-3" (~1)*- Qﬁ x (2"]; k) S(n— k),

k=0

c. b. d. o.

9. Sumy poteg liczb naturalnych

Przypomnijmy z wyktadu 1 oznaczenie

n
Sk(n):ij:1k+...+nk,
j=1

Wyktady z kombinatoryki
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gdzie n, k > 1. Z wyktadu 1 wiemy, ze

So(n) =n,

Sy(n) = <”‘2“) _ n(n; 0

Saln) = i | (2n3+ 2) _ n(n—|—1)6(2n+1)7
S3(n) = (n;1)2 = 8y (n)? = M_

Wyprowadzimy teraz pewien wzoér ogolny. Bedzie to wzor rekurencyjny, pozwalajacy
obliczy¢ Si(n), jesli sa znane wszytkie S;(n) dla j < k.
Twierdzenie 2.9. Jesli n,k > 1, to

k
nk = Z (—1)7+1 (’;’) Sk_;(n). (2.12)

Zanim udowodnimy to twierdzenie, przyjrzymy sie jego poczatkowym przypadkom i po-
kazemy, jak z niego mozna otrzymaé¢ wzory na Si(n) dla k < 3. Oczywiscie

Son) =1+ ... +n’ =n.
Teraz, korzystajac z twierdzenia 2.9 dla k£ = 2 mamy
2 2 2 2
n® = ; (1) (J) Sp—j(n) = (1) Si(n) — (2) So(n) =281 (n) — n,

skad otrzymujemy
251(n) =n*+n=n(n+1),

czyli
Nastepnie, dla £k = 3 mamy

n’ i 1 (3 a0 = (7)) = (3) 3100+ () 8ot =

J

1
:352(n)_3.%+n7
skad dostajemy
1 2n3 43 1)—2
3Sg(n):n3+3~%_n: n° + n(z+ ) n:

23 +3n7+3n—2n) n@2n*+3n+1)
= 5 = 5 =
~nn+1)2n+1)
= 5 ,

Wyktady z kombinatoryki
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czyli

Sy(n) = n(n+1)(2n + 1).

Wreszcie dla n = 4 mamy

o (Yo

=1

(1) st ()&W+<®&W%(®%mpz

<.

nn+1)(2n+1) n(n+1) B
Ss(n) = 6 *4“—3———"—

Sz(n) —n(n+1)2n+1)+2n(n+1) —

skad wynika, ze

4S3(n) =n* +nn+1)2n+1) —2n(n+1) +n=

=n-(n®+Mn+1)2n+1)—2(n+1)+1) =
=n-((PP+1)+n+1)2n+1-2) =
=n-(n+1)(n*—n+1)+m+1)2n-1)) =
=nn+1)(n*—n+1+2n—1)=nn+1)(n®+n) =
=n?(n+1)%,

czyli

Sa(n) = (n4—|— 1)
Udowodnimy teraz twierdzenie 2.9.
Dowéd. Wezmy zbior
X=mn"={(x,...,2): x1,...,21 € [n]}.

Wtedy oczywiécie | X | = n¥. Definiujemy teraz nastepujace podzbiory zbioru X:
A ={(z1,...,2) € X : Vi (z; <zpy)}

dla m = 1,..., k. Inaczej méwiac, do zbioru A,, naleza te ciagi, w ktérych najwiekszy
wyraz znajduje si¢ na m-tym miejscu. Oczywiscie ciagi majace najwiekszy wyraz na
kilku miejscach, naleza do kilku takich zbioréw A,,. Na przyktad, jeslin =5ik =7, to
(1,3,4,2,5,4,2) € A5 oraz (1,3,4,2,1,4,2) € A3 N Ag. Ogodlnie, niech T' € P;(k), gdzie
1 <75 <k. Wtedy

ﬂ Am:U{(ml,...,xk)EX: Vm €T (z, =1) oraz Vm € [k]\ T (z, <1)}.
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Zauwazmy nastepnie, ze
H(zy,...,20) €EX : Vm €T (2, =1) oraz Vm € [K]\ T (x, <1)}| =177
oraz zbiory
{(z1,...,25) € X : Vm €T (xy, =1) oraz Vm € [k]\ T (z,, <1)}
dla réznych [ sa roztaczne. Zatem

— Zlk_j = Sk_j(’l’b>.

meT =1

Wreszcie
X=A1U...UAg,

a wiec z zasady wlaczen i wytaczen otrzymujemy

X=3 0" T () A

Jj=1 TeP;(k) meT
k
oy Z ‘]+1 Z Sk ]
Jj=1 TeP;(k)
k
. k
=30 (4) s
=1 J
czyli
k
- Z H—l( )Sk i(n),
71=1
c. b. d. o.

10. Dwie tozsamosci

Rozwazania tego paragrafu beda w zasadzie powtdérzeniem rozwazan z paragrafu 3.

Zajmiemy sie funkcjami f : [n] — [m] i bedziemy chcieli policzy¢ funkcje f spelniajace

dla pewnego k warunek [k] C Ry. Definiujemy zbiory Ay, ..., Ay w nastepujacy sposob:
Aj={fem™: j¢Ry}

dla j = 1,..., k. Korzystajac ze wzoru wtaczen i wylaczen, podobnie jak w paragrafie
3, otrzymujemy

k
|A1U...UAk\—Z( 1)i+1 ‘
TeP;(k) i€T

S

=1

DIty (m—g)" =

TCP;(k)

.
-
i
S
|

<.
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Funkcje, ktére nas interesuja, tworza zbior [m]™ \ (4; U...U A). Zatem liczba takich
funkcji jest réwna

k k
=3 () om g = 3o () o
J=1 Jj=
W szczegdlnosci, jesli k = n oraz m > n, to istnieje n! takich funkcji. Zatem

S (1p (M)on—sr =nt dlamzn (213)

i=0 J

Zdefiniujmy teraz wielomian W (x) wzorem

k=0

Jest to wielomian stopnia co najwyzej n. Z tozsamosci (2.13) wynika jednak, ze te sama
warto$é¢ n! przyjmuje on w nieskonczenie wielu punktach:

W(m)=mn! dlam > n.

Stad wynika, ze ten wielomian jest wielomianem stalym, czyli

Zn: (—1)k (Z) (z — k)" = n! (2.14)

k=0

7 rozumowaniem, ktére przeprowadziliSmy, pozwalajacym przej$¢ od tozsamosci udo-
wodnionej dla liczb naturalnych do réwnosci wielomianéw, spotkamy sie jeszcze w na-
stepnych wyktadach.

11. Nieré6wnosci Bonferroniego

Udowodnimy teraz dwie nieréwnosci, zwane nieré6wnosciami Bonferroniego. Oto
one:

2r
AU UAL =Y (=DM Y 4 (2.15)
k=1 TEPr(n) JeT
oraz
2r+1
AU UA, < Y (=R 3 1) 4. (2.16)
k=1 TEP,(n) JeT

Powtarzamy drugi dowod zasady wtaczen i wylaczen polegajacy na przegladaniu kolej-
nych sktadnikéw sumy stojacej po prawej stronie nieréwnosci i rysowaniu przy kazdym

elemencie iloczynu () A; znaku plus lub minus w zaleznosci od tego, czy liczba | (] A;
JET jE€T
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wystepuje w sumie ze znakiem plus czy minus. Inaczej méwiac, jesli zbiér T' ma nie-
parzysta liczbe elementéw, to rysujemy znak plus; jesli zag zbior T' ma parzysta liczbe
elementéw, to rysujemy znak minus.

Tak jak w poprzednim dowodzie zauwazamy, ze prawa strona réwnosci (2.3) jest réznica,
miedzy liczba pluséw i liczba minuséw. Musimy zatem oszacowac¢ réznice miedzy liczba
pluséw i minuséw narysowanych przy kazdym elemencie sumy zbioréow A; U...U A,,.
Zajmiemy sie najpierw nieréwnoscia (2.15). Mamy teraz pokazaé, ze przy kazdym ele-
mencie sumy zbioréw A;U...UA, narysowaliSmy co najwyzej o jeden plus wiecej. Niech
xr € Ay U...UA,. Tak jak poprzednio, niech

Inaczej méwiac, © € A; wtedy i tylko wtedy, gdy j € M. Oznaczmy m = |M|; oczywidcie
m > 0. Niech teraz T € Py(n) i popatrzmy na zbiér () Aj;; jest to jeden ze zbioréw
JjET
wystepujacych po prawej stronie réwnosci (2.3). Jesli T'\ M # &, to oczywiscie mamy
z & () Aj. Przypu$émy zatem, ze T' C M. Wtedy przy elemencie = rysowaliSmy znak
JjeT
plus lub minus, w zaleznosci od parzystosci k: plus dla nieparzystych k, minus dla
parzystych k. Dla danego k liczba takich zbiorow T' jest réwna (’:) Liczby pluséw

i minuséw narysowanych przy x sg zatem réwne

liczba plusow = Z <;Z:> .

k=1
! m
liczb . for
1CZDa MINUSOwW kg_l <2k _ 1>,

skad dostajemy

2r
liczba pluséw — liczba minuséw = Z (—1)k+1 (7;;) :
k=1

Tym razem korzystamy z réwnosci (1.27) (przypominamy, ze m > 0):
2 m m—1 m—1
—1)* = (-1)* = :
2 (i) =0 ( )= (%)

Mamy teraz dwie mozliwosci. Jedli m — 1 < 2r, czyli m < 2r (tzn. element x nalezy do
co najwyzej 2r zbioréw A;), to tak jak poprzednio

liczba pluséw — liczba minuséw = 0.

(m—l) -
2r -
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skad wynika, ze
czyli

Zatem

2r m 2r m

_\k+1 _ 1k
S o (1) == ev () <o
k=1 k=1
Stad wynika, ze przy elemencie z narysowaliémy co najwyzej tyle pluséw, ile minusow.
Zatem dla kazdego elementu x sumy A; U...UA, w obu przypadkach narysowaliSsmy co
najwyzej o jeden plus wiecej, co dowodzi nieréwnosci (2.15). Dowdd nieréwnosci (2.16)
jest analogiczny i pozostawimy go jako ¢wiczenie.
Z powyzszego dowodu wynika, ze jedli kazdy element sumy A; U...U A, nalezy do co
najwyzej 2r zbioréw A;, to nieréwnos¢ (2.15) staje sie réwnoscia. Jesli natomiast istnieje
co najmniej jeden element nalezacy do wiecej niz 2r zbioréw A;, to nieréwnosé (2.15)
jest ostra. Podobnie jest z nier6wnoscia (2.16). Jesli kazdy element sumy A; U...U A4,
nalezy do co najwyzej 2r + 1 zbioréw A;, to mamy réwnos¢; w przeciwnym przypadku
nieré6wnos¢ jest ostra.
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Spis tozsamosci kombinatorycznych
|AUB| = |A|+ |B| — |AN B| (2.1)

JAUBUC|=|A|+|B|+|C|—|ANnB|—-|ANnC|—|BNnC|+|AnBNC|. (2.2

ATU U4 =3 (DR Y mAj]. (2.3)

k=1 TePy(n) JET
{f € AB: fjest ,na”}| = Z(—l)k(?Z) (m— k)" (2.4)
k=0
o 1\k
Dy =ty Y (25
k=0 )
Do(X, Ay, A) =3 (-1)F Y )ﬂAj]. (2.6)
k=0 TeP,(n) jeT
DX, A1, ..., A = (—1)k—r(l:) 3 ]ﬂ Aj’. (2.7)
k=r TeEP,(n) jeT
n! w— (—1)*
Dy ="y Y (2.9
k=0 ’
M(n)=2-n!-pu(n) (2.9)
p(n) = (=1)F - (n— k)l - g(2n, k). (2.10)
k=0
M(n) =2-nl H( e ( . ) (n— k)! (2.11)
k __ _1\J+1 k (n
= (j)sk_x ) (2.12)
2 (—-1)/ <j)(m—j)”:n! dla m > n. (2.13)
Y (M) (2 — k)" = nl )
S0 ()t = (2.14)
1A U...UA,| > - (- Y ‘ﬂAj]. (2.15)
k=1 TePy(n) jET
1A, U...UA,| < . (—F Y ]ﬂAj‘. (2.16)
k=1 TEPr(n) JeT
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