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ROWNANIA REKURENCYJNE

1. Ciagi arytmetyczne i geometryczne

Z najprostszymi réwnaniami rekurencyjnymi zetknelismy sie juz w szkole. Zacznijmy od
przypomnienia definicji ciggu arytmetycznego. Niech beda dane dwie liczby rzeczywiste
a i r. Ciggiem arytmetycznym nazywamy ciag (a,) liczb rzeczywistych okreslony
wzorami

ag=a, apt1 =an,+r dlan>0.

Ze szkolty znamy tez wzoér ogdllny (lub wzdr jawny) ciagu arytmetycznego (a,,):
a, = a4+ nr

dlan=20,1,2,...
W podobny sposob definiujemy ciagi geometryczne. Zalézmy, ze dane sa liczby rze-
czywiste a i ¢q. Ciagiem geometrycznym nazywamy ciag (a,) liczb rzeczywistych
zdefiniowany wzorami

ap=a, apt1=apq dlan>0.

Znéw wzér ogdlny ciagu geometrycznego (a,) jest znany ze szkoly:
an = aq
dlan=0,1,2,...

2. Wieze Hanoi

Znaczenie rownan rekurencyjnych w kombinatoryce polega na tym, ze wielokrotnie
umiemy dos¢ latwo znalezé rozwigzanie rekurencyjne zadania kombinatorycznego, pod-
czas gdy znalezienie wzoru ogdlnego nie jest oczywiste. Z drugiej strony, znamy wiele
metod otrzymywania wzoréw ogdlnych z réwnan rekurencyjnych. Kilka takich metod
poznamy w tym i nastepnym wykladzie. Zacznijmy od przyktadu: zadania o tzw. wie-
zach Hanoi.

Lamigléwka o nazwie ,Wieze Hanoi” wyglada w nastepujacy sposéb. Mamy trzy pa-
teczki. Na jedna z nich nadziano 64 krazki w kolejnosci od najwigkszego na dole do
najmniejszego na gorze. Nalezy przenies¢ wszystkie krazki z jednej paleczki na druga,
przy czym wolno za kazdym razem przenosi¢ tylko jeden krazek i nie wolno ktasé wiek-
szego krazka na mniejszy. W czasie przenoszenia wolno ktasé¢ krazki na wszystkich trzech
paleczkach. Ile najmniej ruchéw (tzn. pojedynczych przeniesien krazkéw) potrzeba, by
przenies¢ wszystkie 64 krazki?

Oznaczmy przez H, najmniejsza liczbe ruchéw, ktore nalezy wykonaé by przeniesé n
krazkow z jednej pateczki na inna. Jest przy tym obojetne, z ktorej palteczki na ktéra
przenosimy te krazki. Réwniez jest obojetne, czy na tych paleczkach juz leza jakies
krazki, byle byly one wieksze od wszystkich krazkéw, ktore przenosimy. Oczywiscie
Hy = 0. Przypusémy, ze umiemy przenies¢ n krazkéw w minimalnej liczbie H,, ruchéw.
Chcemy teraz przenies¢ n+1 krazkéw z pierwszej paleczki na druga. W ktéryms momen-
cie bedziemy musieli przenie$¢ najwiekszy krazek, lezacy na samym dole na pierwszej
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2 Wyklad 4

pateczce. Oczywiscie musimy przedtem zdja¢ z niego wszystkie mniejsze krazki. Nie
moga one tez leze¢ na drugiej paleczce, bo tam mamy polozy¢ najwiekszy krazek. Mu-
simy zatem przenies¢ n krazkéw z pierwszej pateczki na trzecia. Wykonamy w tym celu
H,, ruch6w. Nastepnie przenosimy najwiekszy krazek (to jest jeden ruch) i wreszcie
przenosimy n krazkéw z trzeciej pateczki na druga (tu znéw mamy H,, ruchéw). Razem
wykonamy wiec 2- H,, + 1 ruchéw. Widzimy, ze z jednej strony jest to minimalna liczba
ruchéw, ktore musimy wykonaé, a z drugiej, ze ta liczba ruchéw jest tez wystarczajaca.
Zatem otrzymujemy rownanie rekurencyjne:

Hy=0, Hy1=2-H,+1 dlan>0.

Obliczmy kilka poczatkowych wyrazéw ciagu (H,,):

Hy =0,

Hy =2Hy+1=1,
Hy = 2H, +1=3,
Hy =2H, +1=1,
Hy=2H;+1=15

i tak dalej. Latwo domyslamy sie wzoru ogdlnego:
H,=2"-1

dla n = 0,1,2,... Mozemy teraz sprawdzi¢ przez indukcje, ze ten odgadniety wzor
ogolny jest poprawny.

3. R6éwnania rekurencyjne liniowe pierwszego rzedu o stalych wspoélczynni-
kach

Niech beda dane liczby rzeczywiste a, b i ¢. Przypu$émy nastepnie, ze ciag (a,) zostal
okreslony za pomoca réwnania rekurencyjnego

ap=a, ap+1=>b-a,+c dlan>0.

Ciag (H,) okreSlony wyzej otrzymamy przyjmujac a = 0, b = 2 i ¢ = 1. Przyjmijmy
ponadto, ze b # 1 (w przeciwnym razie mieliby$my do czynienia z ciagiem arytmetycz-
nym). Obliczmy kilka poczatkowych wyrazéw ciagu (ay):

ap = a,
a1 =bag+c=ab+c,
agzba1+c:a62+bc+c,

as = basy + ¢ = ab® + b%c + be + ¢,

as = bas + ¢ = ab* + b3c + b*c + be + ¢,

as = bay + ¢ = ab® + bic + b3c + b e+ be + ¢
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i tak dalej. Znow domyslamy si¢ wzoru ogdlnego:

n

an=ab” +c(1+b+b*+.. .+ ) =ab" +c-

b—1
dlan =0,1,2,... Sprawdzimy przez indukcje, ze ten wzér jest poprawny.
Dla n = 0 mamy
B 4. L1
ag=a c- = a.
0 b—1
Przypusémy nastepnie, ze nasz wzor jest spetniony dla pewnego n i obliczmy a,,41:
n o__ bn+1 —b
Gpnt1 =bay, +c=0- (ab”+c- o ) +c:abn+1—|—c-b_71+c:
bl —b+b—1 prtl —1
= gb" 1! : Y .
a +c A a +c 1

co konczy dowod indukeyjny.
Wzér ogélny tego ciagu mozna wyznaczy¢ tez w inny sposéb, wprowadzajac ciag po-
mocniczy (by,) zdefiniowany wzorem
bn = Qn4+1 — QGn
dlan=0,1,2,... Wowczas
b1 = apy2 — Gpt1 = (bapy1 +¢) — (ban, +¢) =b- (ape1 — ap) =b - by,
skad dostajemy
by, =bg - 0"
dlan=20,1,2,... Zatem
Apt1 = Qp +bg - 0"
dlan=20,1,2,... Wypiszmy n poczatkowych réwnosci:
aq :a0+b0'b0,
as :a1+b0'b17
az = az + by - b,
Ap—1 = Ap—2 + bO ' bn_27
Ay = Qp_1 + bo : bn_l.

Po dodaniu stronami tych nieréwnosci i skroceniu wystepujacych po obu stronach wy-
razow ai, as, ..., a,_1, otrzymamy

b —1
an:a0+bO'(bo—i—b1+bz+...—i—b”_1):a0+b0. T =
n_ 1 n_1 n_q
:a+(ab+c_a>-bb_1 :a_f—a(b_l).bb_l +Cbb_1 —
" —1 b —1
= e . — ab” . )
a+a(b )+c — ab™ + ¢ —

Wyktady z kombinatoryki



4 Wyklad 4

4. Ré6wnania rekurencyjne liniowe pierwszego rzedu o zmiennych wspétczyn-
nikach

Rozwigzemy najpierw zadanie o tzw. sortowaniu przez taczenie. Mamy 2" monet, kazda
innej wagi. Dysponujemy waga szalkowa bez odwaznikéw. Naszym zadaniem bedzie
ulozenie wszystkich monet w kolejno$ci od najciezszej do najlzejszej. Bedziemy to ro-
bili w nastepujacy sposéb. Najpierw podzielimy monety na dwie czeéci po 27! monet.
Nastepnie kazda z tych czesci uporzadkujemy od najciezszej do najlzejszej. Potem po-
réwnamy najciezsze monety z obu czesci i ciezsza z nich odtozymy jako najciezsza ze
wszystkich. Potem poréwnamy najciezsze monety obu czesci (jedna z tych czesci jest
teraz mniejsza, ubyla z niej jedna moneta). Ciezsza monete odkladamy na bok jako
druga z kolei. I tak dalej. Trzeba jeszcze wyjasni¢, w jaki sposob porzadkujemy obie
czesci. Otéz zrobimy to w taki sam sposob. Kazda z tych czeéci podzielimy znéw na
dwie czesci, uporzadkujemy je i polaczymy ze soba. Kazda z tych mniejszych czesci
znow porzadkujemy tak samo: dzielimy na dwie czesci i potem taczymy ze soba. I tak
dalej. Wreszcie dojdziemy do czesci liczacych tylko dwie monety i wtedy wystarczy
jedno wazenie, by taka mala czes¢ uporzadkowac. Ile potrzeba wazen, by za pomoca tej
metody uporzadkowaé¢ wszystkie monety?

Oznaczmy przez P, maksymalna liczbe wazen potrzebnych do uporzadkowania 2" mo-
net w sposéb opisany w zadaniu. Oczywiscie Py = 0. Jedli bowiem mamy 2°, czyli 1
monete, to nie musimy nic wazy¢. Przypusémy teraz, ze umiemy juz uporzadkowaé 2"
monet za pomoca P, wazen. Sprébujmy zatem uporzadkowaé 277! monet. Najpierw
dzielimy je na dwie czesci, po 2" monet kazda. Nastepnie porzadkujemy kazda z tych
czesci. Do uporzadkowania kazdej czesci potrzebujemy P, wazen. Wreszcie musimy po-
taczy¢ obie czesci. Zauwazamy wiec, ze kazde wazenie pozwala nam odtozy¢ na bok, jako
kolejna, tylko jedng monete. Do uporzadkowania wszystkich 27! monet bedziemy wiec
potrzebowali co najwyzej 2”1 —1 wazeni. (Czasami to taczenie moze zakoficzy¢ sie weze-
sniej, gdy przy odktadaniu monet na bok jedng z czeSci wyczerpiemy duzo wczesniej niz
druga; na pewno jednak nie bedziemy potrzebowali wiekszej liczby wazen.) Laczna mak-
symalna liczba wazef potrzebnych do uporzadkowania wszystkich 2”71 monet wynosi
wiec 2 - P, +2nt1 — 1.

Ciag liczb (P,) jest zatem okre$lony wzorami: rekurencyjnymi
Py=0, P,.1=2-P,+2""'—1 dlan>0.
Znéw obliczmy kilka poczatkowych wyrazéw ciagu (P,):

Py =0,
Pl=2-0+2'-1=1,
Py=2-14+22—-1=5,
P3=2-5+4+23-1=17,
Py =2-17+2% -1 = 49,
Py =2-49+ 2% — 1 =129,
Ps=2-129+2% -1 =321
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i tak dalej. Tu domyslenie sie wzoru ogdlnego jest trudniejsze. Mozna jednak zauwazyc¢,

ze
Pp—1=-1=(-1)-2°

P—-1=0=0-2,
P,—1=4=1-22
P;—1=16=2-23
Py—1=48=3.2%
P;—1=128 =4-2°,
Ps—1=320=5-2°
i tak dalej. Widzimy juz wzoér ogdlny
P,=(n-1)-2"+1
dla n = 0,1,2,... Sprawdzenie poprawnosci tego wzoru przez indukcje jest prostym

¢wiczeniem.

5. Metoda czynnika sumacyjnego

Réwnanie rekurencyjne otrzymane w ostatnim paragrafie mozna rozwigzaé¢ w sposob
nastepujacy. Rozwazmy ciag (Q,,) okreslony wzorem
P,
Qn = 2—: dla n > 0.
Wowczas oczywiscie Qg = 0. Podzielmy teraz obie strony réwnania
Py =2-P,+2"1 1

przez 2"*1. Otrzymamy

P,y P, 1
2n+1 = 2_n+1_ 2n+1’
czyli
1
Qn1=Qn+1— on+1
dlan =0,1,2,... Wypiszmy teraz otrzymane zaleznosci dla poczatkowych wartosci n:
1
1=Qo+1- o1
1
Q2=Q1+1- 52
1
Q3 =Q2+1- 53
1
Q4 = QB +1-— ?7
1
Qn—l = Qn—Q +1- 271—_17
1
Qn:Qn—1+1_2_n-
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6 Wyklad 4

Dodajemy teraz te rownosci stronami i po skréceniu jednakowych sktadnikéw wystepu-
jacych po obu stronach, otrzymujemy

Mnozymy obie strony przez 2", otrzymujac
Po=n-2"—(1+4+2+4+.. 42" H=n-2" - (2" -1)=(n—1)-2" + 1.
Powstaje pytanie, w jaki sposéb dobieramy na poczatku ciag (Q,,) i liczbe, przez ktéra
dzielimy obie strony rownania rekurencyjnego. Popatrzmy zatem na ten problem nieco
ogdlniej. Przypusémy, ze mamy dane trzy ciagi (a,), (bn) i (¢,) oraz, ze ciag (t,) jest

okreslony wzorami rekurancyjnymi
to=1%, anptn+1 =0bpt, +c, dlan>0.
Wybieramy nastepnie ciag (s,) (tzw. czynnik sumacyjny) o tej wlasnosci, ze
QnSp = bn—l—lsn—l—l

dlan =0,1,2,... Nastepnie mnozymy obie strony réwnania

ptnt1 = bptn + Cn

przez sp:
ansntn+1 = bnsntn + CnSn;
czyli
bn+13n+1tn+1 = bnSntn + Cnsn
dlan =0,1,2,... OkreSlamy teraz ciag (u,) wzorem
Up = bnsntn
dlan=20,1,2,...1 wypisujemy n poczatkowych rownan:

U1 = Ug + CoSo,
Uy = U1 + €151,

U3 = Ug + C282,

Up = Up—1 + Cr—1Sn—1.

Dodajemy stronami otrzymane rownosci i po skréceniu dostajemy

n—1
Up = Ug + E Ck Sk,
k=0
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czyli

n—1
1
tn = b . (boSot + Z Ck5k>

k=0

dlan=20,1,2,...

W naszym przykladzie mieliémy a, = 1, b, = 2 oraz ¢, = 2"T! — 1. Dobieraliémy
czynnik sumacyjny s, tak, by a,S, = bptr1Sn+1, czyli s, = 25,41. W tym momencie
wybor

jest juz naturalny.

6. Ro6wnania rekurencyjne liniowe pierwszego rzedu o zmiennych wspétczyn-
nikach — c. d.

W ostatnim przykladzie mieliémy do czynienia z ciggiem zdefiniowanym za pomoca
réwnania rekurencyjnego liniowego postaci

to =1, aptpn+1 =0but,+c, dlan>0,

w ktérym ciagi (ay,) i (by) byly stale i tylko wyrazy ciagu (c,) zalezaly od n. Znamy
jednak dobrze ciag zdefiniowany rekurencyjnie, w ktorym wspotczynnik b, zalezy od n.
Jest to silnia:

0l=1, (n+1)!=Mnm+1)-n dlan>0.

W tym paragrafie przyjrzymy sie zastosowaniu metody czynnika sumacyjnego do zna-
lezienia wzoru ogolnego dla ciggu zdefiniowanego podobnymi wzorami. Przypusémy, ze
ciag (an) jest zdefiniowany wzorami

ap=1, apy1=Mm+1)-a,+1 dlan>1.

Definiujemy ciag (b,,) wzorem

a
b, = —
n!
dlan =0,1,2,... Nastepnie dzielimy obie strony rownania

apy1=Mm+1)-a,+1

przez (n + 1)!. Otrzymujemy
Apt1 G 1

CE T
dlan=20,1,2,..., czyli

1
b =b —
dlan =0,1,2,... Podobnie jak w poprzednich paragrafach otrzymujemy stad
b 1 1 1 1 1 1
n = 0+ﬁ+i+...+m—a+ﬁ+i+...+m,
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8 Wyklad 4

czyli
o 1 1 1
dlan =0,1,2,... Dla duzych n mamy zatem a,, ~ n!-e.

7. Suma odwrotnosci wspétczynnikéw dwumianowych

Metode czynnika sumacyjnego mozemy zastosowaé takze do obliczenia nastepujacych
dwoch sum. Oznaczmy:

n
—k
T, =S L —n. S, —T, czyli Tn:gb’n.
k=0 (k)
Nastepnie:
n n n
1 1 1 k
Sn:1+ T:1+ n (n—1 :1+_ n—1\
k=1 (k) k=1 E(k—l) n k=1 (k—l)
1 —k+1
=1+ - — =1+ '(Sn—1+Tn—1>:
n (n 1)
k=0 \ k
1 1 1 n—1
:1+_'Sn—1+_'Tn—1:1+_'Sn—1+—'sn—1:
n n n 2n
n+1
= : Sn—l +1
2n
dlan=1,2,3,... Mamy zatem réwnanie rekurencyjne postaci S,, = a,S,—1 + 1, gdzie
an = ”2—J;L1 Takie réwnania umiemy rozwigzywac¢ za pomoca czynnika sumacyjnego.

Dobieramy czynnik s, tak, by byty spelnione réwnosci s,a, = s,—1 dla wszystkich
n > 1. Przyjmujemy

Sn—1
Gn

so=1 oraz s, = dla n > 1.

Wtedy otrzymujemy:
SnSn = SnanSn—l + Sn

czyli

SnSn = Sn—lsn—l + sn
dlan = 1,2,3,.... Przyjmujac nastepnie U, = s,S,, otrzymujemy réwnanie rekuren-
cyjne

Uy=1, U,=U,_1+s, dlan>1.
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To réwnanie rekurencyjne oczywiscie ma rozwiazanie w postaci sumy:

Un:UO+ZSk
k=1

dlan =0,1,2,... Nietrudno zauwazy¢, ze czynniki sumacyjne s,, sa rowne

B S0 B 1 _ﬁ 2k 2"
Sn_alaQ-...-an_alag'...~an_k_1k+1_n+1

dlan =1,2,3,... Ponadto so = 1. Stad otrzymujemy

N 7
U:l =
" +kz_:1k+1 — k+1
dlan =0,1,2,... Ostatecznie:
g _ 1 2”: 2 n41 2”: 2k pl 2kl g1 ok
. _ . SRy Loy
e I T e B T e R T et
oraz
1
n(n+1) o 2k
Tn= 5z 2%
k=1
dlan=0,1,2,...

8. Co trzeci wspolczynnik dwumianowy

W tym paragrafie obliczymy sume

" /3n 3n

=2 () =2 (%)

k=0 3|k

dlan =0,1,2,... W drugiej sumie wskaznik k przebiega wszystkie liczby podzielne przez
3, dla ktoérych dodawany sktadnik jest niezerowy. Przypominamy tu, ze kazdy wiersz
trojkata Pascala traktujemy jako skladajacy sie z nieskoficzenie wielu wspotczynnikéw
dwumianowych, wérod ktérych jest tylko skonczenie wiele réznych od zera. Tej umowy
bedziemy sie trzymac¢ we wszystkich rozwazanych dalej sumach. Przystapimy teraz do

ulozenia rownania rekurencyjnego dla ciagu (.S,,).

Przyjrzymy sie doktadniej strukturze trojkata Pascala. Mamy obliczy¢ sume co trzeciego
wyrazu w co trzecim wierszu tego trojkata. Pamietamy, ze kazdy wyraz tréjkata Pascala
jest suma dwéch wyrazow stojacych bezposrednio nad nim, z jego lewej i prawej strony.
Te wyrazy z kolei sg sumami wyrazow stojacych wyzej itd. Sprobujemy wyrazi¢ sume
co trzeciego wyrazu wiersza o numerze 3n + 3 za pomoca analogicznej sumy wyrazow
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10 Wyklad 4

wiersza o numerze 3n. Popatrzmy w tym celu na przyktadowy fragment trojkata Pascala
(wiersze od n =9 do n = 12):

a O 0O & O 0O & O 0O &
e o o o ¢ 0 0 © 0 © Q0
©c o 0 o ¢ © <o © ©0 O 0 0

o 0O 0O & 0O 0O & ©0 O & O 0O o

Na powyzszym rysunku nie wpisaliSmy liczb. ZaznaczyliSmy tylko miejsca, na ktérych
sie znajduja dwoma znakami: # i . Okazuje sie bowiem, ze dla uzyskania rownania
rekurencyjnego zupelnie nie jest istotne, jakie liczby dodajemy, ale wazne jest to, na
jakich miejscach sie one znajduja. I tak symbolem # sa oznaczone te miejsca w trojkacie
Pascala, gdzie znajduja sie liczby, ktore bedziemy sumowaé¢. Symbolem O oznaczone
sg wszystkie pozostate miejsca w tym tréojkacie. Teraz popatrzmy, jak liczby stojace
na miejscach # najnizszego wiersza powstaja z liczb stojacych w wierszu potozonym
najwyzej na naszym rysunku:

a0l oo © 4 0 0 &
o ool v v v 0 9 O ©

o ol1onoep 0 © © 0 0 0 0O 0

o 0O 0O & 0O O & ©0 O & O 0O &

Symbole # i © sg teraz w ramkach. Pojedyncza ramka oznacza, ze dana liczba byta
uzyta jeden raz do obliczenia odpowiedniej liczby dolnego wiersza. Takimi sa na przyktad
liczby drugiego wiersza od dotu. Jednak w trzecim wierszu od dotu pojawia sie juz liczba,
ktoéra zostata uzyta dwa razy: po jednym razie do obliczenia kazdej z obramowanych
liczb drugiego wiersza od dotu. W najwyzszym wierszu naszego rysunku niektore liczby
maja nawet trzy ramki: te, ktore byly potrzebne do obliczenia liczby w podwdjnej ramce
nizszego rzedu. Tak samo bedzie dla kazdej interesujacej nas liczby najnizszego rzedu.
Mozemy to zapisa¢ w postaci wzoru:

3n+ 3 B 3n 43 3n 43 3n n 3n
3k - \3k—3 3k —2 3k—1 3k

Nietrudno teraz dostrzec zalezno$¢ rekurencyjna (przyjmujemy, ze sumowanie rozciaga
sie na wszystkie niezerowe wyrazy danej sumy):

s (1) B (1) ) s

3|k 3tk 3|k
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Roéwnania rekurencyjne 11

dlan=20,1,2,...

Wzér ten mozemy otrzymaé tez za pomoca bezposrednich obliczen:
<3n—|—3> _ <3n+2) N <3n—|—2) _
3k 3k —1 3k
_ (3n+1) N (3n+1) N (3n+1) N (3n+1)
3k —2 3k —1 3k —1
3n+1 3n—+1 3n+1
:<3k—2)+2 (3/<;—1) ( )
3n 3n +1 3n 3n
:<3k—3)+(3k—2) <3k—2)+ (3k—1)+(3k—1)+<3k):
() =2 (o) + 0 (0™0) (o)
3k —3 3k —2 3k —

Stad wynika, ze (pamietamy, ze sumowanie rozciaga sie na wszystkie niezerowe wyrazy
danej sumy):

Sn+1 = g (BnBZ 3) B g <3k3ﬁ 3) +3'; (3/14;3ﬁ 2) +3'; <3/7<;3ﬁ 1) +§ (22)

Teraz nalezy zauwazyc¢, ze
3n 3n
2 (Sk:—B) =2 (Bk)
k k
3n

W obu sumach wystepuja bowiem te same sktadniki niezerowe ( . ) wiersza o numerze
3n: te mianowicie, dla ktorych liczba k jest podzielna przez 3. Mamy zatem

3n+3
k

dlan=20,1,2,...
Nietrudno zauwazy¢, ze So = 1. Pozostaje nam wyprowadzenie wzoru ogdlnego na S,
ze wzoréw rekurencyjnych

So=1, Spp1=3-22"-65,=3.-8"—-5, dlan>0.

Wyktady z kombinatoryki
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Mozemy to osiagnac¢ bardzo prosto wyrazajac S,t2 za pomoca S:

Spio=23-8"Tt_§, ,=3.8""1_3.8"+ 3,
czyli

Sny2 =S, +21-8".
Teraz juz tatwo zauwazy¢, ze dla liczby nieparzystej n mamy

Sp =81 +21- (8 +8% ... 482

i ze wzoru na sume ciggu geometrycznego otrzymujemy

8" — 8" —8 8" -2
Sp=2421- 57— =2 =
i 3

Dla n parzystych skorzystamy ze wzoru rekurencyjnego:

S,=3-8"t_g ,=3.8""1_ 2

3

Laczac razem otrzymane wzory dla n parzystych i n nieparzystych dostajemy wzor

Sn:i@?;) _ 8 2=

3
k=0

Roéwnanie rekurencyjne

S()zl, Sn+1:3'8n—5n dlanZO

Wyklad 4

gnt—2 9.8t _grly2 842

mozna rozwiazaé tez za pomoca czynnika sumacyjnego. Zdefiniujmy ciag (7,,) wzorem:

T, = (-1)"-S,

dlan=20,1,2,...1 pomnézmy obie strony rownania

Sn+1 :3871_5”
przez (—1)"*1. Otrzymamy

(_1)n+1 'Sn—l—l —3. (_1>n+1 . 8™ + (_1>n Sm
czyli

Tpir =T — 3 (~1)"-8" =T, — 3 (—8)
Stad juz latwo stwierdzimy, ze (pamietajac, ze Ty = 1):
T,=To—3-(-8)°"—=3-(-8)'—...-3-(-8)"!
=To—3 - (1+(—8)°+(-8)>*+...

(—8)" -1 (—8)" -1
— Ty —3.~ L T~ —
0 —8—1 + 3

Wyktady z kombinatoryki
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Poniewaz T, = (—1)" - S,,, wiec

dlan=20,1,2,...
Dowéd kombinatoryczny. Réwnanie rekurencyjne
So=1, S,11=3-8"-5, dlan>0
mozna tez otrzymac za pomoca rozumowania kombinatorycznego. Mamy bowiem
Sy = ]{A C[3n]: 3| |A\H

dlan =0,1,2,... Mozemy teraz zastanowi¢ sie, jak wygladaja podzbiory zbioru [3n + 3|
o liczbie elementéw podzielnej przez 3. Te podzbiory mozemy pogrupowaé w cztery
zbiory:
1) A C [3n], gdzie 3 | |4],
2) A=BU{3n+1,3n+2,3n+ 3}, gdzie B C [3n]i3||B|,
3) A=BU{3n+ 1} lub A = BU{3n+ 2} lub A = BU {3n + 3}, gdzie B C [3n]
i|B|=2 (mod 3),
4) A=BU{3n+1,3n+2}lub A= BU{3n+1,3n+3} lub A = BU{3n+2,3n+3},
gdzie B C [3n]i|B|=1 (mod 3).
W pierwszej i drugiej grupie mamy po S, zbioréw, w trzeciej i czwartej mamy lacznie
3. (23" — S,) zbioréw. Stad otrzymujemy réwnanie

Spi1 =28, +3-23"—-35,=3.8"—5,,.

Rozwiazanie algebraiczne. Zadanie obliczenia sumy S,, mozna rozwiaza¢ metodami
algebry. W tym celu wezmy zespolony pierwiastek trzeciego stopnia z jednosci:

3 =1.

Wtedy e jest pierwiastkiem réwnania 2 — 1 = 0, czyli (z — 1)(z? + 2 + 1) = 0. Stad
wynika, ze nierzeczywisty pierwiastek tego réwnania spelnia rownanie

e +e+1=0.
Obliczymy teraz dwoma sposobami sume
(149" + (1 4+ ') 4 (1 + %)™,
Najpierw skorzystamy ze wzoru dwumianowego Newtona:
(14+2" + (1) 4+ (1 +£2)%" =

3n 3n 3n 3n o 3n
0-k 1-k 2k _
(F)er e () (V) -

k=0 k=0 k=0

3n 3n
( k)(so + ¥ 4 £2F).

o
o

Wyktady z kombinatoryki
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Popatrzmy teraz, jak wygladaja sumy
14 b &2

dla réznych k. Oczywiscie dla liczb k podzielnych przez 3 dodajemy do siebie trzy
jedynki. Zatem suma jest rowna 3. Niech teraz k = 3l + 1. Wtedy

1+ef ek =143 c4e.2=14c+2=0.

Podobnie dla k = 3] + 2 stwierdzimy, ze ta suma réowna jest 0. Zatem, kontynuujac
przerwane obliczenia, dostajemy

i (3:)(50+5k 42ty = En:?,(g?;) _ 3';”:—0 @Z)

k=0 k=0

Nastepnie obliczymy te samg sume bez odwolywania sie¢ do wzoru Newtona. Mamy
wtedy:

T+ +(1+eh) + (14" =
(1+13 <1+€>3n+(1+€2>3n_

)P+ (—e)n =

)

— 23n (
— 23n ( 1>3n 6n ( 1)3n 3n

+(=

& =
_ 23n 1" —1)" 3\n _
= (e + (1) ()" =
= 29 4 (~1)" 4 (-1)" =
=23 L 2. (1)
W tym dowodzie korzystaliSmy z oczywistych réwnosci:

(-1)*" = (-1)", 1+e=—€? 1+&*=—c

Poréwnujac wyniki obu obliczen, otrzymamy:

" /3n
3. — n . _ n
(3k) 8" +2-(—1)",
k=0

czyli ostatecznie

Z”: @Z) _ 8" +2?; (="

k=0

9. Nieporzadki

W tym paragrafie rozwigzemy znane nam juz zadanie o liczbie nieporzadkéw. Mamy
zadanie:

Wyktady z kombinatoryki
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e Piszemy n listéw i adresujemy n kopert. Na ile sposobéw mozemy wtozy¢ te listy
do kopert tak, by zaden list nie trafit do wtasciwej koperty?

Ponumerujmy listy i koperty liczbami od 1 do n; zaktadamy przy tym, ze list o numerze
k powinien trafi¢c do koperty o numerze k. Popatrzmy teraz na ciag numeréw listow
wtozonych do kopert: a; jest numerem listu wlozonego do koperty z numerem 1, as
jest numerem listu w kopercie z numerem 2 i tak dalej. Ogolnie aj jest numerem listu
wlozonego do koperty o numerze k. Oczywiscie ciag liczb (a1, as, . .., ay) jest permutacja
zbioru liczb od 1 do n. Bedziemy uzywaé¢ znanego oznaczenia permutacji: permutacje
(a1,a9,...,an_1,a,) 0znaczamy symbolem

1 2 ... n—1 n

ay az ... Qap—1 (07
wskazujac w ten sposdb w gérnym wierszu numery kopert i pod nimi w dolnym wierszu
numery listéw, ktoére trafity do kolejnych kopert.
Przypomnijmy, ze liczba k jest punktem stalym permutacji (ay,...,a,), jesli ax = k,
tzn. jesli liczba aj stoi na swoim, tzn. k-tym miejscu. Interesuje nas liczba nieporzad-
kéw, czyli tych permutacji, ktére nie majg punktéw statych, tzn. permutacji (aq, .. ., ax)
takich, ze zadna liczba aj nie stoi na swoim miejscu:

D, = H(al,...,an): Vk (ak ;ék)}’

Przyjrzyjmy sie, w jaki sposob mozemy pogrupowac¢ nieporzadki. Popatrzmy na n-ta
koperte. Mogt do niej trafi¢ jeden z n —1 listéw: kazdy z wyjatkiem n-tego. Niech zatem
bedzie to list o numerze k. Mamy teraz dwa przypadki.

Przypadek 1. List o numerze n trafit do koperty z numerem k. Inaczej méwiac, listy
z numerami n i k ,zamienily sie” kopertami. Mamy wiec sytuacje:

1 2 3 ... k ... n—=1 n
ai; ay a3 ... N ... G@p-1 k

Oczywiscie wtedy pozostale listy (a jest ich n — 2) musza tez by¢ ,wymieszane”, czyli
ich numery muszg tworzy¢ nieporzadek zbioru pozostatych liczb:

(1 2 3 ... k=1 k+1 ... n—l)
ay az asg ... Qgp—1 Ak4+1 ¢ o | '

Tak wtozy¢ te n — 2 listy do kopert mozna na D,,_5 sposobéw. Inaczej moéwiac, istnieja
D,,_5 nieporzadki n liczb, w ktorych na n tym miejscu stoi dana liczba k i na k-tym
miejscu stoi liczba n. Uwzgledniajac liczbe mozliwych k (jest ich n — 1) widzimy, ze
w tym przypadku mamy tacznie (n — 1)D,,_s sposobéw wlozenia listéw do kopert.
Popatrzmy na przyktad. Przypusémy, ze listy o numerach 5 i 2 zamienily sie miejscami.
Istnieja 2 nieporzadki zbioru liczb {1, 3,4}:

1 3 4 1 3 4
3 4 1 4 3 1)°

Wyktady z kombinatoryki
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Z nich powstaja 2 nieporzadki liczb od 1 do 5, w ktérych 2 i 5 zamienity sie miejscami:

134\ (12345
3 4 1 354 1 2)
134 _ (12345
4 31 451 3 2

Przypadek 2. List o numerze n trafit do koperty z numerem [, przy czym k # [. Mamy

wiec sytuacje:
1 2 3 ... 1 ... n—1 n
a; ay az ... N ... apn—1 k)’

Wtedy na chwile przektadamy listy: list o numerze n wkladamy do wladciwej (tzn.
n-tej) koperty, a list o numerze k wkltadamy do koperty z numerem [ (czyli zamieniamy
miejscami k-ty i n-ty list):

1 2 3 ... 1 ... n—1 n
ai a2 a3 ... k ... ap_1 n/)°

Po tej zamianie mamy jeden list (o numerze n) we wladciwej kopercie i pozostate n — 1
listow doktadnie wymieszanych, tzn. ich numery tworza nieporzadek n —1 liczb od 1 do

n—1:

12 3 ... 1 ... n—1

ay az ag ... k ... Ap—1 '
Odwrotnie, jesli mamy nieporzadek liczb od 1 do n—1, to wktadamy list z numerem n do
n-tej koperty, a nastepnie zamieniamy listy z numerami k£ i n, otrzymujac nieporzadek
n numerow listow. Mamy D,,_1 nieporzadkéw liczb od 1 do n — 1 i z kazdego takiego
nieporzadku dostajemy jeden nieporzadek n liczb, w ktérym na miejscu n-tym stoi
liczba k. Uwzgledniajac liczbe mozliwych k, dostajemy w tym przypadku (n — 1)D,,_4
sposobow wlozenia listow.

Popatrzmy na przyktad. Istnieje 9 nieporzadkdéw liczb od 1 do 4:

) (i)
) (i7e) G
) Gt

7 kazdego z tych dziewieciu nieporzadkow otrzymamy jeden nieporzadek liczb od 1 do

N W =W =W
WNN NN W
— W W s W
W N =N =N
N W DN W — W
—
~_

VR
W =
N =N =N
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5, w ktérym na miejscu pigtym stoi liczba 2:

1234_}12345H12345
2 1 4 3 21 4 3 5 5 1 4 3 2)°
1 2 3 4 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
— —
2 3 41 2 3 4 15 5 3 4 1 2)°
1234_}12345H12345
2 41 3 2 41 3 5 5 4 1 3 2)°
1 2 3 4 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
— —
3 1 4 2 31 4 25 3 1 4 5 2)°
1234_}12345H12345
3 4 1 2 34 1 2 5 3 4 1 5 2)°
1 2 3 4 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
— —
3 4 2 1 3 4 2 15 3 4 5 1 2)7
1234_}12345H12345
4 1 2 3 4 1 2 3 5 4 1 5 3 2)°
1 2 3 4 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
— —
4 3 1 2 4 3 1 2 5 4 3 1 5 2)°
1234_}12345H12345
4 3 2 1 4 3 2 1 5 4 3 5 1 2)°

Lacznie mamy w obu przypadkach (n — 1) - (D,—2 + D,,—1) sposob6éw wlozenia listow.
Poniewaz Dy = 0 oraz Dy = 1, wiec otrzymujemy réwnanie rekurencyjne:

D1 = 0, D2 = 1, Dn = (n — 1) . (Dn_g + Dn—l) dla n > 2.

Zwroémy uwage na to, ze otrzymaliSmy réwnanie rekurencyjne drugiego rzedu: do
obliczenia kolejnego wyrazu ciggu musimy zna¢ dwa poprzednie wyrazy. Zajmiemy sie
teraz poszukiwaniem wzoru ogdlnego na liczbe nieporzadkéw.

Definiujemy nowy ciag:
E,=D,—nD, 4

dla n > 2. Wtedy mamy:
En = Dn - nDn_l = _(Dn—l - (n - 1>Dn—2) = _En—l-
Ciag (E,) jest wiec ciagiem geometrycznym o ilorazie —1, ktérego poczatkowym wyra-
zem jest Ey. Mamy zatem
E,=Ey-(—-1)""2,

Poniewaz Ey = Dy — 2D = 1, wiec ostatecznie otrzymujemy

Wyktady z kombinatoryki
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czyli
Dn = ’I’LDn_l + (—1)”

Otrzymane nowe rownanie rekurencyjne ciagu (D,,) umiemy juz rozwiaza¢ metoda czyn-
nika sumacyjnego. Podzielmy obie strony ostatniego rownania przez n!:

Dn nDn_l (—1)”
YR R

Y

czyli
D, D, _ -1
Dn _ )
n!  (n—1)! n!
Definiujemy ciag (G, ) wzorem
D,
G,=—
n!
dlan=1,2,3,... Wtedy
_1)»
Gn=Gn_1+ ( ) )
n)

skad tatwo wynika, ze

_ (-1D%  (=1)*  (-1)* (=1)"
G, =G+ o1 + i + 1 4+ ...+ .

Poniewaz G; = 0, wiec ostatni wzér mozemy zapisa¢ w postaci

C
T

G,=1+

Stad otrzymujemy ostatecznie

(=" (=1*  (=1)° (=" — (=1)*
Dn:n!<1—|— T + o + 3l + ...+ o )zn!-];) o

dlan =1,2,3,...Dladuzych n mamy znane juz przyblizenie D,, ~ n!-e~! ~ 0,367879n.

10. Sortowanie szybkie
Analizujac Sredni czas dzialania algorytmu tzw. sortowania szybkiego (ang. quicksort)
dochodzimy do nastepujacego réwnania rekurencyjnego:

9 n—1

Co=0, Ch=n—-14+=-Y Cy dlan>1.
n
k=0

Zauwazmy, ze kazdy wyraz C,, (dla n > 1) ciagu okreslonego tym réwnaniem zalezy od

wszystkich wyrazéw poprzednich. Pierwszym krokiem na drodze do znalezienia wzoru
ogoblnego bedzie zmniejszenie rzedu rekurencji. Pomnézmy obie strony réwnania

n—1
2
Ch=n—-1+=.Y"C
n—1+--> G

k=0

Wyktady z kombinatoryki
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przez n. Otrzymamy réwnanie

n—1

nC, =n(n — 1)+220k.
k=0

Podstawmy w tym réwnaniu n + 1 w miejsce n:

n

(n+1)Chi1=n(n+1)+2 Z Ch.
k=0

Nastepnie odejmijmy stronami otrzymane réwnania:
(n+1)Chy1 —nC, =n(n+1) —n(n—1)+2C,,

czyli
(n+1)Chy1 = (n+2)C, + 2n.

Otrzymalismy rownanie rekurencyjne liniowe pierwszego rzedu, ktére mozemy rozwiazaé
metoda czynnika sumacyjnego. Podzielmy teraz obie strony otrzymanego rownania przez
(n+1)(n+2)

Cn_|_1 . Cn 2n

n+ 2 _n+1+(n+1)(n+2)

i wprowadZzmy ciag pomocniczy (D)) okreslony wzorem

dlan=20,1,2,... Mamy wowczas

2n 4 2
Dpi1 =D, =D, -
i N CEE ) R R

dlan=20,1,2,... Stad dostajemy

n—1 4 n—1 9
RS SR it
— k+ 2 Pt kE+1
Poniewaz Cy = 0, wiec Dy = 0. Przyjmijmy nastepnie oznaczenie

"1
Hy =0, Hn:;E dla n > 0.

Liczby H, nazywamy liczbami harmonicznymi. Wowczas

Z%HZLL‘Z%:‘L(HWA—U
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oraz

i
o
3

>
I
=
>
I
—

Stad wynika, ze

2
Dy, =4(Hp41 — 1) —2H, = 2Hp 1 +2(Hpyq — Hy) —4=2H, 11 + g
n

1

Poniewaz Hp11 = Hp + 17,

wiec

4n

4
D,=2H,+—— —4=2H, — ——.
n+1 n+1

Stad ostatecznie otrzymujemy
Cn=(Mn+1)D, =2(n+1)H, —4n
dlan=20,1,2,...

11. Ciag Fibonacciego

Ciag liczb Fibonacciego pojawil sie po raz pierwszy w ksiazce Leonarda z Pizy (zwanego
Fibonaccim) Liber abaci przy okazji zadania o rozmnazaniu krélikow. Zobaczymy teraz
inne zadanie kombinatoryczne prowadzace do tego samego ciggu.

Zadanie. Zaba skacze z kamienia na kamien. Kamienie leza jeden za drugim i sa ponu-
merowane liczbami naturalnymi od zera; zaba startuje z kamienia zerowego. W jednym
skoku potrafi ona przeskoczyé¢ z jednego kamienia na nastepny lub o dwa kamienie da-
lej. Zaba moze wykonywaé po sobie skoki réznych dlugosci. Na przyklad, na czwarty
kamien moze dostac sie skaczac cztery razy na odleglos¢ jednego kamienia lub skaczac
dwa razy, za kazdym razem na odlegto$¢ dwdch kamieni, lub tez skaczac raz na odlegtosé
dwoch kamieni i dwa razy na odlegtos¢ jednego kamienia. Te ostatnia mozliwo$¢é moze
zrealizowaé na trzy sposoby, skok podwojny moze by¢ pierwszym, drugim lub trzecim
skokiem. Oto mozliwe drogi zaby na czwarty kamien:

W\/—\A
a a a a a
0 1 2 3 4
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Lacznie ma wiec pie¢ réznych sposobow dostania sie na czwarty kamien. A ile istnieje
sposobow dostania sie na n-ty kamien?

Oznaczmy przez F), liczbe drog zaby na n-ty kamien. Oczywiscie F; = 1. Na kamien
z numerem 1 zaba moze dostac si¢ tylko w jeden sposéb — ma wykonac jeden pojedynczy

skok:
7 A
A a
0 1

Nastepnie F5 = 2. Na kamien z numerem 2 zaba moze dosta¢ sie dwoma sposobami —
wykona¢ dwa skoki pojedyncze lub jeden podwdjny:

/—v—\
a a a
0 1 2

7 T\

a a a
0 1 2

Zobaczmy teraz, na ile sposobow zaba moze sie dosta¢ na kamien o numerze n + 2.
Ma ona F), réznych drég na kamien o numerze n i F,, 1 drég na kamien o numerze
n+ 1. Poniewaz ostatni skok zaby jest skokiem podwojnym z kamienia o numerze n lub
pojedynczym z kamienia o numerze n + 1, wiec lacznie istnieje F),, + Fj, 11 drog zaby
na kamien n + 2. A wiec Fj, 1o = F,+1 + F),. Zatem na trzeci kamien zaba moze dostac
sie na 1 4+ 2 = 3 sposoby, na czwarty na 2 + 3 = 5 sposobéw i tak dalej. Zauwazmy, ze
jesli przyjmiemy Fy = 1 (co jest catkiem naturalne: istnieje jeden sposéb dostania sie
na kamien o numerze 0, mianowicie nie robié nic), to okaze sie, ze Fy = Fy + F. Zatem
ciag (Fy,) jest okre$lony wzorami

F(): 1, F1 :1, Fn+2:Fn+1+Fn dlanZO

Otrzymane réwnanie rekurencyjne jest réwnaniem drugiego rzedu; widzieliSmy juz ta-
kie réwnania przy okazji nieporzadkéw. Jest to tzw. réwnanie liniowe (kolejny wyraz
jest kombinacja liniowa poprzednich) jednorodne (nie ma ,wyrazu wolnego”) o statych
wspdélezynnikach (w powyzszym wzorze sa one rowne 1). Istnieje dos$é prosta metoda
znajdowania wzoru ogdlnego dla ciagéw okreslonych réwnaniami liniowymi jednorod-
nymi o statych wspoélczynnikach. W nastepnym paragrafie pokazemy te metode dla
ciagow okreslonych takimi rownaniami drugiego rzedu.

12. Réwnania rekurencyjne liniowe jednorodne drugiego rzedu o stalych
wspolczynnikach

Moéwimy, ze ciag (t,) liczb zespolonych spelnia réwnanie rekurencyjne liniowe, jedno-
rodne o stalych wspotczynnikach, jesli istnieja liczby ag, ax—1, - . ., a1, ag takie, ze ap # 0,
ag # 0 oraz dla wszystkich liczb naturalnych n zachodzi réwnosc¢

ak tnyk +arp—1 - tnyk—1+...+a1 - th41 +ao-t, =0. (4.1)

Mowimy tez, ze to rownanie rekurencyjne jest réwnaniem rzedu k.
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Jedli ciag liczb zespolonych (t,,) spelnia réwnanie rekurencyjne rzedu k, to kazdy wyraz
tego ciagu, poczawszy od ak, jest jednoznacznie okreslony za pomoca k poprzednich
wyrazoéw. Na przyktad, dla ciggu okreslonego réwnaniem (4.1) mamy

a1 a ao
k k k

Jesli bedziemy znali pierwsze k wyrazéw tego ciagu, to za pomoca réwnosci (4.2) be-
dziemy mogli wyznaczy¢ wszystkie nastepne wyrazy tego ciagu. Zauwazmy roéwniez, ze
z warunku ap # 0 wynika, iz mozemy ograniczy¢ sie do rozpatrywania réwnan reku-
rencyjnych postaci (4.1), w ktérych ar = 1. Wystarczy bowiem obie strony naszego
réwnania rekurencyjnego podzieli¢ przez ai, by otrzymac rownanie rownowazne.
Zauwazamy nastepnie, ze jesli dwa ciagi liczb zespolonych (t,) i (u,) spelniaja réwnanie
rekurencyjne (4.1), to ciag (v, ) okreslony wzorem

v, =c¢c-t, +d-uy,
(dlan=0,1,2,...) tez speklnia to réwnanie. Mianowicie

ApVUptk + Q-1 Untk—1+t ...+ a1 VUpg1 + Q0 Uy =
=c-(aptpsk +agp—1 tnsk—1+ ...+ a1 tpr1 +ao-ty)+
+d-(apUpir + Qp—1  Unik—1 + ..+ a1 - Upy1 + Qg - Up) =
=c-04+d-0=0.

Stad wynika, ze ciagi liczb zespolonych spelniajace réwnanie rekurencyjne (4.1) tworza
podprzestrzen liniowg przestrzeni wszystkich ciagdéw o wyrazach zespolonych. Poniewaz
wyrazy to,t1,...,tk—1 Wyznaczaja jednoznacznie caly ciag, wiec ta podprzestrzen ma
wymiar k. Stad wynika, ze jesli znajdziemy k liniowo niezaleznych rozwigzan réwnania
(4.1), to kazde rozwiazanie réwnania bedzie pewna kombinacja liniowa tych k rozwiazan.
W przypadku k = 2 chcemy zatem znalez¢ dwa liniowo niezalezne rozwiazania.

Nietrudno zauwazy¢, ze réwnania rekurencyjne jednorodne rzedu 1 definiuja ciagi geo-
metryczne:
lnt1 = ¢q - tn.

Préobujemy znalezé ciagi geometryczne spetniajace rownanie rzedu 2. Przypu$émy wiec,
ze mamy dany ciag liczb zespolonych (¢,,) spelniajacy réwnanie

tn+2 +a- tn—|—1 + b- tn = 0. (43)

Szukamy takiego ilorazu ¢, réznego od zera, by ciag okreslony wzorem t,, = ¢" spelniat
réwnanie (4.3). Ten iloraz ¢ musialby zatem spelnia¢ réwnanie:

qn+2 4 aqn—l—l 4 bqn — O,

czyli
¢ +ag+b=0. (4.4)
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A zatem, jesli liczba ¢ jest ilorazem ciaggu geometrycznego spetniajacego réwnanie re-
kurencyjne (4.3), to jest ona pierwiastkiem réwnania kwadratowego (4.4). Nietrudno
zauwazy¢, ze 1 na odwrot, jesli liczba q jest pierwiastkiem réwnania kwadratowego (4.4),
to ciag geometryczny okreslony wzorem t, = ¢" spelnia réwnanie rekurencyjne (4.3).
Rownanie

?+ax+b=0 (4.5)

jest zwykle nazywane réwnaniem charakterystycznym rownania rekurencyjnego
(4.3). Mamy teraz dwa przypadki w zaleznosci od liczby rozwiazan réwnania charakte-
rystycznego.

Przypadek 1. Réwnanie charakterystyczne (4.5) ma dwa rozne pierwiastki (rzeczywiste
lub zespolone) ¢ i g2. Wtedy mamy dwa ciagi geometryczne speliajace rownanie (4.3).
Rozwiazanie ogdlne réwnania rekurencyjnego (4.3) ma zatem postaé

tn:C'Q?"f_d'qg

dlan =0,1,2,... Wspétczynniki c i d wyznaczamy z uktadu réwnan otrzymanego przez
wstawienie n = 0 i n = 1 do rozwiazania ogdlnego. Przyjmujac n = 0, otrzymujemy
réwnanie

c+d= to.

Przyjmujac n = 1, otrzymujemy réwnanie

qic+ qad = ty.
Uktad réwnan
{ c+d= to
@ic+ged =1t
zawsze ma rozwigzanie, gdyz
1 1
=q — 0.
’ o @ @—qF

Zatem dwa poczatkowe wyrazy ciagu (t,) pozwalaja wyznaczy¢ jednoznacznie liczby ¢
i d, a wiec okreslaja jednoznacznie caly ciag (t,).

Popatrzmy na kilka przyktadow. Rozwiazmy najpierw réwnanie rekurencyjne
to = 3, tl = 7, tn+2 — 5tn+1 + 6tn =0 dlan Z 0.

Réwnanie charakterystyczne 22 — 52 + 6 = 0 ma dwa pierwiastki rzeczywiste z; = 2
oraz xro = 3. Stad wynika, ze ciag (¢,) jest okreslony wzorem ogdlnym

t,=c-2"+d-3"

dlan =0,1,2,... Wspdlczynniki c i d wyznaczamy z uktadu réwnan powstalego przez
podstawienie n =0in = 1:
{ c+d=3
2c+3d =7
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Rozwiazujac ten uktad rownan, otrzymujemy ¢ =2 i d = 1. Zatem
t, = 2"t 43"

dlan=0,1,2,...

Mozemy teraz wyznaczy¢ wzoér oginy dla ciagu liczb Fibonacciego. Roéwnanie rekuren-
cyjne ciaggu F),, ma postac

F():l, Flzl, Fn+2—Fn+1—Fn:O dlanzO

Jego réwnanie charakterystyczne

2 —r—1=

ma dwa pierwiastki

1++5 1—
o= oraz [ =
2 2

Zatem rozwiazanie ogdlne rozwazanego réwnania rekurencyjnego ma postac

IS

F,=c-a"+d-pg"
dla pewnych wspélczynnikéw c i d. Wspdtezynniki te wyznaczamy z uktadu réwnan

{ c+d=1
ac+ fBd =1

Ten uktad rownan ma nastepujace rozwiazanie:

Stad otrzymujemy

an+1—ﬁn+1 1 <1+\/5>n+1<1\/5>n+1

FTL:—:—'
2 2

V5 V5

Otrzymany wzor ogdlny jest nazywany wzorem Bineta.

Rozwiazmy jeszcze jedno rownanie rekurencyjne
to = 1, tl = 4, tn+2 — 2tn+1 + Qtn =0 dlan > 0.
Réwnanie charakterystyczne 2 — 22 + 2 = 0 ma dwa pierwiastki zespolone

r1 =141 oraz x5 =1-—1.

Wyktady z kombinatoryki



Roéwnania rekurencyjne 25

Stad wynika, ze ciag (t,) jest okreslony wzorem og6lnym
th=c-(1+1)"+d-(1—-1)"

dlan =0,1,2,... Wspdlczynniki c i d wyznaczamy z uktadu réwnan powstalego przez
podstawienie n =0in = 1:

c+d=2
(I+i)e+(1—-1)d=2

Rozwiazujac ten uktad rownan, otrzymujemy

1-—3i d 1+ 31
e T = .
C 9 oraz 9

Zatem 1 3i 1+ 3
—3i i
b= —5—" (1+1)"+ :

dlan=0,1,2,...
Jest oczywiste, ze ciag (t,) ma wyrazy rzeczywiste (nawet catkowite). Otrzymany wzor

odwotuje sie jednak do liczb urojonych. Okazuje sie, ze dos¢ tatwo mozemy z powyzszych
wzoréw zespolonych otrzymaé postaé rzeczywisty rozwigzania. Mamy bowiem

1—|—i:\/§-<cos%+i-sin%>,
1—i=v2- (cos —i-sin 7).
Ze wzoru de Moivre’a otrzymujemy
1—3i . 1431 :
tn = 5 (141" + (1= =
1 — 3i n . 1+ 3i n o
= 5 1(\/5) -<cos%+1~sm%)+ ;1(\/5) -(cos%—ysmnél—W):
27’L
:(‘/2_) -((1—31)(cos%—i—i-sin%)—l—(l—k?)i)(cos%—i-sin%)):
:(\/5)71-(008%4—35111%).

Pokazemy teraz, ze te postac rzeczywista mozemy uzyska¢ takze nieco inna metoda.

Rozpatrujemy zatem przypadek, gdy rownanie charakterystyczne (4.5) ma wspdlczyn-
niki rzeczywiste, ale nie ma pierwiastkdéw rzeczywistych (czyli ma dwa sprzezone pier-
wiastki zespolone). Oznacza to, ze w réwnaniu (4.5) mamy a? < 4b. Stad wynika, ze
b > 0. Niech wiec b = 2. Wtedy

a\?2 a?
— ) =— < 1.
(27“) 4b <
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Zatem a
o < 1.
Stad wynika, ze istnieje liczba ¢ taka, ze
a
g, = —cose.

Roéwnanie rekurencyjne (4.3) przyjmuje teraz postaé
thyo —2rcosy - tpi1 + r’t,, = 0. (4.6)
Mozna teraz sprawdzié, ze ciag (t,) okreslony wzorem
tn, =1"(c-cosny +d-sinny)

(dlan = 0,1,2,...) jest rozwiazaniem ogdélnym réwnania (4.6). W dowodzie korzysta
sie z nastepujacych tozsamosci trygonometrycznych:

2 cos acos B = cos(a + () + cos(a — )

oraz
2cosasin f = sin(a + ) +sin(8 — ).

Szczegbdly tego dowodu pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Przypadek 2. Réwnanie charakterystyczne (4.5) ma jeden pierwiastek podwdjny q.
Mamy wtedy tylko jeden ciag geometryczny (¢") spelniajacy réwnanie rekurencyjne
(4.3). Potrzebne jest drugie rozwiazanie. Sprawdzimy, ze takim drugim rozwiazaniem
jest ciag liczb postaci n - ¢". Mianowicie rownanie charakterystyczne naszego rownania
rekurencyjnego ma postac

2> +ar+b=0.

Takie réwnanie ma jeden pierwiastek podwéjny, gdy a? = 4b i ten pierwiastek jest réwny

Poniewaz ¢ jest tym pierwiastkiem podwdjnym, wiec
2qg+a=0.
Teraz sprawdzamy, ze ciag (ng™) spelnia réwnanie rekurencyjne (4.3):
tngs + atniq + bty =0,

czyli
(n+2)¢""? +a(n+ 1)g" ™ + bng" = 0.
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Przeksztalcamy to réwnanie w sposob réwnowazny:

4(n+2)¢"? 4 da(n + 1)¢" ! + 4bng™ = 0,
4(n 4+ 2)¢" " + da(n 4+ 1)¢" ™ + a’ng" = 0,
q" - (4(n+2)¢* + 4a(n + 1)g + a®n) = 0,
q" - (n(4¢® + daq + a*) + 4¢(2¢ + a)) = 0,

q" - (n(2q +a)? + 4q(2¢ + a)) =0,
q" - (2q+a)- (n(2g+a) +4q) = 0.

Ostatnie rownanie jest spelnione, gdyz
2¢+a=0.
Teraz mamy juz dwa niezalezne rozwiazania réwnania rekurencyjnego (4.3):
t, =q" oraz t,=nq",
a wiec mamy rozwiazanie ogoblne:
th,=c-q" +d-nqg",

czyli
t, = (c+dn)-q¢"

dlan=0,1,2,... Wspétczynniki ¢ i d wyznaczamy — podobnie, jak w przypadku 1 — z
uktadu réwnan otrzymanego przez podstawienie n =0 in = 1 do wzoru ogdlnego:

C:t()
{(c+d)q :tl

Znéw dowolne wartosci tg i t1 wyznaczaja jednoznacznie wspolczynniki ¢ i d, a wiec
tym samym rozwiazanie réwnania rekurencyjnego.

Popatrzmy na jeden przyktad. Rozwiazmy réwnanie rekurencyjne
to = 1, tl = 6, tn+2 — 4tn+1 + 4tn =0 dlan Z 0.

Réwnanie charakterystyczne 22 —4x 44 = 0 ma jeden podwdjny pierwiastek rzeczywisty
x = 2. Stad wynika, ze ciag (¢, ) jest okreslony wzorem ogdlnym

th,=c-2"+d-n-2" =(c+dn)-2"

dlan =0,1,2,... Wspdlczynniki c i d wyznaczamy z uktadu réwnan powstalego przez
podstawienie n =0in = 1:

{@m)éi
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Rozwiazujac ten uktad rownan, otrzymujemy ¢ =11 d = 2. Zatem

t, =(2n+1)-2"
dlan=20,1,2,...
13. Réwnania rekurencyjne liniowe jednorodne wyzszych rzedéw o stalych
wspolczynnikach
Rozpatrzone wyzej dwa przypadki daja w sumie pelna analize réwnania rekurencyj-
nego (4.3)czyli réwnania liniowego jednorodnego o stalych wspélezynnikach, rzedu 2.

Przypadek ogdélny réwnan jednorodnych wyzszych rzedéw rozpatruje sie podobnie. Dla
réwnania (4.1) w analogiczny sposéb definiujemy jego réwnanie charakterystyczne:

arz® +ap_12" '+ ...+ a1z + a9 = 0. (4.7)

Nastepnie znajdujemy jego wszystkie pierwiastki (uwzgledniajac pierwiastki zespolone
i wielokrotne)
r1,72y...,Tk.

Przypu$émy najpierw, ze wszystkie pierwiastki sa rézne (tzn. wszystkie maja krotnosé
1). Wtedy rozwiazanie ogdlne ma postaé

tn =177 +cory + ...+ cpTy. (4.8)

Przypusémy nastepnie, ze niektore pierwiastki réwnania (4.7) pokrywaja sie (czyli mamy
do czynienia z pierwiastkiem wielokrotnym). Dla ustalenia uwagi, niech na przyklad
ry =19 =...=1; =71, tzn. r jest pierwiastkiem krotnosci [. Wtedy zamiast sumy

ari +...+arf’
w rozwiazaniu (4.8) bedziemy mieli sume
r™(cy 4+ can +ezn® + ..+ an!™1).

W taki sam sposéb postepujemy dla kazdego pierwiastka wielokrotnego, rzeczywistego
lub zespolonego. Szczegdlowe sformulowanie tego twierdzenia i jego dowod odlozymy
do nastepnego wyktadu.

14. Rownania rekurencyjne liniowe niejednorodne drugiego rzedu o stalych
wspolczynnikach

Zajmiemy sie teraz réwnaniami niejednorodnymi. Przypusémy wiec, ze mamy réwnanie
niejednorodne rzedu k:

ak tntk +ag—1 tnyk—1+ ...+ a1 thy1 +ag-tp = f(n) (49)
Zajmiemy si¢ najpierw réwnaniami, w ktorych funkcja f ma szczegdlna postacé:

f(n) =" -w(n),
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gdzie c jest liczba zespolona, a w(n) jest wielomianem stopnia d zmiennej n. Wtedy ciag
(t,,) spelnia pewne rownanie rekurencyjne jednorodne rzedu k+d+1, ktérego wielomian
charakterystyczny ma postac

(akxk +ap_ 12"+t ar+ ap)(r — c)‘“’l = 0.

Takie réwnania juz potrafimy rozwiaza¢. Musimy tylko zwréci¢ uwage na to, ze do
rozwigzania tego rownania potrzebujemy k + d + 1 wartosci poczatkowych. Mamy za$
podane tylko k wartosci poczatkowych (bo réwnanie (4.9) jest rzedu k). Pozostate d+ 1
warto$ci musimy sami wyznaczy¢ z réwnania (4.9). Pozostaje wiec tylko uzasadnié,
ze rOwnanie (2) rzeczywiscie sprowadza sie w taki sposéb do réwnania jednorodnego.
Nie przeprowadzimy tu dowodu w calej ogdlnosci, ograniczymy sie tylko do jednego
przypadku, gdy réwnanie (4.9) jest rzedu 2 i wielomian w(n) jest stopnia 1. Mamy
zatem réwnanie

tnio + atpy1 + bty = " (pn + q). (4.10)

Podstawiamy w nim za n kolejnon +11in + 2:
tnts + atpyo + bty = c”+1(p(n +1)+q). (4.11)

tnta + atpys + bty o = c”+2(p(n +2)+q). (4.12)

Nastepnie mnozymy réwnanie (4.10) przez c?, réwnanie (4.11) przez (—2c) i dodajemy

otrzymane réwnania do réwnania (4.12). Nietrudno sprawdzié¢, ze po prawej stronie
otrzymamy zero i cate r6wnanie bedzie miato postac

tnia + (@ — 20)tny3 + (b —2ac+ c*)tpyo + (ac® — 2bc)t, 41 + bc?t,, = 0. (4.13)
Rownanie charakterystyczne tego réwnania rekurencyjnego ma postac
x* + (a — 2¢)2® + (b — 2ac + *)a? + (ac® — 2bc)z + be? = 0. (4.14)
Teraz wystarczy zuwazy¢, ze lewa strona rownania (4.14) rozklada sie na czynniki
2t 4 (a = 2¢)2 + (b — 2ac + )2 + (ac® — 2bc)x + bc® = (22 + ax + b)(z — ¢)*

Zatem rzeczywiscie ciag (t,) spelnia réwnanie rekurencyjne jednorodne, ktérego row-
nanie charakterystyczne ma zadang postac.

W podobny sposéb mozna rozwiaza¢ nieco bardziej skomplikowane réwnania niejedno-
rodne. Jedli funkcja f w rownaniu (4.9) ma postaé

f(n) =cf -wi(n) +c5 - wa(n) + ...,

gdzie wy(n), w2(n),. .. sa wielomianami stopni odpowiednio dy, ds, . . ., to ciag (t,) spel-
nia rOwnanie rekurencyjne jednorodne, ktorego réwnaniem charakterystycznym jest

(ape® +ap_ 12"+ Farw Fag)(z — )T (@ — cp) L
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Dowéd tego stwierdzenia pominiemy.

15. Uktady réwnan rekurencyjnych

Rozwiazywanie uktadéw réwnan rekurencyjnych omoéwimy na jednym przyktadzie. Roz-

wiazemy uktad réwnan
to =2

ug = 3
tn+1 = 6tn + 4un

Upt+1 = tp + 3unp

Sprowadzimy ten uklad rownan do jednego rownania liniowego drugiego rzedu. Najpierw
w roéwnaniu
tn—|—1 = 6tn + 4'LLn

podstawimy n + 1 w miejsce n. Otrzymamy
tngo = 6tns1 + Qingq = Otpy1 4+ 4+ (bn + 3un) = 6tpgq + 4ty + 12uy,.
Teraz podstawiamy 4u,, = t,4+1 — 6t,:
tpto = 6tpy1 + 4ty + 3 (the1 — 6t,) = 6ty41 + 4t + 3ty — 188, = Yty — 142,
Otrzymalismy réwnanie rekurencyjne
tpto — 9,1 + 14t, = 0.
Jego réwnaniem charakterystycznym jest:
z? —9x + 14 =0,

czyli
(r—=2)(x—T7)=0.

Stad wynika, ze ciag (t,) jest okreslony wzorem og6lnym
t,=c- 7" +d-2"
dlan =0,1,2,... Wspétczynniki c i d obliczamy z uktadu réwnan

{ C+d:t0:2
7C+2d:t1:24

Otrzymujemy c =4 id = —2. A wigc
tn=4-7T"—2.2" =4.7" —2ont!
dlan=0,1,2,... Wz6r ogdlny ciagu (u,,) otrzymujemy z réwnania t,,+1 = 6t,, + 4u,:

Ay =typ1 —6t, =4- 7" 902 _oq. g pontl — 4.7 g4 90t
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czyli
Up = T 4 2"

dlan=20,1,2,...
Ten uktad rownan, dzigki wyjatkowemu doborowi wspotczynnikéw, mozna tez rozwia-
za¢ prosciej, nie odwotujac si¢ do rozwiazywania rownan liniowych drugiego rzedu. Za-

uwazmy bowiem, ze
{ t() +ug = 5

tn—|—1 + Upy1 = 7 (tn + ’LLn>,
skad dostajemy ¢, +u, =5-7" dlan =20,1,2,... Nastepnie

tnt1 = 4(ty + un) + 2t, = 2t, +20- 7".
Teraz zauwazamy, ze
tpgo — Ttpge1 = 21 +20- 7" — 148, —20- 7" =2 (t, 1 — Tt,).
Stad wynika, ze

bngt — Tty = (t — Tto) - 2" = (24 — 14) - 2" =10 - 2",

Zatem
tpy1 = 2t, +20-7" =Tt, +10- 2",
czyli
5t, =20-7" —10-2™.
Ostatecznie

tp =4 7" — 2"

dlan =0,1,2,... Wzér ogdlny ciagu (u,) otrzymujemy teraz z réwnosci t,, +u, = 5-7™:
Up =5-T" —t, =5-T"—4- 7" 42" =77 4 2 H]
dlan=0,1,2,...

16. Liczby Catalana

Przypomnijmy z wyktadu 1, ze liczbg Catalana C),, nazywamy liczbe funkcji niemaleja-
cych f:[n] — [n] spelniajacych warunek

fky<k dlak=1,2,...,n.

Warunek ten nazwiemy w skrécie warunkiem Catalana (spelnionym w zbiorze [n]).
Przyjmujemy ponadto, ze Cy = 1. PoznaliSmy wzoér ogdlny:

C - 1 (Qn)
n+1 n
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W tym paragrafie poznamy réwnanie rekurencyjne, za pomoca ktorego mozna zdefi-
niowac¢ ciag liczb Catalana. Gléwny pomyst wyjasnimy najpierw na wykresie. Niech
f : [n] — [n] bedzie funkcja niemalejaca spelniajaca warunek Catalana. Oto wykres
takiej funkcji f (na rysunku przyjeto n = 15).

A
Y
n
+ ®
+ e o
k 9 o o
+ )
+ o o o
+ e o o
1+ & @
/ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 -
T T T T T T T T T T T T T -
1 k noz

Warunek Catalana oznacza, ze punkty tworzace ten wykres nie moga leze¢ ponad prosta
o réwnaniu y = z. Niech k bedzie najwieksza liczba = taka, ze f(x) = x (na rysunku
mamy k = 10). Taka liczba istnieje, bo z warunku Catalana wynika, ze f(1) = 1. Prosta
pionowa o réwnaniu x = k dzieli ten wykres na dwie cze$ci: na lewo od niej mamy
wykres funkcji niemalejacej f | [k — 1] : [k — 1] — [k — 1] spelniajacej warunek Catalana
(w zbiorze [k — 1)):

A

Y
k -0
+ °
T o o o
T e o o
1+ & @
Il Il Il Il Il Il Il Il Il »
T T T T T T T T T L
1 k T

Oczywiscie istnieje Ck_1 takich funkcji. Zastanéwmy sie teraz, co sie dzieje na prawo
od prostej x = k. Po pierwsze zauwazamy, ze f(k+1) = k. Z warunku Catalana wynika
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bowiem, ze f(k+1) < k+ 1. Z drugiej strony liczba k byla najwieksza liczba z taka, ze
f(x) = x. Zatem f(k+ 1) < k + 1. Poniewaz funkcja f jest niemalejaca oraz f(k) =k,
wiec f(k+1) > k. Lacznie to daje f(k+1) = k. Poniewaz dla x > k mamy f(z) < x, wiec
punkty wykresu funkcji f lezace na prawo od prostej x = k nie moga leze¢ nad prosta
o réwnaniu y = x— 1. Odpowiednio przesuwajac osie uktadu wspétrzednych, otrzymamy
wykres pewnej funkcji niemalejacej g : [n — k] — [n — k] spelniajacej warunek Catalana
(w zbiorze [n — k|):

v

I
1
T
—
N, V‘\
SR
N, N,
=T @ .
SR
[ J

1+ o
1

Istnieje C,_x takich funkcji. Zatem kazdy wykres funkcji niemalejacej f : [n] — [n]
spelniajacej warunek Catalana w zbiorze [n| wyznacza jednoznacznie pare funkcji nie-
malejacych spelniajacych warunek Catalana: jedna okreslona w zbiorze [k — 1] i druga
okreslona w zbiorze [n— k]. Odwrotnie, kazda taka para funkcji wyznacza jednoznacznie
funkcje f. Musimy bowiem przyja¢ f(k) = k i umiesci¢ odpowiednio wysoko wykres
drugiej funkcji (wiemy przy tym, jak wysoko: pierwsza wartos$¢ jest bowiem rowna k).
Poniewaz k moze by¢ dowolng z liczb od 1 do n, wiec otrzymujemy réwnanie rekuren-
cyjne

n n—1
Co=3 Ci1-Co =) Ci-Cnoj
k=1 k=0
dlan=1,2,3,...

Podamy teraz $cista definicje obu funkcji wyznaczonych przez funkcje f. Pierwsza funk-
cja jest oczywiscie f | [k — 1]. Druga funkcje g : [n — k] — [n — k] definiujemy wzorem

g(x)=f(z+k)—k+1 dlaze[n—Ek
Oczywiscie funkcja g jest niemalejaca. Ponadto

gx)<z+k—k+1=x+1,
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czyli g(x) < z. To wynika z okre§lenia liczby k: dla > 1 mamy bowiem f(z+k) < z+k.
Funkcja g spelnia wiec rzeczywiscie warunek Catalana w zbiorze [n — k|. Wyznaczenie
wzoru definiujacego funkcje f, gdy znane sa funkcje f | [k — 1] i g pozostawiamy jako
¢wiczenie.

Podsumowujac, liczby Catalana moga by¢ zdefiniowane nastepujacymi wzorami reku-

rencyjnymi:
n—1

Co=1, Cp=>» CpChjy dlan>1
k=0
Korzystajac z powyzszego rownania rekurencyjnego obliczymy kilka poczatkowych liczb
Catalana:
Co =1,
C,=C3=1,
Cy = CyC1 + C1Cy =2CCh = 2,
C3=CoCo +C1C1 +C5Cy=2+1+2=05,
Cy=CoCs5+C10y+C3C, +C3Cy =5+2+2+5=14,
Cs =CoCy +C1C5+ C3C, +C3Cy +C4C1 =14+ 5+ 445+ 14 = 42.

Pokazemy jeszcze jeden przyklad zadania prowadzacego do liczb Catalana. Niech e be-
dzie dziatlaniem nietgcznym w pewnym zbiorze A. Wtedy wynik n-krotnego wykonania
tego dziatania na elementach ai,as,...,a,41 zalezy od rozmieszczenia nawiasow. Na
przyktad dla n = 3 mamy 5 sposobéw rozmieszczenia nawiasow, gdy wykonujemy dzia-
lanie e na elementach a,b,c,d € A:

ae(be(ced)), ae((bec)ed), (aeb)e(ced), (ae(bec))ed, ((aeb)ec)ed.
Dla n = 4 mamy 14 sposobéw rozmieszczenia nawiasoéw:
ae(be(ce(dec))) (aeb)e(ce(dec)) (ae(bec))e(dec)
ae(be((ced)ee)) (aeb)e((ced)eec) ((aob)ec)e(dec)
ao((boc (dee))
ae((be cod ec)
ao((boc )ee)

(be(ced)) )
boco )

d)) ee
boc )

(((aob)oc) d)oe

(as(
(as
((ae b
((ae

Domysélamy sie, ze liczba rozmieszczen nawiaséow jest liczba Catalana. Wykazemy, ze
tak jest.

Niech B,, bedzie liczbg rozmieszczen nawiaséw przy n wykonywanych dziataniach. Przyj-
mujemy, ze By = 1. Mamy teraz n > 1 i n + 1 elementéw aq,as,...,a,+1 zbioru A.
Ostatnie dziatanie, ktére mamy wykonaé dzieli te n + 1 elementéw na dwie grupy:

(a1...aK41) ® (Agy2 .. Apy1).

W pierwszej grupie musimy wykonaé¢ k dzialan, w drugiej n — k — 1 dziatan. Oczywiscie
moze by¢ k = 0, gdy lewa grupa sktada sie tylko z jednego elementu:

a; @ (CLQ .. .an+1).
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W prawej grupie musimy wykona¢ wtedy n — 1 dziatan. Z drugiej strony lewa grupa
moze sktadac sie z co najwyzej n elementow; w prawej bedzie wtedy tylko jeden element:

(a1...an) ®ant.

W lewej grupie mamy wtedy do wykonania n —1 dziatan, w prawej ani jednego. Podzial

(a1 . ak—|—1> ® (ak+2 N an+1)

moze by¢ dokonany na BB, — k — 1 sposobéw: mozemy rozmiesci¢ nawiasy w lewej
grupie na By sposobdéw i na B,, — k — 1 sposobow w prawej. Stad dostajemy réwnanie

n—1
By = BoBu—1+BiBu_2+...+ Bu1Bo = Y BiBu_j-1
k=0

dlan =1,2,3,... Otrzymalidmy zatem to samo réwnanie co w przypadku liczb Cata-
lana. Stad wynika, ze B, = C,, dlan =0,1,2,...

Znamy wiele zadan prowadzacych do liczb Catalana. Oto jeszcze dwa z nich. Istnieje
14 drzew majacych 4 wierzchotki takich, ze kazdy wierzchotek ma co najwyzej 2 lezace
bezposrednio nizej (mozna od niego i8¢ w lewo, w prawo, w obie strony lub w zadna):

SR
EROTepe
K& S

Ogodlnie: istnieje C,, drzew majacych n wierzchotkow o powyzszej wlasnosci.

Liczby od 1 do 8 mozna na 14 sposobéw ustawi¢ w tablicy o 4 kolumnach i dwoch
wierszach tak, by w kazdej kolumnie i w kazdym wierszu liczby byly ustawione malejaco
(liczac od géry i od lewej strony:

(8 7 6 5] [8 7 6 4] [8 7 6 3] [8 7 6 2] {8754}

4 3 2 1] |53 2 1| |54 2 1] [543 1] |6 3 2 1
'8 7 5 3 8 7 5 2| [8 7 4 3] [8 7 4 2 8 6 5 4
6 4 2 1 6 4 3 1| |6 5 2 1] [6 5 3 1 7 3 2 1

0]
D
at
w
oo
D
ot
[\
0]
D
=~
w
0]
D
=~
[\
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Ogodlnie: istnieje C,, tablic o n kolumnach i 2 wierszach, w ktorych liczby od 1 do 2n
sa ustawione zgodnie z powyzszymi regutami (tzn. w obu wierszach liczby tworza ciagi
malejace, a w kazdej kolumnie liczba wigksza stoi nad mniejsza).

Wykazanie, ze w obu powyzszych zadaniach poszukiwana liczba (drzew i tablic) jest
liczba Catalana, jest nietrudnym ¢wiczeniem.

17. Zadanie olimpijskie

Na zawodach II stopnia XLIII Olimpiady Matematycznej zawodnicy mieli do rozwiaza-
nia nastepujace zadanie:

e Ciagi (x,,) i (yn) sa okreslone nastepujaco: g = yo = 1,

T, + 2 Cyr 2

Tptl = dlan=20,1,2,...

Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej n > 0 zachodzi réwnos¢é y,, = xon_.

Jedna z metod rozwigzania tego zadania polega na znalezieniu wzoréw ogélnych obu
ciagow i poréwnaniu tych wzoréw dla odpowiednich indekséw. Wyznaczenie wzoru ogdl-
nego ciagu (z,) mozna sprowadzi¢ do réwnania rekurencyjnego liniowego. Zdefiniujmy
bowiem dwa ciagi (a,) i (b,) wzorami: a9 = by = 1,

Gpt1 = Gp +2b,, bpi1=a,+b, dlan=0,1,2,...
Wéwcezas tatwo dowodzimy przez indukcje, ze

:cn:Z—n dlan=20,1,2,...

n

Podobnie jak w paragrafie 15 sprowadzamy uktad réwnan rekurencyjnych do rownania
drugiego rzedu
Ap42 — 2ap41 — ay = 0.

Réwnanie charakterystyczne 2 — 22 — 1 = 0 ma dwa pierwiastki
1 =14+V2, z3=1-+2.
Stad tatwo otrzymujemy rozwigzanie ogolne

. = V)" (- V2
" 2

oraz

(L4 VD)™ - (1= V)

by =
2v/2

1 ostatecznie otrzymujemy

Y S ) Kl Rl Ve) it

Tp = — =

T @V (L VR
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Uzyskanie wzoru ogélnego dla ciagu (y,,) jest bardziej skomplikowane. Ciag ten jest bo-
wiem zdefiniowany za pomoca réwnania nieliniowego i nie wida¢ zadnej ogdlnej metody
rozwigzywania takich réwnan rekurencyjnych. Postuzymy sie nastepujacym pomystem.
Najpierw obliczamy

y +1—\/§:y3+2_\/§:y§—2\/§yn+2: (Y — V2)?
n 2yn 2yn 2yn

i podobnie

yn+1+\/§:M,

2y,
Stad wynika, ze

Zdefiniujmy ciag (¢,) wzorem

yn—l-l_\/i (yn_\/§>2 _ (yn\/i>2

:yn_\/i
Yn + V2

Cn

Wobwcezas
2
cn"r 1= Cn )

skad wynika, ze

Teraz juz tatwo dostajemy

_ s lten 5 (V2P (- VYT
= = v v

Poréwnujac otrzymane wzory ogblne dostajemy y, = 2 .

Zadanie mozna tez tatwo rozwigza¢ bezposrednio przez indukcje. Najpierw dowodzimy
przez indukcje réwnos$¢ pomocnicza:

T2 +2
Ton+1 =
2z,
dla n = 0,1,2,... Sprawdzenie warunku poczatkowego (dla n = 0) jest oczywiste.

Przyjmijmy wiec, ze dla pewnego n mamy réwnosé

2 +2
Ton+1 =
22,
i dowodzimy, ze
_ :c% 11 +2
Lan43 = ﬁ
n+
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Przeksztalcamy najpierw lewa strone:

Tont1+2
_ Topp2t+2 ol T2 ~ (Tonp1 +2) + 2(x2np1 + 1)
T2n+3 = 1~ Z2np1t2 - 92 1
Ton+2 + T T 1 (Tant1 +2) + (T2ng1 + 1)
mfn—|—2

N 3$2n+1+4 N 3- 2% m +4 N 3($$n+2)+8$m .
2Tont1 +3  9.Zmt2 L3 2(x2 +2) 4+ 6z,

2%,

_ 3x2, + 82, 46
222 + 63y, + 4

Nastepnie przeksztalcamy prawa strone:

2
m+2
Top1 +2 _ (im+1) +2 _ (@ 2?2z +1)* _
2T 11 2. Zmt2 2(T + 2) (T + 1)
2k 4wy, + 44202 + 4z, +2 322, + 8z, +6
N 2(22, + 3z, +2) 222, 4 61y, + 4

W ten spos6b nasza rownosé pomocnicza zostata udowodniona. Teraz dowodzimy przez
indukcje, ze y, = Ton_1. Znéw sprawdzenie warunku poczatkowego (dla n = 0) jest
oczywiste. W kroku indukcyjnym mamy:

2
y yat2 _ (wna) 2 N
1= — f— n__ — n+l_1,
n+ % g1 2(2n—1)+1 2 1

co konczy dowdd.

18. Zadanie z zawod6éw matematycznych

Na XXI Austriacko-Polskich Zawodach Matematycznych zawodnicy rozwigzywali na-
stepujace zadanie:

e Rozwazamy n punktow Py, P, ..., P, polozonych w tej kolejnosci na jednej linii
prostej. Malujemy kazdy z tych punktoéw na jeden z nastepujacych koloréw: biaty,
czerwony, zielony, niebieski, fioletowy. Kolorowanie nazwiemy dopuszczalnym, je-
sli dla dowolnych dwdéch kolejnych punktéw P, Piyq (i = 1,2,...,mn — 1) oba sa
tego samego koloru lub co najmniej jeden z nich jest biaty. Ile jest dopuszczalnych
kolorowan?

Najpierw ustalmy terminologie. Powiemy, ze punkt jest kolorowy, jesli zostal poma-
lowany na kolor rézny od biatego; w przeciwnym razie nazywamy ten punkt bialym.
Definiujemy dwa ciagi (b,,) i (k,,) w nastepujacy sposéb: b, jest liczba dopuszczalnych
kolorowan n punktow takich, ze punkt P, jest bialy, k, zas jest liczba dopuszczalnych
kolorowan takich, ze punkt P, jest kolorowy. Wéwczas oczywiscie
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Nastepnie b,+1 = b, + k,,, bo jesli punkt P,4; jest bialy, to kolorowanie poprzednich
n punktéw jest dowolnym dopuszczalnym kolorowaniem zakonczonym punktem bialym
lub dowolnym kolorowym. Natomiast k,,+1 = 4b,,+k,,, bo jesli punkt P, jest kolorowy,
to kolorowanie poprzednich n punktow jest kolorowaniem dopuszczalnym zakonczonym
punktem bialym (i wtedy mamy 4 mozliwosci wyboru koloru dla P, ;1) lub kolorowym
tego samego koloru co P, 1.

Uktad réwnan rekurencyjnych
by = L, k1 = 4, bn+1 = b, + krm kn—l—l = 4b, + knp

rozwiazujemy tak jak w paragrafie 15, otrzymujac ostatecznie liczbe kolorowan dopusz-
czalnych réwna
3n+1 + (_1)n+1

bn+kn:bn+1: 9

To zadanie mozna rozwigza¢ bez uktadania réwnan rekurencyjnych. Nazwijmy blokiem
ciag punktow tego samego koloru. Kolorowanie dopuszczalne dzieli punkty P, ..., P,
na k blokéw (gdzie k = 1,2,...,n), wérod ktorych co drugi jest bialy, pozostale zas
kolorowe. Chcemy policzy¢ wszystkie sposoby takiego podzialu na bloki. Zauwazmy
najpierw, ze istnieje (” 1) sposobow podziatu n punktéow na k blokéw, bez uwzglednia-
nia koloréw. Musimy bowiem w wolne miejsca miedzy punktami wstawi¢ k — 1 kresek
oddzielajacych bloki od siebie. Teraz bedziemy rozpatrywaé¢ dwa przypadki:

1. Przypu$émy najpierw, ze liczba n jest parzysta: n = 2m. Ten przypadek dzielimy

na dwa podprzypadki:

la. Liczba blokéw jest parzysta (k = 2l, gdzie | = 1,2,...,m). Mamy wtedy [
blokéw biatych i | blokéw kolorowych. Mozemy dla nich wybraé kolory na 4!
sposobdéw. Uwzgledniajac to, czy pierwszy blok jest biaty, czy kolorowy, mamy
w tym przypadku 2 - 4! sposobéw wyboru koloréw blokéw kolorowych.

1b. Liczba blokéw jest nieparzysta (k = 21—1, gdzie [ = 1,2, ..., m). Jedli pierwszy
blok jest bialy, to mamy 4'~! mozliwoéci wyboru koloréw dla blokéw koloro-
wych; jesli za$ pierwszy blok jest kolorowy, to mamy 4' mozliwosci wyboru
koloréw. Lacznie mamy w tym przypadku 7 5. 4! mozliwosci wyboru koloréw.

Lacznie liczba kolorowan dopuszczalnych wynosi w tym przypadku

S (5h) e ()

Zauwazmy teraz, ze

2'4l — 9—-1 .22l — 9+(_1)2l_1 '22l—1
4 2
oraz
?.41 — E.QQZ — M.QQZ—Q
4 8 2 ’
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Stad wynika, ze w przypadku 1 mamy nastepujaca liczbe kolorowan dopuszczalnych:

om —1\ 94+ (-1 o, &K /2m—-1\ 9+ (—-1)*2 ., ,
= P S ) R S ) =
2(21—1) 2 +Z 20— 2 2

1
. (1 + 2)2m—1 + 5 . (1 _ 2>2m—1 —

2. Przypusémy nastepnie, ze liczba n jest nieparzysta: n = 2m + 1. Ten przypadek

znow dzielimy na dwa podprzypadki:

2a. Liczba blokéw jest parzysta (k = 2I, gdzie | = 1,2,...,m). Mamy wtedy [
blokéw biatych i | blokéw kolorowych. Mozemy dla nich wybraé kolory na 4!
sposobow. Uwzgledniajac to, czy pierwszy blok jest biaty, czy kolorowy, mamy
w tym przypadku 2 - 4! sposobéw wyboru koloréw blokéw kolorowych.

2b. Liczba blokéw jest nieparzysta (kK = 21 — 1, gdzie [ = 1,2,...,m + 1). Jesli
pierwszy blok jest bialy, to mamy 4~! mozliwoéci wyboru koloréw dla blo-
kéw kolorowych; jesli zas pierwszy blok jest kolorowy, to mamy 4 mozliwosci
wyboru koloréw. Lacznie mamy w tym przypadku 5. 4" mozliwosci wyboru
koloréw.

Lacznie liczba kolorowan dopuszczalnych wynosi w tym przypadku

m 2m m+1
Zqt

S (") 2 X ()

Podobnie jak w przypadku 1 pokazujemy, ze ta liczba jest réwna

3ntl 41
SR

W obu przypadkach mamy zatem 3 - (3"*! 4 (—1)"*!) kolorowan dopuszczalnych.
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