Powinnas byé ostrozna z takimi terminami jak
swysokie prawdopodobieristwo”. Nie chcemy,
by ktokolwiek wiedzial, ze jestes mentatem.

— Frank Herbert, Bdg Imperator Diuny

Kolokwium z RPiS, 14 grudnia 2022

Zadanie 1 (10 pkt). Mamy 9 skrzynek, ustawionych w kwadrat 3x3. Skrzynka A jest wiezowa
wzgledem B, jesli jest w tym samym wierszu albo tej samej kolumnie (skrzynka nie jest wiezowa
wzgledem samej siebie). W jednej ze skrzynek (losowo wybranej) Maltgosia ukryla nagrode. Zasady
gry sa nastepujace: Jas wskazuje jedna ze skrzynek, po czym Malgosia otwiera jedna ze skrzynek,
ktore sa wiezowe zaré6wno wzgledem skrzynki zawierajacej nagrode, jak i skrzynki wybranej przez
Jasia. Malgosia wybiera skrzynke, ktora otwiera, losowo (jesli s skrzynek spelnia te warunki,
Malgosia moze otworzy¢ kazda z nich z tym samym prawdopodobienstwem %, niezaleznie od tego,
gdzie jest nagroda i co wskazal Jas). Nastepnie Jas moze otworzy¢ k skrzynek (k € {1,...,8} jest
parametrem zadania).
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Zalozmy, ze Jas wybral skrzynke (1,1), a Malgosia otwarla skrzynke (1,2). Ktore k skrzynek
Jas powinien otworzy¢, by zmaksymalizowaé¢ prawdopodobieristwo otwarcia skrzynki z nagroda?
Oblicz to prawdopodobienstwo.

Zadanie 2 (10 pkt). Pelne drzewo binarne wysokosci n ma 2" — 1 wierzchotkow. Wstawiamy
do niego w losowy sposob wszystkie liczby 1,...,2" — 1 (kazda permutacja jest rownie prawdopo-
dobna).

a) [5 pkt.] Otrzymane ustawienie spelnia warunek kopca, jesli liczba w kazdym wierzchotku
v jest wieksza od kazdej liczby w jego poddrzewie. Oblicz prawdopodobieristwo, ze ustawienie
spelia warunek kopca.

b) [5 pkt.] Bledem nazywamy taka pare wierzchotkow (v, w), ze v jest przodkiem w, ale wartosé
w v jest mniejsza od wartosci w w. Niech X bedzie zmienng losowa okreslajaca liczbe btedéw. Podaj
funkeje tworzaca prawdopodobienstwa zmiennej losowej X, gx (t).

W obu podpunktach wystarczy poda¢ odpowiedz w postaci iloczynu (tzn. iloczynu wyrazen, z
ktorych kazde jest w postaci zwartej).

Zadanie 3 (10 pkt). Janek uwielbia gume do zucia. Kazda paczka zawiera kupon ze zdjeciem
pitkarza. Jest n réznych kuponoéw; jesli Janek zbierze wszystkie kupony, moze wzia¢ udzial w
loterii, w ktorej moze wygraé bilet na final Pucharu Swiata. Janek ma dobrych kolegow, ktorzy
tez zbieraja kupony, ale wola je kupowaé od niego. Zatézmy, ze dlai = 1, ..., n, po kazdym zebraniu
nowego i-tego kuponu, Janek zbiera pierwsze ¢ kuponéw, az ma dodatkowa kopie kazdego z nich,
zanim bedzie mogt zaakceptowaé nowy i 4+ 1 kupon w swojej kolekcji. Ile gum musi srednio kupié
Janek, by zebra¢ wszystkie kupony? Odpowiedz wystarczy podaé w formie O(f(n)).

Przyktadowo: w kolejnych gumach Janek znajduje kupony z nastepujacymi pitkarzami: Lewan-
dowski, Neymar, Xavi, Lewandowski, Lewandowski, Marta, Xavi. Janek nie moze zaakceptowaé
kuponéw Neymara ani Xavi, bo jeszcze nie zdobyt drugiego kuponu Lewandowskiego. Po zdobyciu
drugiego kuponu Lewandowskiego moze zaakceptowac kolejny nowy kupon (Marta), po czym be-
dzie musiat zdoby¢ kopie obu kuponow (trzeci Lewandowski, druga Marta) przed zaakceptowaniem
trzeciego, itd.

UWAGA: Kazde zadanie oddajemy na osobnej kartce czytelnie podpisanej imieniem,
nazwiskiem i numerem indeksu. Wszystkie odpowiedzi i obliczenia nalezy uzasadnié.



