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Zadanie 1.

Znajdz baze jadra i obrazu przeksztalcenia liniowego ¢ : R* — R3 danego
wzorem:

O(x1, 9, T3, 24) = (114209 — X3+ 304, 1+ T2+ 223+ T4, 201 + 3T+ 25+ 424).

Rozwigzanie. Jadro ¢
Szukamy takich wektorow, ktoére sa przeksztalcane w wektor zerowy. Zatem
musimy rozwigza¢ nastepujacy uktad rownan.

$1+21’2—l‘3+3$4:0
ZL‘1+172+21L'3+1'4:O
21‘1+3I2+$3+4.’L’4:O

Zapisujemy macierz wspotczynnikow i sprowadzamy ja do postaci schodko-
wej:

1 2 -1 3 1 2 -1 3| —ws
11 2 1 ~|11 1 2 1 ~
2 3 1 4 —wWp; — W2 0 0 0 0
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00 0 O 0 0 0

Rozwigzanie ogdlne jest postaci:

T = 31’3 - 2[['4
T, = —51'3 + T4

Stad wektory nalezace do przestrzeni rozwigzan, czyli ker ¢, mozna opisaé
nastepujaco:

(21, 2, k3, T4) = (—Dx3+x4, 3x3—224, 3, x4) = x3(—5, 3, 1,0)4x4(1, —2,0, 1).
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Czyli baza ker ¢ jest np. uktad A = {(-5,3,1,0),(1,—2,0,1)}.
Obraz ¢
Korzystamy z nastepujacego faktu:

Stwierdzenie. Niech ¢ : V. — W oraz {a,...,a,} bedzie bazq V. Wtedy
uktad {d(ar), ..., ()} rozpina przestrzen im ¢.

Wezmy baze R* zlozong z wektoréw e, s, €3, €4.

’7>
)

¢((1,0,0,0))
¢((0,1,0,0))
¢((0,0,1,0))
¢((0,0,0,1)) =

(1
(2 ,1,3
(-1,2,1)
(3, 1,4)
Zatem

im¢ = lin{(1,1,2),(2,1,3),(—1,2,1),(3,1,4)}.

Szukamy bazy sprowadzajac do postaci schodkowej macierz, w ktorej wier-
szach znajdujg sie powyzsze wektory:

1 1 2 1 1 2
2 1 3| —2uy 0 -1 —1
12 1| +w, |0 3 3
3 1 4] —3uy 0 -2 —2

FLatwo mozna zauwazy¢, ze szukana baza jest np. uktad {(1,1,2),(0,1,1)}.

Zadanie 2.

Zmajdz wzér analityczny przeksztatcenia liniowego
f:R* = R? takiego, ze (1,2,3,1) € ker f, (1,5,4,1) € ker f, (1,1,2) € im f,
(7,5,0) € im f.

Rozwigzanie. Przeksztalcenie liniowe jest jednoznacznie zdefiniowane po-
przez wyznaczenie wartosci na dowolnej bazie przestrzeni bedacej dziedzing
przeksztalcenia. Zauwazmy, ze (1,2,3,1),1,5,4, 1) sa liniowo niezalezne i sko-
ro naleza do ker f, to

f((1,2,3,1)) = (0,0,0)
f((1,5,4,1)) = (0,0,0)



Pozostaje dobraé dwa wektory tak, aby wraz z (1,2,3,1),1,5,4, 1) stanowity
baze R*. Wezmy e3 i e4 oraz niech

f((0,0,1,0)) = (1,1,2)
f((0,0,0,1)) = (7,5,0).

Tworzymy macierz ztozong z macierzy 4x4, w wierszach ktorej zapisujemy
wektory wybranej bazy R* oraz macierzy 4x3, w wierszach ktérej zapisujemy
odpowiednio wartosci przeksztatcenia na wektorach z poprzedniej macierzy.
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Wykonujemy operacje elementarne na wierszach, jednoczesnie dla obu macie-
rzy, tak, aby otrzymac macierz jednostkowa po lewej stronie. Wtedy dowiemy
sie jakie wartosci przeksztatcenie f przyjmie na wektorach jednostkowych, co
umozliwi zapisanie wzoru analitycznego.
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Zatem

J((w1, 29, 23, 24)) = 21 f(e1) + 22 f(€2) + 23 f(e3) + waf(€4) =
=T (—92 —7g —51) + Zo (—1 —1 2) + 1’3(1, 1,2) +$4(7,5,0) =
1

37 '3 73 33 3
2 2 1 1 2
= (—93:61 — 5372 + x5 + Tay, —7§x1 — ng + 23 + 514, —55331 — 51:2 + 21]3)

Zadanie 3.

Zmajdz liczbe przeksztalcen liniowych f : R® — R? spehiajacych warunki:

F(1L1,2)) = (2,1), £((2,3,7) = (2,3) 1 f((3,7,8)) = (2,5).



Rozwigzanie. Poste¢pujemy podobnie jak w poprzednim zadaniu. Tworzy-
my macierz analogicznag do tej z poprzedniego zadania i poprzez operacje
elementarne na wierszach doprowadzamy lewa macierz do postaci schodko-
wej.
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Zauwazmy, ze dla r # 2 i r # 5 wektory znajdujace sie w wierszach lewej
macierzy stanowia baze. Zatem dla kazdego takiego r przeksztatcenie jest
jednoznacznie wyznaczone.

Dla r = 2 ostatni wiersz potaczonych macierzy przyjmuje postac:

(00 0[-6 3]

Czyli musiatoby zachodzié¢ f((0,0,0)) = (—6,3). Ale wiemy, ze dla dowol-
nego przeksztalcenia liniowego ¢ wektor zerowy nalezy do ker ¢. Zatem nie
istnieje takie przeksztatcenie liniowe.

Dla r = 5 w ostatnim wierszu otrzymujemy same zera, zatem f jest prze-
ksztalceniem liniowym. Do pelnej definicji brakuje okreslenia f na trzecim
wektorze bazy. Dla ustalonego wektora warto$¢ przeksztatcenia mozna do-
bra¢ na nieskoniczenie wiele sposobéw (continuum).

Reasumujac:

e 1 # 21ir # 5: jedno przeksztaltcenie liniowe
e r = 2: zero przeksztatcen liniowych

e r = 5: nieskonczenie wiele (continuum) przeksztatcen liniowych.

Zadanie 4.

Niech Vi, Vo C V przy czymdimV =5, dimV; =3, dim Vs =4,V = V1 4+ V5.
Niech ¢: V — R5 bedzie liniowe, przy czym dim¢(V;) = dim¢(Vy) = 2.
Podaj wszystkie mozliwe wartosci dim ¢(V'). Dla kazdej z nich opisz przyktad
takiej sytuacji (np. biorac V = R® i podajac bazy Vi, Vs oraz wzdr na ¢).



Rozwigzanie. Zaczniemy od tego, ze wybierzemy jakas wygodng baze prze-
strzeni V. Uzywajac informacji o wymiarach, mozemy obliczy¢, ze

dimViNnV,=dimV, +dim Vs —dimV =3+4—-5=2.

Zatem jesli aq, g sa uktadem liniowo niezaleznych wektoréw z Vi NV, (baza
V1NV3), to mozna uzupenié go do bazy przestrzeni V; wektorem 3 € Vi (gdyz
dimV; = 3) oraz do bazy przestrzeni Vo wektorami 7, 7o € Va. Poniewaz
dim V; NV, = 2, to wektory ay, aw, 3, 71, 72 sa liniowo niezalezne (wynika z
konstrukeji tych wektorow). Zauwazmy, ze jest to baza przestrzeni V, gdyz
ten uktad jest uktadem pieciu liniowo niezaleznych wektorow w przestrzeni
5- wymiarowej. Zatem mamy:

Vv :lin{ahaQ?ﬂ? 71772}7
Vi :lin{aly&%ﬁ}?
Vy =lin{ay, ag, 71,72}

Okresdlmy przeksztatcenie ¢ na bektorach bazowych tak, zeby dim¢(V]) =
dim ¢(V3) = 2:

e Zalézmy, ze oy, as & ker ¢. Poniewaz dim ¢(V)) = 2 oraz znalezliSmy
dwa liniowo niezalezne wektory w dziedzinie, ktére nie naleza do jadra,

to uktad ¢(aq), ¢(as) stanowi baze ¢(V1), czyli musi byé¢ ¢(3) = 0.

Podobnie rozumujac w przypadku ¢(V3) dostajemy, ze ¢(v1) = ¢(12) =
0. Przeksztalcenie ¢ jest okreslone na wektorach z bazy tak, ze dim ¢(V/
2.

Na przyktad niech V' = R® z bazg standardows. Natomiast V; =
lin{ey, ea,e3}, Vo = lin{ey, €9, €4, 5 }. Przeksztalcenie ¢: R° — R® mo-
zemy okresli¢ wzorem:

¢(x1, 2, T3, 14, 75) = (71,22, 0,0,0).
W oczewisty sposéb dim ¢(R®) = 2.

o Zalézmy, ze cy & ker ¢, zas ¢(az) = 0 (czyli ap € ker ¢). Poniewaz prze-
strzen ¢(V;) ma wymiar 2 i jest rozpieta przez uktad {¢(ay), ¢(asz) = 0,
o(B)}, to ¢(B) # 0.

W podobny sposéb mozemy rozwazy¢ ¢(Vs). Przestrzen ¢(Vs) ma wy-
miar 2 i jest rozpicta praez {p(a), Blas) = 0, d(n), B(1n)}, zo-
tem tylko ¢(v1) albo ¢(72) jest rézne od 0 (zatdézmy, ze ¢(y1) # 0).
Ot6z dimker ¢ = dimlin{ag, 2} = 2, wiec dim¢(V) = dimim¢ =
dim(V) — dimker¢ =5 —2 = 3.

b}



Na przyklad niech tak, jak poprzednio V = R® z bazg standardows.
Natomiast Vi = lin{ey, e, e3}, Vo = lin{ey, eq, €4, e5}. Przeksztalcenie
¢: R> — R® okreslamy wzorem:

d(x1, T2, T3, 4, 5) = (21,0, T3, 24, 0).

Oczywiscie dim ¢(R?) = 3.
e Zaltézmy, ze obydwa wektory aq, as € kerg. Wowcezas
2 =dim¢(V}) = dimlin{o(B)} < 1,

co jest sprzecznoscia. Zatem rozwazylisSmy wszystkie mozliwe przypadki
i obraz przestrzeni V' w przeksztatceniu ¢ moze by¢ 2- lub 3-wymiarowy.

Zadanie 5.

Niech V =V, @&V, oraz f: V — W bedzie monomorfizmem. Udowodnij, ze
imf = f(V1) ® f(Va).

Rozwiazanie. Nalezy udowodnié, ze imf = f(V1) @ f(Va), czyli ze imf =
F(Vi) + (Vi) oraz £(Vi) 01 £(V) = {0},

Z zalozenia V = V) & V5. Niech zbior {aq, ag, ..., ax} bedzie baza V;, zas
zbiér {B1, Be, ..., 0} bedzie baza Vi, Wowezas zbior {ay, ..., ax, f1,..., 01}
jest baza V. Poniewaz f jest monomorfizmem, to ma trywialne jadro, a wiec
uktad {f(a1), f(@2),..., f(ag)} jest baza f(V1), uktad {f(51), f(B2),- -,
f(ﬁl)} jeSt baz@ f(‘/Q)) za$ uktad {f(al)a R f(ak)7 f(ﬁl)a T 7f(5l)} jeSt ba-

za f(V'). Poniewaz kazdy wektor z f(V') mozna jednoznacznie zapisaé jako
kombinacje liniowa wektoréw z tej bazy, to rzeczywiscie f(V) = imf =

f) @ f(Va).



