Krétki wyciag paru metod rozwigzywania zadan

Troche sie obawiamy, czy udostepniajgc ten plik nie wyswiadczymy niektorym niedzwiedziej
przystugi. 7 tego powodu wyraznie ostrzegamy, ze z tego pliku nie da sie nauczyé GAL-u,
poniewaz,

e Przedstawione tu metody (w liczbie ponad 50) trudno opanowaé na pamieé, za to dosé
latwo odtworzy¢, jesli sie zna stojaca za nimi teorie (ktorej nie przedstawiliSmy — to nie
skrypt).

e Caly ten plik dotyczy zadan praktycznych, ktore w zasadzie nie s GAL-em. (Nawet na
kolokwium nie daja 100% punktow, tylko najwyzej 60%. Zreszta patrz nizej.)

Dajemy go Wam po to, zeby sobie co§ powtorzy¢ / utrwali¢ / zrozumieé jakie$ detale niezrozu-
miane na ¢wiczeniach itp.

Aha, nawet jesli by sie dalto nauczy¢ stad GAL-u (na jakas troje), to nie warto, poniewaz

e Ten przedmiot ma swoj urok, ktory zwykt sie ujawnia¢ w zadaniach typu 5 na kolokwium.
Za to nie tutaj :)

e Jest to by¢ moze jedyny przedmiot na matematyce, dla ktorego stworzenie takiego spisu
metod jest w ogole mozliwe. Lepiej od razu zaczaé przestawiac si¢ na inny sposéb myslenia.

Mitej lektury! :)

1 Przestrzenie liniowe, bazy

1. Znajdz baze i/lub wymiar przestrzeni lin(ag, ..., o).
1. Wpisz wektory oy, ..., a; do wierszy macierzy.
2. Zeschodkuj macierz.

3. Baze tworza niezerowe wiersze z macierzy zeschodkowanej, a wymiar to liczno$¢ bazy.
2. Znajdz wspoélrzedne wektora o w bazie (,..., ;.

1. Zbuduj uktad réwnan: wpisz wektory f3,..., 3 do kolumn macierzy uktadu; dopisz (za
“kreska”) kolumne zawierajaca wektor a.

2. Rozwiaz uktad rownan. Musi wyjé¢ doktadnie jedno rozwigzanie i to wlasnie beda szukane
wspotrzedne.

3. Znajdz baze i/lub wymiar podprzestrzeni w R" opisanej ukladem réwnar.
1. Znajdz zbioér rozwigzan, czyli:

(a) Wpisz rownania do wierszy macierzy.
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(b) Zeschodkuj macierz.

(c) Jesli pytaja o sam wymiar, to juz koniec: jesli r jest liczba niezerowych wierszy,
to z tw. Kroneckera-Capelliego wymiar przestrzeni rozwigzan wynosi n — r.

(d) Zredukuj macierz.
(e) Przejdz z powrotem do rownan, wyraz zmienne zwigzane w zaleznosci od wolnych.

(f) Wypisz zbior rozwiazan w odpowiedniej postaci, na przyklad: {(zo+42x4, o, —3x4, 24) :
To, Ty € R}

2. Wypisz baze przestrzeni rozwigzan — na jeden z dwoch sposobow:

— podstaw po kolei jedynke pod kazda zmienng wolng, a zero pod pozostate

— rozpisz rozwiazanie ogolne jako sume, a w kazdym sktadniku wyciggnij zmienna przed
nawias

Tak czy siak, w powyzszym przykltadzie wyjdzie (1,1,0,0) i (2,0,—3,1).
3. Tak otrzymujesz baze, a wymiar to jej wielkos¢.

e Jest to tylko jedna z bardzo wielu mozliwych baz tej przestrzeni! (Ale licznosé kazdej bazy
bedzie taka sama — z tw. o wymiarze)

4. Podprzestrzenn W C R” jest opisana ukladem réwnarn. Opisz ja jako “lin” ukladu
wektorow.

To sie sprowadza do punktu 3: znajdz baze W, wtedy W jest linem tej bazy.

5. Podprzestrzen W C R" jest dana jako “lin” ukladu wektoréw ag,...,a,. Opisz ja
ukladem réwnan.

1. Zbuduj ukltad rownan: wpisz wektory oy, ..., do kolumn macierzy ukladu; dopisz (za
“kresks”) kolumne zawierajaca niewiadome z1, ..., xy.

2. Schodkuj macierz tak dtugo, az czes¢ przed “kreska” (czyli oprocz ostatniej kolumny) bedzie
zeschodkowana. Na przyktad:

1 2 3 1+ X9
0 0 4 Tr1 — T3
0 0O To + T3+ X4
0 00 2.%’1 — T4
3. W jest opisana przez uktad rownan typu ¢ = 0, dla kazdego wiersza postaci [ 0 ... 0 ‘ o |

w powyzsze] macierzy. W naszym przypadku wychodzi

[E2+I3+l’4:0
21’1 —1'4:0

4. Wiec tak zbudowany uktad réwnan opisuje W. Koniec.



6. Dana jest podprzestrzen W C R" oraz pewien wektor a. Sprawdz, czy a € W.

e Jesli W jest opisana uktadem, po prostu podstaw « do uktadu i sprawdz, czy wszystkie
rOwnania sa spelnione.

e Jesli W jest dana jako lin(fy, ..., 5):
1. Zbuduj uktad réownan: wpisz wektory fi,..., 5 do kolumn macierzy uktadu; dopisz
(za “kreska”) kolumne wektor a.

2. Zeschodkuj macierz.

3. a € W wtw, gdy uklad nie jest sprzeczny, czyli gdy zeschodkowana macierz nie
zawiera wiersza postaci [0 ... 0|#£0 .

7. Dane sa dwie podprzestrzenie W, W, C R". Sprawdz, czy W; C Ws.

1. Zrob tak, zeby Wi byto opisane jako “lin” jakiego$ uktadu wektoréow aq, ..., ax, zas Wo
byto opisane przez pewien uklad rownan U (uzywajac, jesli jest taka potrzeba, punktow 4
i5)

2. Podstaw wektory aq, ..., a; do uktadu U. Wi C W, wtw, gdy wszystkie wektory spelniaja
wszystkie réwnania.

e Mozna tez sprawdza¢ to inaczej. Na przyktad, jesli Wy jest dane jako lin(f,...,03), to
mozna dla kazdego «; osobno sprawdzié, czy jest on kombinacja liniowa wektorow (3, ..., 5
(patrz punkt 6).

Uwaga niekluczowa (kto nie rozumie, niech zignoruje): w tym wariancie trzeba zeschodkowa¢ kilka podobnych do siebie
macierzy:

(B ... Bi|oall] [B1 ... Bi|a2] i tak dalej

Mozna oszczedzi¢ sobie rachunkow, schodkujac “zbiorcza” macierz

(B B ... Bi|ar oo ... oy
i na koniec “wyszarpnaé” z niej po kolei te k zeschodkowanych macierzy, o ktore chodzi.

e Czasem warto popatrze¢ na wymiary:

— jesli dim Wy > dim W, to na pewno Wy & Wy

— jedli przypadkiem dim W; = dim W5, to Wy C W, jest rownowazne z Wy C Wy, a to
moze by¢ czasem duzo tatwiejsze do sprawdzenia.

8. Dane sa dwie podprzestrzenie W, W, C R". Sprawdz, czy W; = Ws.
1. Sprawdz réwnosé¢ wymiaréw (patrz 1 i 3) — to jest warunek konieczny.

2. Jedli wymiary sa rowne, wystarczy sprawdzi¢ jedno zawieranie w ktorgkolwiek strone
(patrz 7)

9. Wyznacz rzad macierzy A.

1. Zeschodkuj macierz — wolno uzywac operacji elementarnych na wierszach i na kolumnach
(i dowolnie je ze soba przeplatac).



2. Rzad = liczba niezerowych wierszy po zeschodkowaniu.
10. Podaj liczbe rozwigzan ukladu réwnan U (metoda przez tw. Kroneckera-Capelliego)

1. Niech A, oznacza pelna macierz ukladu razem z kolumng za “kreskay”’, za§ A — macierz
bez tej kolumny.

2. Wyznacz rzad macierzy A oraz A, (patrz 9).

3. Niech n bedzie liczbg kolumn macierzy A. Liczba rozwigzan wynosi:

= 0, gdy 7(A) < r(Ay),
- ]-7 gdy T(A) = T(Au) =n,
— 00, gdy r(A) = r(A4,) < n.

11. Czy mozna opisaé¢ podprzestrzen W ukladem r réwnan?
1. Znajdz wymiar W (patrz 11 3).

2. Mozna wtedy i tylko wtedy, gdy » > n — dim W. To wynika z tw. Kroneckera-Capelliego
1 warto to rozumie¢ oraz napisa¢ w rozwiazaniu.

12. Opisz podprzestrzeni W ukladem r rownai.

1. Opisz W ukladem tak, jak w punkcie 5 (otrzymasz doktadnie n — dim W réwnan)

2. Jako brakujace r — (n — dim W) réwnan mozesz wzia¢ np. kopie ktoregos z otrzymanych
rownan, albo rownanie 0 = 0 (albo sumy otrzymanych réwnar, albo ich dowolne kombinacje
liniowe)

13. Dopelij wektory ay,...,a; do bazy podprzestrzeni W C R" [uzywajac jakich$
wektorow].

e Jesli W = R" i nie ma ograniczei na wektory uzywane do dopelnienia, to metoda
jest szczegolnie prosta:
1. Wpisz wektory aq,...a, do wierszy macierzy.
2. Zeschodkuj macierz.

3. Uzupelnij baze przez dopisanie jedynek pod brakiem schodkoéw, na przyktad:

012 3 7
000 15 0
000 0 -3
100 0 O
001 0 O
4. Odpowiedz: “Baza W jest uktad a,...,ax rozszerzony o (tu wymieniasz wiersze,

ktore zostaty przez Ciebie dopisane pod “kreskq”)”.



e W przeciwnym razie:

1. Wyznacz uktad wektorow i, ..., 3, ktorych bedziesz uzywaé¢ do dopelnienia:
— Jedli sa jawnie podane, to je po prostu wez (ale wykreslajac te z nich, ktore
nie naleza do W).
— Jesli jest powiedziane, ze maja pochodzi¢ z podprzestrzeni Z = lin(vy, ..., Ym),
to bierzemy (31 = 1, P2 = o itd.
— Jedli jest powiedziane, ze maja pochodzi¢ z podprzestrzeni Z opisanej uktadem
rownan, to wyznacz baze Z (patrz 3) i za (y,..., 5 wez te baze.
(Powyzsze dwa punkty beda dziala¢ tylko pod warunkiem, ze Z C W. Raczej si¢ nie zdarza, zeby na kolokwium
tego typu zadanie pojawilo sie¢ w innej sytuacji.
— Jedli nic nie jest powiedziane, to wez dowolny uktad rozpinajacy W (tzn. pod-
staw Z = W i wykonaj ktorys$ z dwoch powyzszych krokéw w zaleznosei od tego,
jak jest opisane W).
2. Znajdz wymiar W (patrz 1 i 3).
3. Wpisz wektory ay, ..., a; do wierszy macierzy (nazwijmy ja A).
4. Zeschodkuj macierz A i wykresl z niej wiersze zerowe.
5. Wykonuj w petli (dla kolejnych 1, ..., §;) nastepujace czynnosci:
— Dopisz na koricu A wiersz z kolejnym wektorem (; i wschodkuj go w macierz.
— Jesli pojawil sie wiersz niezerowy, zapamietaj, ze [3; jest dobre. W przeciwnym
razie wykresl wiersz zerowy i zapamietaj, ze [3; jest zle.
— Otrzymana macierz przejmuje role macierzy A.
— Jedli liczba wektoréw «; oraz znalezionych dotychczas dobrych §; réwna sie w
sumie wymiarowi W, przerwij. W przeciwnym razie kontynuuj dla nastepnego
wektora (1.

6. Odpowiedz: “Baza W jest uktad aq, ..., aj rozszerzony o (tu wymieniasz znalezione
dobre 3;)”.

14. Czy da sie dopelni¢ wektory o, ..., a; do bazy podprzestrzeni W C R" [uzywajac
jakichs$ wektoréw]| tak, zeby wektor v mial w otrzymanej bazie wspoétrzedne ¢4, ..., ¢,,7
Jedli tak, zréb to.

Tu nie bedzie pelnego opisu ogdlnej metody. W kazdym razie trzeba rozpisa¢ sobie, co oznacza
warunek na temat . Czyli: poszukujemy takiego dopelnienia 3y, ..., 8, _k, zeby zachodzito

(*) v =croq 4 caoe + ... oy F 1B+ Cry2Be + oo B

I teraz trzeba popatrzeé¢ i pomysleé:

e Jesli w zadaniu kaza dopelnié, to zapewne warunek (*) wyznacza ktores sposrod f3; i dalej

trzeba znalezé te pozostate.
Na przyktad: jegli trzeba dopeié (1,1,0) do bazy R3 tak, zeby (3,1,0) mial w otrzymane]j bazie wspotrzedne (1,2,0), to
szukamy wektorow dopetniajacych 81, B2, ktore beda spetniaé

(37170) = 1(17170)+2ﬁ1 +0’/627
a to jest rownowazne temu, ze 81 = (1,0,0). W takim razie bierzemy uklad

a1 = (17 170)7 ﬁl = (17070)

i dopelniamy go do bazy R® zwyczajnie (patrz 13).



e Jesli w zadaniu pytaja, czy da sie dopelnié¢, to zapewne z warunku (*) wynika np., ze

musi by¢ kombinacja liniowa wektoréow aq,...,ax; albo wrecz przeciwnie, ze nie moze
by¢ ich kombinacja; albo ze v musi naleze¢ do przestrzeni Z, z ktoérej wolno nam bra¢
wektory i, (2, ...; albo co§ innego. W ten spos6b mozna uzasadniaé, ze dopelnié sie nie
da; albo wykombinowaé przyktad dopelnienia tak jak w uwadze powyzej.

15. Dla jakich wartosci parametru s € R zbiér A rozwigzan ukladu réwnan nie-
calkiem-liniowych U jest podprzestrzenia liniowg w R"?

1.

2.

2

Posprzataj uktad (zmienne na lewg strone, state na prawa).

Podstaw z; = x5 = ... = 0 1 sprawdZ, czy réwnania sa spetnione. Jesli nie sg, to A nie
jest podprzestrzenia.

Podstaw takie wartosci s, zeby uktad byt catkowicie liniowy i jednorodny (tzn. za “kreska’
sa wszedzie zera). Dla takich wartosci A na pewno jest podprzestrzenia (bo tw. z wyktadu).

W pozostalych sytuacjach domyslamy sie, ze A nie jest podprzestrzenia, ale nalezy to
jeszcze uzasadni¢. Wystarczy wskaza¢ przyklad wektora o € A oraz liczby a takiej, ze a-av ¢

A.

. Wyroznij w ukladzie U zmienne paskudne, czyli uwiklane w jaka$ nieliniowo$¢.

Na przykiad: jesli uklad zawiera gdzie§ wyrazenie |z3|, to x3 staje si¢ paskudna. Jesli zawiera gdzies :rg, to x5 staje sie

paskudna. I tak dalej.

Wymysl dobre a. (Jesli dobrze rozumiesz sytuacje, mozesz wybra¢ —1 albo 2, ale to nie
zawsze dziala. —2 jest na ogol dobrym wyborem).

Teraz dwie mozliwosci znalezienia sensownego «:

— (prostsze rachunki, ale czasem zawodzi) Podstaw warto$¢ 1 za wszystkie zmienne
paskudne. Otrzymasz zwyczajny uktad réwnan liniowych na wartosci zmiennych nie-
paskudnych, rozwiaz go zwyczajng metoda i wybierz jakiekolwiek rozwigzanie.

— (metoda ogolna) Przeksztalé¢ uktad U tak, zeby wszystkie zmienne paskudne byty po
prawej stonie. Potraktuj U jako zwyczajny uktad réwnan liniowych na zmienne niepa-
skudne, ze zmiennymi paskudnymi w roli parametréow. Zeschodkuj teraz U i wybierz
takie niezerowe wartosci dla zmiennych paskudnych, zeby uktad byt niesprzeczny.
Wybierz jakiekolwiek rozwigzanie.

Teraz napisz, ze « € A (nie wymaga uzasadnienia, bo to juz sprawdzone), ale a-« ¢ A (co
nalezaloby sprawdzi¢ przez podstawienie wektora a-a do uktadu U — wystarczy podstawié
do tego réwnania, ktore zawiera paskudnosé¢). W takim razie A nie jest podprzestrzenia
liniowa w R".

Sumy, przekroje, ladne bazy

16. Znajdz baze przestrzeni V; + V5.



1. Znajdz bazy przestrzeni Vi V5.
2. Whpisz je do wierszy macierzy, zeschodkuj.

3. Baze V; + V, tworza niezerowe wiersze otrzymanej macierzy.
17. Znajdz baze (wymiar) przestrzeni Vi N V.

e Sa zasadniczo dwa sposoby: pierwszy stosuje sie, gdy obie przestrzenie sa opisane uktadem,
drugi, gdy znamy baze Vi, a V5 jest opisane uktadem. Mozna zawsze zmieni¢ opis Vi lub V5
korzystajac z punktow 1, 3 oraz 5.

e Sposob pierwszy (zakladamy, ze Vi, V, sa opisane ukladem)

1. Potacz uktady opisujace Vi, Vo w jeden wielki uktad réwnan.
2. 7Zmajdz baze przestrzeni rozwiazan tego ukltadu (punkt 3).
e Sposob drugi (zaktadamy, ze «a, ..., «, jest bazqg Vi, zas Vs jest opisane uktadem U; jesli

V1 jest dane jako “lin” pewnych wektorow, to nalezy najpierw znalez¢ jego baze)

Rozwazmy przyklad: Vi ma baze (1,2,3), (1,1,1), zas V2 jest opisane rownaniem 2z — xg = 0.
1. Wprowad?z zmienne aq,...,a, i upro$¢ wyrazenie a;aq + ... + a,Qp.
a1(1,2,3) + a2(1,1,1) = (a1 + a2,2a1 + a2, 3a;1 + az).

2. Podstaw otrzymany wektor do uktadu U. Uprosé¢ wszystkie réwnania, aby otrzymac
warunki na zmienne aq, ..., a,.

Podstawienie daje 2(a1 + a2) — (3a1 + a2) = 0; po uproszczeniu: —aq + az = 0.

3. Znajdz baze przestrzeni rozwigzan otrzymanego uktadu. Oznaczmy ja (i, ..., G-
U nas f1 = (1,1) i to cala baza.

4. Dla kazdego (3; oblicz wektor majacy w bazie o, ..., «, takie wspolrzedne, jak kaza
wspotczynniki ;.
Bierzemy (1 = (1,1) i obliczamy 1-(1,2,3) +1-(1,1,1) = (2,3,4).

5. Baze V; NV, tworzg wektory obliczone w poprzednim punkcie.
Czyli (2,3,4).

e Jesli pytaja tylko o wymiar, to na ogol prosciej znalezé dim(V 4+ W) (punkt 16) i skorzystac
7€ Wzoru

dim(VNW)=dimV +dim W — dim(V + W)
18. Czy V=W o Z?

OdpowiedZ na to pytanie wymaga sprawdzenia dowolnych dwdch sposrdéd ponizszych trzech
warunkow (bo wtedy trzeci tez musi zaj$¢). Na ogol najprosciej sprawdzi¢ pierwszy i ostatni.

o Czy V=W+427
o Czy WNZ={0}7
e Czy dimV =dim W 4 dim Z?



19. Dane sa przestrzenie W C V. Znajdz 7 takie, ze V =W & Z.

e Znajdz baze W.
e Dopelnij ja do bazy V' (punkt 13).

e Przykladowym dobrym Z jest “lin” wektoréw dopetniajacych baze do bazy.

Definicja do wewnetrznego uzytku. Niech B bedzie baza przestrzeni V', i niech V; bedzie
podprzestrzenia V. Powiedzmy, ze B widzi V', jesli sposrod wektorow B mozna wybraé¢ czesé
tak, by otrzymac baze V'. (W dalszej czesci zobaczycie, ze czesto warto jest pracowac z bazami,
ktore widza podprzestrzenie podane w tresci zadania. A w takim razie trzeba umieé¢ znajdowaé
takie bazy.)

20. Dane s przestrzenie V;, C V. Znajdz baze V widzaca V;.

1. Znajdz baze V;.
2. Dopelnij ja do bazy V' (punkt 13).

3. Otrzymana w ten sposob baza V jest dobra.
21. Dane sg przestrzenie Vi, V5, C V. Znajdz baze V widzaca rownocze$nie V; oraz V5.

1. Znajdz baze aq, ..., q; przestrzeni V) N Vs,
2. Dopelnij wektory oy, ..., o; do bazy Vi wektorami /i, ..., ; (punkt 13).
3. Dopelnij wektory aq, ..., «; do bazy V5 wektorami vy, ..., v (j- w.).

4. Dopelnij wektory au,..., o, B1,..., 08, 7,...,7 do bazy V wektorami dy,...,0; (j. w.).
Nie jest oczywiste, ze sie da. Dokladniej, nie jest oczywiste, ze caly uktad ay,...,81,...,71,... jest niezalezny. Mozna to
jednak udowodnié i to jest zrobione w ramach dowodu tw. 3.32 w skrypcie. Warto ten dowod rozumie¢. Warto tez wiedziec,
ze to nie dziala dla trzech przestrzeni, tzn. gdyby$my mieli jeszcze V3 i chcieli obliczy¢ a1, ... jako baze V1 NV2N V3, a potem
B1,... oraz v1,... jak wyzej i wreszcie n1,... jako dopelnienie a,... do bazy V3, to wektory ai,...,01, .y Y1yeeesMye--

wszystkie razem nie musiatyby by¢ niezalezne. Co wiecej, moze sie nie da¢ znalez¢ bazy widzacej Vi, Vo i V3 naraz.

5. Dobra baza jest ay,..., 04, Bi,..., 55, Y5 Ve O1,...,0;. Mianowicie:
Baza Vi jest au,..., a4, Bi,...,03;, zas baza V, jest o, ..., a4, Y1, k-

22. Wykaz, ze V posiada baze widzaca podprzestrzen V) (oraz 15).

W pewnych zadaniach trzeba skorzysta¢ z istnienia takiej bazy, bez wyliczania konkretnych jej
wektorow. Jednak takiego twierdzenia nie bylto na wyktadzie, wiec nalezaloby (zwiezle) napisaé
przynajmniej, jak sie uzyskuje taka baze. Napisz z grubsza taki opis konstrukcji, jak my powyzej
(odpowiednio w p. 20 lub 21).



3 Przeksztalcenia, ich macierze, mnozenie macierzy
23. Sprawdz, czy przeksztalcenie ¢ jest liniowe.
1. Sprawdz, czy ¢(0) = 0.
2. Sprawdz, czy ¢(a-a) =a - o(a).
3. Sprawdz, czy p(a + () = o(a) + ¢(5).
24. Majac dany wzoér na ¢, znajdz jego macierz (w bazach st.). Albo na odwrot.

Wspotezynniki ze wzoru mechanicznie do wierszy macierzy (por. p. 25). Przyktad:

. 1 2 3
80((1‘1’ x27$3)) = (xl + 21’2 + 31’3, 4%1 + 5%2 + 6x3> — M(SO)SE = |: 4 5 6 :|
25. Wartosciami przeksztalcenia ¢ na bazie a,...,«, sa wektory (1,...,03,. Znajdz
wzor na ¢ (albo macierz M (p)%).
aq B
1. Zbuduj macierz : :
s
2. Zeschodkuj i zredukuj. Otrzymasz macierz postaci 1 A

3. Odczytaj wynik:

o M(p)% jest macierzg transponowang do A.

e Wzér na ¢ uzyskasz przepisujac mechanicznie wspotezynniki A z kolumn (por. p. 24).

26. Czy istnieje przeksztalcenie liniowe ¢ takie, ze ¢(«a;) = (1, p(az) = [; itd.? (Podaj
przyktad).

a1 b1
1. Zbuduj macierz : : i zeschodkuj ja.
An | By
2. Jesli pojawi si¢ wiersz postaci [ 0 ... 0 ‘ nie-same-zera }, © nie istnieje. W przeciwnym

razie ¢ istnieje.
3. Jesli prosza o podanie przyktadu ¢ poprzez zadanie wartosci na bazie, to:

(a) Wykresl z macierzy wiersze zerowe.

(b) Jesli lewy segment macierzy jest kwadratowy, to koniec.
Doktadniej: kazdy wiersz postaci [ v | 4] } oznacza, ze @(y) = 0, 1 wszystkie tak
uzyskane rownosci zadaja ¢ na pewnej bazie.
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(c) Jesli lewy segment nie jest kwadratowy, dopelnij jego wiersze do bazy do R"™ wekto-
rami 7, ...,N. Nastepnie dopisz do macierzy wiersze postaci [ ;i ! 0 }, po czym
wykonaj krok (b).

4. Jesli prosza o podanie wzoru na ¢, lub macierzy w bazach st., wykonaj krok 3, a potem
punkt 25.

27. Oblicz iloczyn macierzy Ao B.

Opowiesci nie bedzie. (Bez przesady :). Ale bedzie rysunek:

B
!
? 2 ? 7
? 15 ? 9
? ? ? ? ? 2
A ? 7 |7 ? ? 7
— 3 20|72 3-2+20-15 2 =

28. Odwrdé macierz A.

1. Zbuduj macierz blokowa postaci A 1

2. Zeschodkuj i zredukuj — otrzymasz I At

29. Znajdz macierz A, jesli wiadomo, ze Ao B=C (albo Do A= F).

Roéwnanie na macierzach mozna pomnozy¢ stronami przez macierz — z lewej albo z prawej strony,
bo mnozenie macierzy jest nieprzemienne! Zatem:

AB=C & ABB'=CB' & A=CB",
DA=FE & D'DA=D'E & A=D"'E

I dalej korzystamy z punktow 27 i 28.
30. Znajac baze B, oblicz M (id)§. Albo M (id)5. Albo na odwrét.

e Przejscie miedzy baza B a macierza M (id)} jest mechaniczne przez wpisanie wektorow do
kolumn. Przyktad:

B:  (1,2), (3,4 —  M(d)y}= H ﬂ

e Macierze M (id)5 i M(id)$ sa wzajemnie odwrotne.
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Oznaczenie do wewnetrznego uzytku. Oznaczmy przez a* wspolrzedne wektora o w ba-

zie A. Przez [] oznaczamy macierz utworzona przez wpisanie wektora 3 do pojedynczej kolumny
(nie wiersza!) macierzy.
Dwa kluczowe wzory o macierzach przeksztalcen.

M (4 o)y = M) o M(p), [p()®] = M(p)5 0 [o]

Ten drugi mozna stosowa¢ dla wielu wektorow naraz (co zreszta dowodzi poprawnosci tego pierwszego :) :

[ o(a1)®

(o) } = M(p)§ o [ oft

31. Znajdz macierz przejicia z bazy A do B, czyli M(id)5.

e Jesli A lub B jest baza st, patrz punkt 30.

e Jesli obie sa niestandardowe, to

M(id)5 = M(id)E M (id)%.

32. Znajac M(p)5, oblicz M(p)Z.

e Zrozum, co masz zrobi¢: nie zmieni¢ przeksztalcenia, tylko bazy — zatem uzyé¢ odpowied-

nich macierzy przejscia:
M(p)g = M(id); M(p)5 M (id);

e Dobierz bazy tak, zeby sie zgadzato:

33. Znajac M(p)5 i of, wyznacz p(a)P.
Podobnie jak przed chwila:

o [p(a)?] = M(id); M(p)3 M(id); [a”]

o [p(@)?] = MG M(p)§ M(id)# [af]
34. Znajac M(¢)5 i M(1)2, wyznacz M(1 o p)f.
Podobnie jak w dwoch poprzednich punktach:

o M(ypo)f =M(id); M(v)g M(id); M(p)5 M(id);
o M(ypog)f =M3id)p M(¥)g M(id)g M(e)3 M(id)#

35. Czy istnieje takie «, ze p(a) = 7 (Podaj przyklad).
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Wystarczy skorzystaé¢ z rownowaznosci:

go(oz) = ﬁ =4 M(g@):: o |:Oé:| = |:ﬁ:| <  ( jest rozwiazaniem ukltadu o macierzy M(@):E ﬁ

Jedli jakimg dziwnym trafem bytoby to przydatne, mozna skorzysta¢ z uogolnienia:

pla)=8 & M(ap)ﬁ ) [aA] = [BB] = ot jest rozwiazaniem ukladu o macierzy |: M(cp)ﬁ BB :| .

36. Wyznacz rzut na V wzdluz W / symetrie wzgledem V wzdluz W.
1. Znajdz baze A przestrzeni V oraz baze B przestrzeni W.
2. Teraz sa dwa sposoby:

e Znajdz przeksztalcenie ¢ zadane na bazie przez warunki (patrz p. 26)

olag) =ai, ..., olag) =a;, @(B1) =0, ..., (B;) =0 (dla rzutu)
plar) = ay, .y plai) =i, @(B) =1, ..., p(35) = =B (dla symetrii)
o Jedli oznaczymy przez C polgczong baze aq, ..., a4, Bi,..., 05}, to ¢ jest zadane przez
1 1
1 1
Me=| | ), MEE=| - (symetria)
%0 -
(W obu przypadkach jedynek w pierwszym segmencie ma by¢ tyle, ile wektorow aq, . . ., «;).

A potem zaleznie od potrzeby mozna wyliczy¢ macierz ¢ w innych bazach.
37. Znajdz rzad przeksztalcenia .

1. Znajdz macierz przeksztatcenia ¢ (w dowolnych bazach).
2. Oblicz jej rzad (patrz p. 9) — to jest szukany rzad ¢.

38. Znajdz baze (wymiar) ker .

e Jesli znamy macierz M ()% (albo ogolniej — jakakolwiek macierz postaci M(p)5), to:

0
1. Zbuduj macierz M(p)B :
0
2. Zmajdz baze przestrzeni rozwiazan uktadu rownan o tej macierzy — jest to baza ker .

e Jesli znamy macierz M ()5, gdzie A nie jest standardowa, to:
Rozpatrzymy dwa przyktady; w obu bedzie zachodzi¢ M(ga)ﬁ = [g :%] W pierwszym A jest baza w R? zawierajaca (3,4)
oraz (5,6). W drugim A jest baza st* w przestrzeni (R?)*. Baza B nie bedzie nam potrzebna.
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1. Zbuduj macierz M(p)8 :

0

2. Zmajdz baze przestrzeni rozwigzan ukladu réwnan o tej macierzy — oznaczmy ja 71, . . .
W obu przykladach wychodzi y1 = (3,1).

3. Dla kazdego i, oblicz wektor majacy w bazie A takie wspotrzedne, jak kaza wspol-
czynniki ;.
Bierzemy 1 = (3,1) i obliczamy: w pierwszym przykladzie 3 - (3,4) + 1 - (5,6) = (14,18); w drugim 3 -} +1-¢€}

upraszcza si¢ po prostu do 3e] + €3; jest to funkcjonal 1 : R? — R o macierzy [3 1] i wzorze 1/1((;151,352)) = 3z1 + 2.

4. Baze ker ¢ tworza wektory obliczone w poprzednim punkcie.

— Zamiast tego wszystkiego mozna by obliczy¢ macierz M ()5 i zastosowaé pierwsza
metode, jednak to wymagaloby obliczenia trudnej macierzy przejécia M (id)7, wiec
moze sie nie oplaci¢. Poza tym w pewnych przestrzeniach (np. (R")*) $cisle rzecz
biorac nie ma czegos takiego jak baza standardowa i wtedy tak sie w ogole nie da.

39. Znajdz baze im ¢.

Jest to w pewien sposéb podobne do poprzedniego punktu.

e Jesli znamy macierz M ()% (albo ogdlniej — jakakolwiek macierz postaci M (p)%), to:

1. Zeschodkuj macierz transponowang (M((p)ffl)T

2. Baze im ¢ tworzg niezerowe wiersze otrzymanej macierzy.

e Jesli znamy macierz M ()5, gdzie B nie jest standardowa, to:
Ponownie rozpatrzymy dwa przyktady dla M(ga)ﬁ = [é :;] W pierwszym B jest baza w R? zawierajaca (7,8) oraz (9, 10).

W drugim B jest baza st* w przestrzeni (R2)*. Tym razem A nie bedzie nam potrzebna.

1. Zeschodkuj macierz transponowang (M(go)f\)T.

W obu przyktadach: [ 3 %] — [ 2]
2. Wypisz niezerowe wiersze otrzymanej macierzy — 0OzZnaczmy je i, ..., Vk-
W obu przyktadach: y1 = (=1, —-2).
3. Dla kazdego i, oblicz wektor majacy w bazie A takie wspolrzedne, jak kaza wspol-
czynniki ;.
Bierzemy 1 = (—1,—2) i obliczamy: w pierwszym przyktadzie (—1) - (7,8) + (—2) - (9,10) = (—25, —28); w drugim

—e} — 2e, czyli funkcjonal o macierzy [-1 — 2] i wzorze 1/)((961,:1:2)) —x1 — 2xo.

4. Baze im ¢ tworza wektory obliczone w poprzednim punkcie.
40. Niech ¢ :V — W oraz V; C V. Znajdz baze o(V}).

e Jesli ¢ jest dane wzorem lub macierza postaci M (¢)%, to:

1. Znajdz baze Vi (lub dowolny uktad rozpinajacy V) — niech bedzie to ay, ..., a,.
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2. Oblicz wartosci ¢(aq), ..., p(an).

Jedli dysponujesz macierza M(gp)fj oraz wspolrzednymi wektoréw «; w bazie A, mozesz to elegancko zrobi¢ mnozac

macierze:
[ ¢(on) ay! }

3. (V1) jest rozpiete przez znalezione przed chwila wektory. Zatem aby wyznaczy¢ baze,
wpisz je do wierszy macierzy, zeschodkuj i wybierz niezerowe wiersze.

() ] = M(p)% o { oft

e Jesli ¢ jest dane przez macierz M ()5, gdzie B jest niestandardowa, to wykonaj powyzszy
algorytm i na koricu przebazuj odpowiednio wyniki. (Tak jak w kroku 3 w punkcie 39).

41. Czy ¢ : R* — R’ jest mono/epi/izo?

1. Wyznacz liczby a i b. (To jest puste polecenie, chyba ze ¢ jest zadane przez macierz;
wowezas a jest liczba jej kolumn, a b liczby wierszy).

2. Wyznacz rzad r przeksztalcenia ¢ (patrz p. 37).

3. @ jest:
mono < r = a, epi < r =0, izosr=a=h.

e Zauwaz, ze czasem nie ma czego liczy¢, np. jesli pytaja, czy ¢ jest mono, podczas gdy a > b.

42. Dane sa ¢ i x. Czy istnieje ¢ liniowe takie, ze yop = x?7 Albo takie, ze po) = x?
(Podaj przyktad).

Kluczem do rozwigzania jest nastepujacy fakt: dwa przeksztalcenia sa réwne < maja zgodne
warto$ci na pewnej bazie.

e Czy istnieje ¢ takie, ze ) o p = x7

1. To jest rownowazne temu, zeby dla kazdego i zachodzilo ¥ (p(s;)) = x(&;).
2. Dla kazdego i sprawdz, czy istnieje o takie, ze ¥(a;) = x(&;) (patrz p. 35).

3. Jesli ktores o; nie istnieje, to ¢ nie istnieje.
Jesli wszystkie istnieja, to przykladowe ¢ jest zadane na bazie standardowej warun-
kami ¢(g;) = .

e (Czy istnieje o takie, ze p o) = x?

1. To jest réwnowazne temu, zeby dla kazdego i zachodzito (p(?/J(Ei)) = x(&:)-
2. Oblicz wszystkie 1(g;) 1 otrzymasz sytuacje doktadnie jak w punkcie 26.

43. Cgzy istnieje przeksztalcenie ¢ : V — W takie, ze [i tu bardzo r6zne warunki]?
(Podaj przyklad).

Zwr6¢ uwage, ze warunki w zadaniach trafiaja sie naprawde r6zne — np. takich typow:

(a) p(a) =0
(b) (V1) € Wy
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(c
(d

(e
(f
(g) ¢
(M) ¢
(i

©(V1) = Wi (to jest na ogoét trudniejsze niz (b))
©(V1) = 0 (to wyjatkowo nie jest trudniejsze niz (b), bo sie do (b) sprowadza :)
rzad ¢ wynosi k
dim ker ¢ wynosi [ (to sie sprowadza do (e))
o =0 (to sie sprowadza do (b))
= 0 (to sie¢ sprowadza do (d))

ker p =V (to mozna sprowadzi¢ do polaczenia (d) i (e))

Zatem zadanie moze wystapi¢ w naprawde wielu smakach i og6lnej metody nie bedzie. Ale
bedzie kilka wskazowek:

e Staraj sie sprowadzi¢ warunki dotyczace ¢ do dogodnej dla Ciebie postaci (wskazowki

odnognie tego podaliémy powyzej).
Staraj sie znalez¢ bazy widzace wszystkie podprzestrzenie w zadaniu (patrz p. 20, 21, 22).

Jesli w jednej przestrzeni zyja dwie podprzestrzenie i nie jest jasne, jaki jest wymiar ich
przeciecia — staraj sie rozwazy¢ po kolei wszystkie mozliwe przypadki (zreszta zapewne
przyda Ci sie to podczas budowania tadnych baz).

Czesto przydaje sie wzor

dimim ¢ = dim V' — dim ker ¢, gdzie V oznacza dziedzine przeksztalcenia ¢

Czesto ten wzor trzeba stosowaé dla obciecia p do pewnej podprzestrzeni V;, wtedy ma on

postaé
dim (V) = dim V; — dim(ker ¢ N V}),

poniewaz z definicji jadra wynika natychmiast, ze ker (¢|y,) = ker o N V.

44. Dana jest podprzestrzen V; C V oraz baza B widzaca V;. Wyraz warunek a € V]

poprzez wspélrzedne o”.

1.

B

Wypisz, ktore wektory z bazy B rozpinajg V;.
Niech na przyklad dim V = 10 oraz Vi = lin(82, 33, B5)-

. Wektor o nalezy do V; < wspotrzedne odpowiadajace pozostatym wektorom z B sa zerowe.

W naszym przyktadzie: a € Vi < aB = (¥,0,0,%,0, %, %, %, %, %).

45. Znajdz wymiar przestrzeni przeksztalcen ¢ : V — W takich, ze...

e Jesli pytaja o calg przestrzen dim L(V, W), to jej wymiarem jest dim V' - dim .

e Jesli pytaja o przestrzen ¢ : V — W takich, ze o(V;) C W itd., to:

1. Opisz, jak uzyskaé¢ baze A przestrzeni V widzaca wszystkie V; (patrz p. 22).
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2. Opisz, jak uzyskaé¢ baze B przestrzeni W widzaca wszystkie W; (j. w.).
3. Narysuj ogélna posta¢ macierzy M ()5, na poczatku wypetnij ja gwiazdkami.
Jedli bytaby to macierz rozmiaru 15 X 28, to wyrdznij w niej istotne bloki, zamiast wypisywaé¢ 420 gwiazdek.
4. Dla kazdego warunku postaci ¢(V;) C W;:
(a) Sprawdz, ktore wektory z A rozpinaja V;.
(b) Jesli o € V;, to nanie$ w k-tej kolumnie macierzy odpowiednie zera.
Dokladniej: wyznacz warunek nalozony na k-ta kolumne stosujac metode z punktu 44 dla bazy B oraz prze-
strzeni W;. Uwaga: jesli zawieranie ¢(V7) C W1 dopuszcza gdzies gwiazdke, a zawieranie p(V2) C Wa kaze

wpisac zero, to oczywiscie wygrywa zero. (,a € Ria = 0” jest rownowazne z ,,a = 0”, a nie z ,,a € R”)

5. Policz gwiazdki. (Te pojedyncze; blok rozmiaru 3 x 7 to 21 prawdziwych gwiazdek).

46. Dane sa macierze A i B. Czy istnieja takie XY odwracalne, ze B= X o0 AoY?
(Podaj przyktad).

e Istnieja < rzedy macierzy A i B sa rowne (patrz p. 9).
e Jak je znalez¢, jesli istnieja — w przypadku, gdy B jest tadna (podobna do I):

1. Narysuj takie co$ (rysunek dla A rozmiaru 3 x 5):

10 0 0O
01 0 00
00100
00 010
00 0 01
1 00
010 A
0 01

2. Przy pomocy operacji elementarnych na wierszach i kolumnach przeréb A na B.
Kazda operacje na wierszach wykonuj zarazem na macierzy dopisanej z lewej. Kazda
operacje na kolumnach wykonuj zarazem na macierzy dopisanej z gory.

W kazdej chwili Twoich obliczen, jesli po lewej jest X, a na goérze Y, to w $rodku jest X o AoY.

3. Na konicu rachunkéw macierz po lewej jest dobrym X, a macierz na goérze dobrym Y.
e (Gdy B jest brzydka, mozesz mie¢ problem z przerobieniem A na B. Wtedy mozesz tak:

1. Wymysl jaka$ ladna macierz C' i na marginesie przerob B na C' (bez macierzy towa-
rzyszacych).

1000

Najladniejsza macierz 3 x 5 to [0 00 }
00100

=}
[ele]

2. Teraz, tak jak w poprzednim wariancie, rozpocznij od A z towarzyszacymi identycz-
nosciami. Przerob A na C, a potem C na B wykonujac kroki odwrotne do tych
wykonanych w kroku 1. (Oczywiscie caly czas wykonujac operacje rowniez na towa-
rzyszach).

3. Wynik odczytujesz tak samo jak powyzej.
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47

48

4

. Niech M(¢)5 = A. Czy istnieja takie bazy C, D, ze M ()Y = B? (Podaj przyklad).

e Istnieja < macierze A i B maja réwne rzedy (patrz p. 9).
1. Zauwaz, ze warunek B = M ()% jest rownowazny takiemu:
B = M)} M(p)8 M(id)2

Macierz w srodku to po prostu A, a te po bokach masz znalezé.

2. Uzyj metody z p. 46, aby znalez¢ X, Y takie, ze

B=XAY.

3. Aby wyznaczy¢ D, zauwaz, ze X = M(id)E = M(id)E M(id)$. W tym roéwnaniu dwie

macierze sg znane, a trzecia szukana. Pozostaje zastosowaé¢ punkty 29 oraz 30.

4. Podobnie wyznacz C.

e Przed rozpoczeciem rachunkéw warto je zaplanowa¢ — w celu unikniecia np. mozolnego
obliczania (A~1)7! ;)

. Przedstaw macierz A jako iloczyn macierzy elementarnych.

1. Zeschodkuj i zredukuj A, wykonujac pojedyncze operacje elementarne na wierszach.

Przyktad: 93] — [63] — [6%3] — [§Y]

2. A = FyoFEyo...0Ey, gdzie F; jest macierza operacji elementarnej odwrotne; do tej

wykonanej w i-tej kolejnosci.
W praykiadaie: [93] = [33] 0 [49] o [43].

Przestrzenie sprzezone

Kluczowe wzory zwigzane z przestrzeniami sprzezonymi.

(1)

(6)
(7)

] ST
af (o)) = %es 1 Z ‘7,’ (to jest definicja o)
0 jesli 1 # j
F*(p)=poF, (to jest definicja F™)
(FoG)" =G"oF", (wniosek z (2))
idj, = idy+, (wniosek z (2))
(F~ N = (F9, (wniosek z (3) i (4), albo z (6) :)
M(F*)%. = (M(F)ﬁ)T, (uwaga na kolejnosé¢ baz!)
T
M(d)g. = (M(@id)8)" = <(M<id)§;)‘1) (a to wniosek z (6))

Najwazniejsze sa (6) i (7). Warto tez zna¢ macierzowe odpowiedniki (3) i (5):

(8)

(Ao B)T =BT o AT, (A_l)T = (AT)_l
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49. Majac baze B, znajdz baze B*. Albo na odwrét.
Skorzystaj ze wzoru (7). Zwiagzek miedzy baza a macierza przejscia — patrz p. 30.

50. Wektor o« ma w bazie B wspoélrzedne (ay,...,a,), a funkcjonal p ma w B* wspol-
rzedne (ci,...,c,). Ile wynosi p(a)?

Wynosi ciay + coas + . .. + cpa,. Zrozumienie tego pomaga zrozumie¢ dalsze metody.
51. Znajdz funkcjonal ¢ majacy w bazie B* wspélrzedne (ay,...,a,).

Mozna przej$¢ przez punkt 49. Ale bedzie troche mniej rachunkéw, jak sie zauwazy, ze ¢ jest
zadane przez warunki:

Sp(ﬁl) = dai, 90(62> = a2, sy @(ﬁn) = Qp.

Dalej wystarczy zastosowa¢ metode z punktu 25; poczatkowa macierz w tej metodzie bedzie
wygladac¢ tak:

B a

B2 5]

Bn | an
52. Znajdz wspoélrzedne funkcjonalu ¢ w bazie B*.
Szukanymi wspotrzednymi sa po prostu wartosci p(51), ©(52), - .., ©(Bn).
Uzasadnienie: szukamy az,...,an takich, ze

p=a18] +a2B5+...+anB;.

To jest rowno$¢ funkcjonatéw, czyli przeksztalcen liniowych. Mozna nakarmi¢ te przeksztalcenia dowolnym wektorem i wtedy maja
wyjs¢ takie same wyniki. Nakarmmy wektorem (3;:

(B1) = (alﬁf +a283 + ...+ anﬁz)(ﬁl) =a185(B1) +aeB5(B) + ... +anB(B1) =a1-14a2-0+...+an-0=ay.
(poréwnaj z punktem 50). Wigc a1 musi byc rowne o(31)! T tak dalej.
53. Dana jest macierz M (F)%. Znajdz macierz M (F*)5..
e 7 (6) wywnioskuj, ze M(F*)%. = (M(F)g)T
e Oblicz M(F)? przy pomocy metody z punktu 32.
54. Znajdz jadro I* / obraz F* / obraz jakiej§ podprzestrzeni przy F*.
e 7najdz macierz przeksztatcenia F* w jakichs bazach (najlepiej w bazach st*).

e Teraz uzyj odpowiedniej metody z punktow 38, 39, 40. (Przeczytaj opisy przykladow w
tych punktach).
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