
Twierdzenia o mono/epimor�czno±ci przeksztaªcenia sprz¦»onego

Niech
F : V −→ W

b¦dzie przeksztaªceniem liniowym mi¦dzy dwoma przestrzeniami dowolnego wymiaru. Rozpa-
trujemy przeksztaªcenie sprz¦»one

F ∗ : W ∗ −→ V ∗.

Przypomnijmy, »e jest ono okre±lone nast¦puj¡co:

F ∗(ϕ) = ϕ ◦ F dla ϕ ∈ W ∗.

Twierdzenie 1. F ∗ jest monomor�zmem wtedy i tylko wtedy, gdy F jest epimor�zmem.

Twierdzenie 2. F ∗ jest epimor�zmem wtedy i tylko wtedy, gdy F jest monomor�zmem.

Prosty dowód twierdze« � tylko dla sytuacji dimV, dimW <∞

Niech A, B b¦d¡ odpowiednio bazami V , W . Mamy wówczas

M(F ∗)A
∗

B∗ =
(
M(F )BA

)T
,

zatem je±li macierz M(F )BA ma a kolumn, b wierszy i rz¡d r, to macierz M(F ∗)A
∗
B∗ ma b kolumn,

a wierszy i rz¡d r. Wobec tego

F ∗� monomor�zm ⇐⇒ r = b ⇐⇒ F� epimor�zm,

F� epimor�zm ⇐⇒ r = a ⇐⇒ F� monomor�zm.

To ko«czy dowód w przypadku, gdy wymiary V i W s¡ sko«czone. W innej sytuacji dowód nie
zadziaªa, bo nie byliby±my w stanie zbudowa¢ macierzy przeksztaªce« F , F ∗.

Ogólny dowód twierdzenia 1

Naszym celem jest wykazanie równowa»no±ci dwóch warunków:

(i) F ∗ jest monomor�zmem (równowa»nie: kerF ∗ zawiera wyª¡cznie 0);

(ii) F jest epimor�zmem (równowa»nie: imF jest równe caªemu W ).

1. Rozpoczniemy od przeformuªowania warunku (i) do przyst¦pniejszej postaci. Zauwa»my, »e
z de�nicji F ∗ mamy równowa»no±ci

ϕ ∈ kerF ∗ ⇐⇒ F ∗(ϕ) = 0 ⇐⇒ ϕ ◦ F = 0 ⇐⇒ ϕ(imF ) = 0 dla ϕ ∈ W ∗.

Wobec tego warunek (i) jest równowa»ny takiemu:
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(i') Funkcjonaª ϕ = 0 jest jedynym w W ∗ takim, »e ϕ(imF ) = 0.

Pozostaje pokaza¢ równowa»no±¢ (ii) ⇔ (i').

2. Je±li zachodzi (ii), to imF = W , a wówczas warunek ϕ(imF ) = 0 oznacza, »e ϕ zeruje si¦ na
caªym W , tzn. jest funkcjonaªem zerowym. Zatem (ii) ⇒ (i').

3. Pozostaªo (ii) ⇐ (i'), co jest nieco trudniejsze. Rozumujemy przez sprzeczno±¢. Zaªó»my,
»e imF 6= W ; chcemy pokaza¢, »e istnieje ϕ 6= 0 takie, »e ϕ(imF ) = 0.

Niech α1, . . . , αk b¦dzie baz¡ imF . Poniewa» imF 6= W , wektory te mo»na dopeªni¢ wekto-
rami β1, . . . , βl do bazy W , przy czym l ≥ 1. Okre±lamy ϕ : W → K na otrzymanej w ten
sposób bazie:

ϕ(α1) = 0, ϕ(α2) = 0, . . . , ϕ(αk) = 0,

ϕ(β1) = 1, ϕ(β2) = 0, . . . , ϕ(βl) = 0.

Wtedy mamy
ϕ(imF ) = ϕ

(
lin(α1, . . . , αk)

)
= lin

(
ϕ(α1), . . . , ϕ(αk)

)
= 0,

a z drugiej strony ϕ(β1) 6= 0, zatem ϕ 6= 0. Tak wi¦c (ii) ⇐ (i'), a to ko«czy dowód.

Ogólny dowód twierdzenia 2

Tym razem chcemy wykaza¢ równowa»no±¢ nast¦puj¡cych dwóch warunków:

(i) F ∗ jest epimor�zmem (równowa»nie: imF ∗ jest równe caªemu V ∗);

(ii) F jest monomor�zmem (równowa»nie: kerF zawiera wyª¡cznie 0).

1. Znów rozpoczynamy od przeformuªowania (i) z de�nicji F ∗:

ϕ ∈ imF ∗ ⇐⇒ ∃ψ∈W ∗ ϕ = F ∗(ψ) ⇐⇒ ∃ψ∈W ∗ ϕ = ψ ◦ F.

Gwó¹d¹ programu tkwi w tym, »e dalej mamy (nieoczywist¡) równowa»no±¢

∃ψ∈W ∗ ϕ = ψ ◦ F ⇐⇒ ϕ(kerF ) = 0(*)

Wyka»emy j¡ w punktach 2�4 dowodu. Tymczasem zauwa»my, »e wyniknie st¡d, »e warunek (i)
jest równowa»ny takiemu:

(i') Dla ka»dego funkcjonaªu ϕ ∈ V ∗ zachodzi ϕ(kerF ) = 0.

I znów dla zako«czenia dowodu pozostanie sprawdzi¢, »e (ii) ⇔ (i').
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2. Implikacja =⇒ w równowa»no±ci (*) jest ªatwa. Zaªó»my, »e ϕ = ψ ◦ F dla pewnego ψ.
Niech α b¦dzie dowolnym elementem kerF . Wówczas mamy

ϕ(α) = ψ
(
F (α)

)
= ψ(0) = 0,

co pokazuje, »e ϕ(kerF ) = 0.

3. Bierzemy si¦ za implikacj¦ ⇐= w (*). Zaªó»my, »e ϕ(kerF ) = 0; chcemy znale¹¢ ψ ∈ W ∗

takie, »e

ϕ = ψ ◦ F.(**)

Niech α1, . . . , αk b¦dzie baz¡ imF , za± β1, . . . , βl � jej dopeªnieniem do bazy caªego W . (Tym
razem mo»e si¦ zdarzy¢, »e l = 0, ale nie b¦dzie to miaªo znaczenia).

Okre±lamy ψ : W → K na zbudowanej powy»ej bazie W nast¦puj¡co:

ψ(αi) = ϕ(γi), gdzie γi jest dowolna taka, »e F (γi) = αi, dla i = 1, . . . , k,(***)

ψ(βj) = 0 dla j = 1, . . . , l.

4. Trzeba sprawdzi¢, »e de�nicja z punktu 3 dziaªa. Dokªadniej:

• Jest jasne, »e γi w (***) istnieje, poniewa» αi ∈ imF .

• Nie jest jasne, »e warto±¢ ψ(αi) w (***) jest okre±lona jednoznacznie, poniewa» mo»e istnie¢
wiele mo»liwych γi, które teoretycznie mogªyby da¢ ró»ne wyniki ϕ(γi).

Uzasadnienie: Zaªó»my, »e F (γi) = αi oraz F (γ′i) = αi. Wówczas mamy

F (γi − γ′i) = F (γi)− F (γ′i) = αi − αi = 0,

zatem γi − γ′i ∈ kerF . Ale zaªo»yli±my, »e ϕ(kerF ) = 0, a wobec tego

ϕ(γi)− ϕ(γ′i) = ϕ(γi − γ′i) ∈ ϕ(kerF ) = 0,

co oznacza, »e ϕ(γi) = ϕ(γ′i), czyli warto±¢ de�niuj¡ca ψ(αi) nie zale»y od wyboru wek-
tora γi, czyli de�nicja (***) jest dla ka»dego i poprawna.

• Gdy ju» zwalczyli±my powy»szy problem, to jest jasne, »e ψ jest poprawnie okre±lonym
przeksztaªceniem liniowym (a wi¦c elementem W ∗), poniewa» przeksztaªcenia liniowe za-
wsze mo»na zada¢ jednoznacznie podaj¡c ich warto±ci na wybranej bazie (wiedza z wy-
kªadu).

• Wypadaªoby jeszcze wyja±ni¢, czemu zachodzi (**).

Uzasadnienie: Poniewa» po obu stronach (**) znajduj¡ si¦ przeksztaªcenia liniowe, wystar-
czy sprawdzi¢ zgodno±¢ ich warto±ci na pewnej bazie przestrzeni V , a ogólniej, na pewnym
ukªadzie rozpinaj¡cym V . �atwo sprawdzi¢ zgodno±¢ tych przeksztaªce« dla:

� wektorów γi wybranych w (***), co wynika wprost z (***);
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� wektorów z kerF , poniewa» je±li δ ∈ kerF , to ϕ(δ) ∈ ϕ(kerF ) = 0 oraz ψ(F (δ)) = 0.

Poka»emy, »e wektory tych dwóch rodzajów rozpinaj¡ caªe V . Niech δ ∈ V . Ponie-
wa» F (δ) ∈ imF , mamy

F (δ) = a1α1 + . . .+ akαk = F (a1γ1 + . . .+ akγk) dla pewnych a1, . . . , ak ∈ K.

Wówczas
F

(
δ − (a1γ1 + . . .+ akγk)

)
= 0,

zatem δ−(a1γ1+. . .+akγk) ∈ kerF . Ale to oznacza, »e δ jest sum¡ kombinacji wektorów γi
oraz z czego± z kerF , a to chcieli±my wykaza¢.

Tym samym wykazali±my (*), a wi¦c równowa»no±¢ (i)⇔ (i'). Pozostaje wykaza¢, »e (ii)⇔ (i').

5. Je±li zachodzi (ii), to kerF = 0, a wówczas warunek ϕ(kerF ) = 0 jest speªniony przez
dowolne ϕ ∈ V ∗, czyli zachodzi (i'). Zatem (ii) ⇒ (i').

6. Pozostaªo wykaza¢ (ii) ⇐ (i'). Znów rozumujemy przez sprzeczno±¢. Zaªó»my, »e kerF 6= 0;
chcemy pokaza¢ przykªad ϕ ∈ V ∗ takiego, »e ϕ(kerF ) 6= 0.

Niech α1, . . . , αk b¦dzie baz¡ kerF , za± β1, . . . , βl jej dopeªnieniem do bazy caªego V . Okre±lamy
ϕ : V → K na zbudowanej powy»ej bazie V nast¦puj¡co:

ϕ(α1) = 1, ϕ(α2) = 0, . . . , ϕ(αk) = 0,

ϕ(β1) = 0, ϕ(β2) = 0, . . . , ϕ(βl) = 0.

Poniewa» α1 ∈ kerF i ϕ(α1) 6= 0, niew¡tpliwie zachodzi ϕ(kerF ) 6= 0. Tak wi¦c (ii) ⇐ (i'), a to
ko«czy dowód.
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