
GAL, Kolokwium 1 TEMAT A 19.11.2010

Rozwia
↪
zanie każdego zadania TRZEBA napisać na ODDZIELNEJ kartce (lub kartkach).

Na każdej kartce prosze
↪
podać: imie

↪
, nazwisko (BARDZO CZYTELNIE), numer indeksu

osoby zdaja
↪
cej, nazwisko prowadza

↪
cego ćwiczenia lub numer grupy do której osoba zdaja

↪
ca

ucze
↪
szcza, numer rozwia

↪
zywanego zadania i litere

↪
tematu.

1. Niech D = {z ∈ C: Re (z) < 0, Im (z) > 0, |z| < 2} i niech funkcja f : C −→ C be
↪
dzie

zadana wzorem f(z) = (1 + i) · z2 + 1.

(a) Naszkicować zbiory D oraz f(D).

(b) Dla k ∈ N niech zk = (1+i
√

3)k

300
. Dla jakich k ∈ N zachodzi zk ∈ D?

2. W R4 rozpatrzmy podprzestrzeń V = lin ((1, 2, 1, 2), (3, 5, 1, 7), (5, 9, 3, 11)).

(a) Znaleźć baze
↪
i wymiar przestrzeni V . Czy wektor α = (1, 1, 0, 1) należy do V ?

(b) Znaleźć uk lad równań liniowych opisuja
↪
cy V . Czy V można opisać jednym

równaniem liniowym? Czy V można opisać uk ladem trzech równań liniowych?
Odpowiedź uzasadnij.

3. W R4 rozpatrzmy podprzestrzeń W be
↪
da

↪
ca

↪
przestrzenia

↪
rozwia

↪
zań uk ladu równań

U :

{
x1 + x2 + 3x3 − 3x4 = 0
x1 + 2x2 + 4x3 − 5x4 = 0.

(a) Znaleźć baze
↪
i wymiar przestrzeni W . Znaleziona

↪
baze

↪
przestrzeni W dope lnić

do bazy przestrzeni R4 w taki sposób aby w tej bazie wektor β = (1, 2, 4, 3) mia l
wspó lrze

↪
dne 1, 1, 0, 1. Czy istnieje baza przestrzeni W , która

↪
można dope lnić

do bazy przestrzeni R4 w ten sposób, że wektor β ma w tej bazie wspó lrze
↪
dne

1, 1, 0, 0? Odpowiedź uzasadnij.

(b) NiechWs = lin ((1, 5, 1, 3), (2, 3s+10, s+2, 2s+6). Dla jakich wartości parametru
s ∈ R zachodzi równość Ws = W?

4. Niech α1, . . . , αk be
↪
dzie uk ladem wektorów przestrzeni liniowej V . Stosuja

↪
c definicje:

podprzestrzeni, kombinacji liniowej uk ladu wektorów i liniowej niezależności uk ladu
wektorów, wykazać, że

(a) Zbiór lin (α1, . . . , αk) jest podprzestrzenia
↪
przestrzeni V .

(b) Jeśli uk lad α1, . . . , αk jest liniowo niezależny oraz β ∈ V , to
uk lad α1, . . . , αk, β jest liniowo niezależny wtedy i tylko wtedy gdy β 6∈ lin (α1, . . . , αk).

5. (a) W R3 podać przyk lad takiego uk ladu wektorów α1, α2, α3, α4, α5, którego każdy
jego poduk lad z lożony z trzech wektorów jest liniowo niezależny.

(b) Czy istnieje taki uk lad wektorów α1, α2, α3, . . . , αn, αn+1, αn+2 w przestrzeni Rn,
którego każdy poduk lad z lożony z n wektorów jest liniowo niezależny? Czy ist-
nieje taki nieskończony uk lad wektorów α1, α2, α3, . . . w przestrzeni Rn, którego
każdy poduk lad z lożony z n wektorów jest liniowo niezależny? Uzasadnić.
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↪
zanie każdego zadania TRZEBA napisać na ODDZIELNEJ kartce (lub kartkach).

Na każdej kartce prosze
↪
podać: imie

↪
, nazwisko (BARDZO CZYTELNIE), numer indeksu

osoby zdaja
↪
cej, nazwisko prowadza

↪
cego ćwiczenia lub numer grupy do której osoba zdaja

↪
ca

ucze
↪
szcza, numer rozwia

↪
zywanego zadania i litere

↪
tematu.

1. Niech D = {z ∈ C: Re (z) > 0, Im (z) < 0, |z| < 3} i niech funkcja f : C −→ C be
↪
dzie

zadana wzorem f(z) = (1 + i) · z2 − 1.

(a) Naszkicować zbiory D oraz f(D).

(b) Dla k ∈ N niech zk = (
√

2+i
√

2)k

200
. Dla jakich k ∈ N zachodzi zk ∈ D?

2. W R4 rozpatrzmy podprzestrzeń V = lin ((1,−1, 2, 1), (3,−2, 7, 1), (4,−5, 7, 6)).

(a) Znaleźć baze
↪
i wymiar przestrzeni V . Czy wektor α = (1,−2, 1, 2) należy do V ?

(b) Znaleźć uk lad równań liniowych opisuja
↪
cy V . Czy V można opisać jednym

równaniem liniowym? Czy V można opisać uk ladem trzech równań liniowych?
Odpowiedź uzasadnij.

3. W R4 rozpatrzmy podprzestrzeń W be
↪
da

↪
ca

↪
przestrzenia

↪
rozwia

↪
zań uk ladu równań

U :

{
x1 + x2 − 3x3 − x4 = 0
x1 + 2x2 − 4x3 − 3x4 = 0.

(a) Znaleźć baze
↪
i wymiar przestrzeni W . Znaleziona

↪
baze

↪
przestrzeni W dope lnić

do bazy przestrzeni R4 w taki sposób aby w tej bazie wektor β = (2,−4,−2, 3)
mia l wspó lrze

↪
dne 1, 1, 0, 1. Czy istnieje baza przestrzeniW , która

↪
można dope lnić

do bazy przestrzeni R4 w ten sposób, że wektor β ma w tej bazie wspó lrze
↪
dne

1, 1, 0, 0? Odpowiedź uzasadnij.

(b) NiechWs = lin ((1, 3, 1, 1), (3, 5s+9, s+3, 2s+3)). Dla jakich wartości parametru
s ∈ R zachodzi równość Ws = W?

4. Niech α1, . . . , αk be
↪
dzie uk ladem wektorów przestrzeni liniowej V . Stosuja

↪
c definicje:

podprzestrzeni, kombinacji liniowej uk ladu wektorów i liniowej niezależności uk ladu
wektorów, wykazać, że

(a) Zbiór lin (α1, . . . , αk) jest podprzestrzenia
↪
przestrzeni V .

(b) Jeśli uk lad α1, . . . , αk jest liniowo niezależny oraz β ∈ V , to
uk lad α1, . . . , αk, β jest liniowo niezależny wtedy i tylko wtedy gdy β 6∈ lin (α1, . . . , αk).

5. (a) W R3 podać przyk lad takiego uk ladu wektorów α1, α2, α3, α4, α5, którego każdy
jego poduk lad z lożony z trzech wektorów jest liniowo niezależny.

(b) Czy istnieje taki uk lad wektorów α1, α2, α3, . . . , αn, αn+1, αn+2 w przestrzeni Rn,
którego każdy poduk lad z lożony z n wektorów jest liniowo niezależny? Czy ist-
nieje taki nieskończony uk lad wektorów α1, α2, α3, . . . w przestrzeni Rn, którego
każdy poduk lad z lożony z n wektorów jest liniowo niezależny? Uzasadnić.


