
GAL 2012/13 � zadania z gwiazdk¡

2 pa¹dziernika

1. Udowodnij (bez korzystania z eliminacji Gauÿa), »e dowolny ukªad równa« liniowych ma 0,
1 albo niesko«czenie wiele rozwi¡za«.

2. Niech x, y, z, A,B,C b¦d¡ dowolne rzeczywiste, byle by x, y, z byªy ró»ne mi¦dzy sob¡.
Udowodnij, »e istnieje dokªadnie jeden wielomian P stopnia nie wi¦kszego ni» 2, speªniaj¡cy
warunki

P (x) = A, P (y) = B, P (z) = C.

3. (Uogólnienie poprzedniego) Niech x1, . . . , xn, A1, . . . , An b¦d¡ dowolne rzeczywiste, byle
by x1, . . . , xn byªy parami ró»ne.
Udowodnij, »e istnieje dokªadnie jeden wielomian P stopnia co najwy»ej n, speªniaj¡cy warunki

P (x1) = A1, . . . , P (xn) = An.

5 pa¹dziernika

4. Udowodnij, »e je±li z macierzy A mo»na uzyska¢ (poprzez operacje elementarne) macierze
w postaci schodkowej zredukowanej A′, A′′, to A′ = A′′.
Równowa»nie: je±li z macierzy schodkowej zredukowanej B mo»na uzyska¢ (poprzez op. el.)
macierz schodkow¡ zredukowan¡ B′, to B = B′.
Wskazówka: Rozwa» ukªady równa« zwi¡zane z tymi macierzami.

9 pa¹dziernika

5. Niech

U :


a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = a1,(n+1)

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = a2,(n+1)
...

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = am,(n+1)

b¦dzie ukªadem równa« liniowych z jednym parametrem t, w którym ka»dy wspóªczynnik aij

ma posta¢ Aijt+Bij, gdzie Aij, Bij s¡ liczbami rzeczywistymi (by¢ mo»e równymi zero).
Udowodnij, »e liczba rozwi¡za« ukªadu jest taka sama dla wszystkich, oprócz pewnych sko«czenie
wielu, warto±ci parametru t ∈ R.

6. Jak zmieni si¦ sytuacja, je±li w zadaniu 5 dodamy zaªo»enie, »e parametr wyst¦puje tylko
w jednym miejscu w caªym ukªadzie?

7. Czy istnieje takie dziaªanie ⊕ na Q, »eby Q wraz z ⊕ jako dodawaniem oraz z dziaªaniem

a� b = ab+ a+ b

jako mno»eniem (wraz z odpowiednimi elementami neutralnymi) byªo ciaªem?

12 pa¹dziernika

8 (wzgl¦dnie ªatwe). Znajd¹ ciaªo:
a) maj¡ce 9 elementów;
b) maj¡ce 25 elementów.
(Wskazówka: przyjrzyj si¦ ciaªu C)
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9. Udowodnij, »e je±li K jest ciaªem sko«czonym, to liczba jego elementów jest pot¦g¡ liczby
pierwszej.
(Mamy te» na odwrót: je±li n jest pot¦g¡ liczby pierwszej, to istnieje ciaªo n-elementowe. Ale to
jest trudniejsze.)

16 pa¹dziernika

10. Oblicz (przy pomocy liczb zespolonych):

cosα + cos(2α) + cos(3α) + . . .+ cos(nα),(a)

cosα + 2 cos(2α) + 3 cos(3α) + . . .+ n cos(nα).(b)

19 pa¹dziernika

11. Dana jest liczba naturalna n. Podzbiór A ⊆ {1, . . . , n} nazwiemy czerwonym, je±li liczba
elementów A dzieli si¦ przez 4, oraz niebieskim, je±li jest parzysta, ale niepodzielna przez 4.
Udowodnij, »e:
a) Je±li n dzieli si¦ przez 8, to podzbiorów czerwonych jest wi¦cej ni» niebieskich.
b) Je±li n dzieli si¦ przez 4, ale nie przez 8, to jest odwrotnie.
(Wskazówka: u»yj liczb zespolonych :)

12. Przy pomocy liczb zespolonych udowodnij twierdzenie Ptolemeusza:
Je±li na czworok¡cie ABCD mo»na opisa¢ okr¡g, to zachodzi

|AB| · |CD|+ |BC| · |AD| = |AC| · |BD|.

(w razie w¡tpliwo±ci: punkty A, B, C, D le»¡ na okr¦gu wªa±nie w tej kolejno±ci)

23 pa¹dziernika

13. Znajd¹ sum¦ wszystkich zespolonych pierwiastków pierwotnych n-tego stopnia z jedynki.
(Pierwiastek nazywamy pierwotnym, je±li nie jest pierwiastkiem z jedynki stopnia mniejszego
ni» n; np. dla n = 4 s¡ to i oraz −i).

26 pa¹dziernika

14. Niech V b¦dzie przestrzeni¡ liniow¡ nad ciaªem K oraz niech W1,W2, . . . ,Ws b¦d¡ jej pod-
przestrzeniami liniowymi takimi, »e V = W1 ∪W2 ∪ . . . ∪Ws.
a) Udowodnij, »e je±li s = 2, to W1 = V lub W2 = V .
b) Udowodnij, »e je±li K jest niesko«czone, to istnieje takie i, »e Wi = V .
c) Znajd¹ takie s, K, V oraz Wi speªniaj¡ce zaªo»enia zadania, »e »adne Wi nie jest równe V .

13 listopada

15.
a) Niech K b¦dzie ciaªem zawieraj¡cym C. Wówczas K jest przestrzeni¡ liniow¡ nad C. Za-
ªó»my, »e jej wymiar jest sko«czony. Udowodnij, »e wówczas K = C.
b) Analogicznie, niech K b¦dzie ciaªem zawieraj¡cym R, b¦d¡cym sko«czenie wymiarow¡ prze-
strzeni¡ liniow¡ nad R. Udowodnij, »e w takim wypadku wymiar K nad R wynosi 1 lub 2.
Wskazówka: skorzystaj z zasadniczego twierdzenia algebry.
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16. Udowodnij, »e R nie ma sko«czonej bazy nad Q.
(Na osobn¡ gwiazdk¦ zasªuguje podanie przykªadu niesko«czonego ukªadu niezale»nego wraz
z uzasadnieniem � ja nie umiem bez u»ycia gª¦bokich twierdze« z XIX w.)

17. Udowodnij, »e R nad Q oraz R∞ nad R nie maj¡ bazy przeliczalnej.

8 stycznia

Uwaga: w poni»szych zadaniach b¦d¦ zapisywa¢ wskazówki biaªym tekstem. Mo»na je wi¦c obej-
rze¢ metod¡ kopiuj�wklej � ale wcze±niej mo»na te» pobawi¢ si¦ bez nich.

18. Niech V b¦dzie sko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ liniow¡, ϕ, ψ : V → V b¦d¡ liniowe oraz
przemienne, tzn. ϕ ◦ ψ = ψ ◦ ϕ. Zaªó»my te», »e ϕ− ψ jest monomorfmizmem. Udowodnij, »e
wówczas zachodzi

ker(ϕ ◦ ψ) = kerϕ⊕ kerψ.

(Wskazówka: Przyjrzyj si¦ rz¦dom wymienionych przeksztaªce«.)

Oznaczenie. Niech K b¦dzie ciaªem, V � przestrzeni¡ liniow¡ nad K, za± ϕ : V → V
przeksztaªceniem liniowym. Je±li

P (x) = a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ anx

n

jest wielomianem o wspóªczynnikach w K, to okre±lamy przeksztaªcenie liniowe P (ϕ) : V → V
wzorem

P (ϕ) = a0 · id +a1 · ϕ+ a2 · ϕ ◦ ϕ+ . . .+ an · ϕ ◦ . . . ◦ ϕ︸ ︷︷ ︸
n

19. Udowodnij, »e dla dowolnego 0 6= P ∈ R[x] istnieje ϕ : R2 → R2 takie, »e P (ϕ) = 0.

20. Niech P b¦dzie wielomianem stopnia n o wspóªczynnikach w ciele K, który ma komplet
jednokrotnych pierwiastków a1, . . . , an, to znaczy

P (x) = (x− a1)(x− a2) . . . (x− an)

i niech V b¦dzie sko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ liniow¡ nad K (niekoniecznie wymiaru n),
za± ϕ : V → V b¦dzie liniowe i speªnia P (ϕ) = 0. Udowodnij, »e wówczas istnieje baza A
przestrzeni V taka, »e macierz M(ϕ)AA jest diagonalna (tzn. poza przek¡tn¡ zawiera same zera),
za± na przek¡tnej pojawiaj¡ si¦ wyª¡cznie liczby a1, . . . , an (dowoln¡ liczb¦ razy).
Uwaga: Powy»sze zadanie uogólnia równocze±nie zadanie o rzucie, symetrii oraz zªo»eniu rzutu
z symetri¡!
(Wskazówka 1: Przyda Ci si¦ zadanie 18.)
(Wskazówka 2: Przyda Ci si¦ fakt, »e w zadaniu 18 wystarczy zaªo»y¢, »e izomor�zmem jest
ró»nica "� - psi chi", gdzie ¢hi"jest jakimkolwiek przeksztaªceniem liniowym z V do V.)

21. Niech V b¦dzie przestrzeni¡ liniow¡ nad ciaªem K i niech A b¦dzie baz¡ V . Okre±lamy
przeksztaªcenie ϕ : V → V ∗, zadaj¡c je na bazie A wzorem:

ϕ(α) = α∗ dla α ∈ A.

Udowodnij, »e ϕ jest monomor�zmem, ale nie jest izomor�zmem, je±li tylko dimV =∞.

Uwaga: Je±li dimV =∞, to z powy»szego zadania nie wynika wprawdzie jeszcze nieistnienie »ad-
nego izomor�zmu pomi¦dzy V a V ∗ (czy rozumiesz, dlaczego?). Mo»na wykaza¢, »e rzeczywi±cie
»aden taki izomor�zm nie istnieje. W ogólno±ci jest to do±¢ skomplikowane, dlatego w poni»szym
zadaniu upro±cimy sobie »ycie.
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22. Udowodnij � dla wybranego przez siebie przykªadu ciaªa K oraz niesko«czenie wymiarowej
przestrzeni liniowej V nad K � »e V ∗ nie jest izomor�czne z V .
(Wskazówka: Mo»e zainspiruje Ci¦ tre±¢ zadania 17.)

18 stycznia

23. Rozwi¡» zadanie 5 z serii 10 zada« domowych w przypadku, gdy B ma wi¦cej kolumn ni»
wierszy.
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