
Zadania domowe z GAL II � seria 10 (termin: 20 VI)

Wskazówka ogólna. Te zadania nie s¡ rachunkowe (gdzieniegdzie wystar-
cz¡ wr¦cz ±ladowe rachunki). Najlepiej spróbuj rozwi¡za¢ ka»de w pi¦ciu
linijkach tekstu.

1. Niech
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2 1
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Czy macierze A+ AT i A+ A s¡ podobne?

2. W trójk¡cie ABC wybrano wierzchoªki D, E, F odpowiednio na bo-
kach BC, CA, AD w taki sposób, »e

BD

BC
=
CE

CA
=
AF

AB
=

π2

129
.

Udowodnij, »e wszystkie ±rodkowe trójk¡tów ABC oraz DEF przecinaj¡ si¦
w jednym punkcie.
Mo»esz korzysta¢ ze szkolnej wiedzy na temat geometrii trójk¡ta.
(Wskazówka: skorzystaj z przeksztaªce« a�nicznych. By¢ mo»e pomo»e Ci
rozwa»enie najpierw przypadku, gdy ABC jest równoboczny.)

3. W R3 dane s¡ liniowo zale»ne wektory α1, α2, α3 o dªugo±ci 1 i takie, »e
k¡t mi¦dzy ka»dymi dwoma ró»nymi z nich wynosi 2π

3
. Niech πα oznacza rzut

prostopadªy na lin(α), za± πM � rzut prostopadªy na M = lin(α1, α2, α3).
Wiedz¡c, »e w takiej sytuacji przeksztaªcenie liniowe πα1 + πα2 + πα3 musi
by¢ równe a · πM dla pewnego a ∈ R, znajd¹ a.
Bonus dla ambitnych: Udowodnij, »e liniowa zale»no±¢ α1, α2, α3 wynika
z pozostaªych zaªo»e«.

De�nicja. Niech (P, %) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡. Powiemy, »e ci¡g
elementów pn ∈ P zbiega do elementu p ∈ P , je±li ci¡g liczb %(pn, p) zbiega
do 0.
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4. Niech< ·, · > b¦dzie iloczynem skalarnym w przestrzeni Rk. Niech α1, α2, . . .
oraz α b¦d¡ wektorami w Rk. Udowodnij, »e zbie»no±¢ αn → α zachodzi
w metryce % wyznaczonej przez < ·, · > wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi
ona w metryce %st wyznaczonej przez standardowy iloczyn skalarny < ·, · >st.
(Jest to szczególny przypadek twierdzenia o tym, »e wszystkie normy w Rk s¡
równowa»ne, którego dowód na pocz¡tku drugiego roku ogl¡da si¦ z niezna-
nych przyczyn okoªo czterokrotnie. Ale warto, bo ciekawy. Za to w powy»szej
wersji jest to nietrudne zadanie z naszego przedmiotu)

5. Niech a, b ∈ R oraz

X1 =
{
[x1, x2, x3] ∈ Rn

∣∣x2
1 + 3x2

2 = 5,
}

X2 =
{
[x1, x2, x3] ∈ Rn

∣∣ ax2
1 + bx2

2 = −5
}
.

Dla jakich warto±ci a, b istnieje a�niczna izometria przeprowadzaj¡ca X1

na X2?

2


