
Zadania domowe z GAL I � seria A (termin: 25 I)

1. Niech
V = lin

(
(1, 1, 3, 2), (4, 5, 2, 5), (2, 3,−4, 1), (1, 2,−5, 5)

)
a) Znajd¹ baz¦ i wymiar V .
b) Dla jakich t ∈ R istnieje baza α1, α2, α3, α4 przestrzeni R4 taka, »e α1 ∈ V , α1 + 2α3 ∈ V
oraz wektor β = (1, 1, 3, 3) ma w tej bazie wspóªrz¦dne (0, t, 1, 0)? Dla ka»dego takiego t podaj
odpowiedni przykªad.

2. Niech

V = lin
(
(1, 2, 2, 3), (1,−1, 1,−1), (2, 1, 3, t+ 2)

)
,

W :


x1 + x2 + 2x3 + 2x4 = 0

2x1 + 3x2 + 3x3 + 2x4 = s− 1
3x1 + 4x2 + 5x3 + (s2 − 1)x2

4 = 0

a) Opisz podprzestrze« V ⊆ R4 ukªadem równa« liniowych.
b) Dla jakich s ∈ R zbiór W jest podprzestrzeni¡ liniow¡ R4? Dla ka»dego takiego s znajd¹
baz¦ W .

3. Niech

V = lin
(
(1, 2, 1, 3), (3, 5, 2, 4), (1, 3, t, 8)

)
,

W :


x1 + x2 + 2x3 + x4 = 0

2x1 + 3x2 + 4x3 + 3x4 = 0
3x1 + x2 + 6x3 + sx4 = 0

a) W zale»no±ci od warto±ci s, t ∈ R znajd¹ bazy przestrzeni V +W oraz V ∩W .
b) Dla jakich s, t ∈ R zachodzi R4 = V ⊕W?

4. Niech ϕ : R2 → R3 b¦dzie zadane warunkami

ϕ
(
(1, 1)

)
= (2, 1, 3), ϕ

(
(1, 2)

)
= (4, 2, t).

a) Znajd¹ wzór na ϕ oraz M(ϕ)BA, gdzie

A : (3, 2), (1, 2), B : (0, 0, 1), (0, 1, 1), (1, 1, 1).

b) Dla jakich t ∈ R istnieje ψ : R3 → R3 takie, »e imψ = {(x1, x2, x3) ∈ R3 |x1 = x2} oraz
ker(ψ ◦ φ) = {(0, 0)}? Dla ka»dego takiego t podaj odpowiedni przykªad.

5. Niech

ϕ
(
(x1, x2, x3, x4)

)
= (x1 + 2x2 − x3 + 3x4, 2x1 + 5x2 + x3 + 7x4, x1 + x2 − 4x3 + 2x4),

Z = {ψ ∈ L(R3,R3) |ψ ◦ ϕ = 0, imψ ⊆ lin
(
(1, 0, 0), (1, 2, 2)

)
}

a) Znajd¹ baz¦ imϕ.
b) Znajd¹ wymiar przestrzeni Z.
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c) Podaj przykªad ψ ∈ Z takiego, »e ψ jest rz¦du 1.

6. Niech

A : (1, 1, 1), (1, 2, 3), (1, 2, 2), B : (1, 1), (1, 2),

M(ϕ)BA =

[
3 1 −1
−1 0 1

]
, M(ψ)Ast =

 1 3
1 0
2 5


a) Znajd¹ M(ϕ)st

st. Znajd¹ wspóªrz¦dne ϕ(α) w bazie B, je±li α = α1 − 2α2 + 5α3 (αi oznaczaj¡
kolejne wektory z bazy A).
b) Znajd¹ wymiar j¡dra oraz baz¦ obrazu ϕ ◦ ψ.

7. Niech

ϕ
(
(x1, x2, x3)

)
= (x1 + 2x2 − 3x3, 3x1 − 4x2 + x3, 2x1 − x2 − x3),

A : (3, 4, 5), (1, 3,−2), (0, 1,−2), B : (0, 1, 1), (1, 0, 1), (1, 1, 1)

a) Oblicz M(ϕ∗)st∗
B∗ .

b) Znajd¹ wspóªrz¦dne ϕ∗(ε∗2 + ε∗3) w bazie A∗.
c) Dla jakich t ∈ R istnieje ψ ∈ kerϕ∗ takie, »e kerψ = lin

(
(1, 3, 2), (2,−4, t)

)
?

8. Niech n ∈ N, s ∈ R oraz

A =



s s s . . . s s
s 1 s . . . s s
s s 2 . . . s s
...

...
...

. . .
...

...
s s s . . . n− 1 s
s s s . . . s n


a) Zakªadaj¡c, »e s = n+ 1, oblicz detA. Wyka», »e w takiej sytuacji A jest odwracalna.
b) Czy mo»e si¦ zdarzy¢, »e s = 4n oraz detA = 26 · 35?

9. Niech V,W b¦d¡ (niekoniecznie sko«czenie wymiarowymi) przestrzeniami liniowymi nad K i
niech ϕ : V → W , ψ : W → V b¦d¡ przeksztaªceniami liniowymi.
a) Udowodnij, »e je±li V ′ ⊆ V jest podprzestrzeni¡ tak¡, »e ϕ|V ′ jest monomor�zmem oraz ϕ(V ′) =
ϕ(V ), to V = V ′ ⊕ kerϕ.
b) Udowodnij, »e je±li ϕ ◦ ψ jest izomor�zmem, to dimW ≤ dimV .

10. Niech A ∈Mn×n(R) b¦dzie górnotrójk¡tna i taka, »e An = 0. Udowodnij, »e det(A+I) = 1.
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