
Zadania domowe z GAL I � seria 9 (termin: 13 I)

Rozwi¡» wybrane trzy spo±ród poni»szych zada«.

1. Niech ϕ
(
(x1, x2, x3)

)
= (x1 + 2x2 + 3x3, x2 + 2x3, x1 − x3). Znajd¹ wymiar przestrzeni:

Z1 =
{
ψ ∈ L(R5,R3)

∣∣ψ((1, 0, 0, 0, 0)
)

= (0, 0, 0) oraz ϕ ◦ ψ = 0
}
,

Z2 =
{
ψ ∈ L(R3,R4)

∣∣ imψ ⊆ {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 |x1 + x2 = 0} oraz ψ ◦ ϕ = 0
}
.

2. Niech

A =

 0 2 1
1 −1 4
1 2 −2


Przedstaw macierze A oraz A−1 jako iloczyny macierzy elementarnych.

3. Rozwa»my nast¦puj¡ce bazy w R3:

A : (1, 1,−1), (2, 3, 0), (−1, 0, 4),

B : (1, 0, 5), (2, 1, 8), (1, 3, 0)

a) Znajd¹ baz¦ A∗.

b) Niech ϕ
(
(x1, x2, x3)

)
= 3x1 + x2 − 4x3. Wyznacz wspóªrz¦dne funkcjonaªu ϕ w bazie B∗.

(Przypominam, »e w tym celu nie trzeba oblicza¢ bazy B∗!)
c) Znajd¹ tak¡ baz¦ C = {γ1, γ2, γ3} w R3, »eby baza C∗ byªa nast¦puj¡ca:

α∗1 + α∗2, α∗2, 2α∗3,

gdzie α∗i oznaczaj¡ funkcjonaªy z bazy A∗.

(Wskazówka: Mo»na to zrobi¢ na piechot¦. Jednak najpro±ciej jest zacz¡¢ od obliczenia wspóª-
rz¦dnych γi w bazie A - to akurat da si¦ zrobi¢ prostym rachunkiem, który byªby wykonalny nawet
wtedy, gdyby w zadaniu baza A byªa nieznana. A wtedy ju» bardzo ªatwo obliczy¢ same γi.)

4. ( ) Niech V b¦dzie n-wymiarow¡ przestrzeni¡ liniow¡ nad ciaªem K i niech ϕ : V → V
b¦dzie liniowe.

a) Udowodnij, »e je±li w ciele K zachodzi 1 + 1 6= 0, to istniej¡ izomor�zmy ϕ1, ϕ2 : V → V
takie, »e ϕ = ϕ1 + ϕ2.

b) (niepunktowane, ale mo»na dosta¢ drugi ) Podaj przykªad takiego ϕ, którego nie mo»na

przedstawi¢ w postaci sumy dwóch izomor�zmów.
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