
Zadania domowe z GAL I � seria 7 (termin: 9 XII)

Wybierz trzy spo±ród poni»szych zada«.

1. Niech:

• ϕ : R3 → R3 b¦dzie rzutem na lin
(
(1,−1, 1)

)
wzdªu» lin

(
(1, 0,−1), (1, 1,−2)

)
;

• ψ : R3 → R3 b¦dzie jednokªadno±ci¡ o skali −4;

• χ : R3 → R3 b¦dzie przeksztaªceniem o macierzy (w bazach standardowych) 1 5 8
−7 1 2
9 4 3

 ;

• θ : R3 → R3 b¦dzie obrotem wokóª osi OZ w R3 o k¡t 90◦ (a poniewa» mo»na wykona¢ obrót
w dwóch kierunkach, precyzujemy kierunek za pomoc¡ nast¦puj¡cej informacji) takim, »e

θ
(
(1, 1, 1)

)
= (−1, 1, 1)

Wyznacz:
a) Macierz przeksztaªcenia ϕ+ 2 · ψ (w bazach standardowych);
b) Wzór na χ− θ.

2. Niech ϕ, ψ : R4 → R4 b¦d¡ przeksztaªceniami liniowymi. Wiadomo, »e rz¡d ϕ wynosi 3 oraz
»e

ψ
(

lin
(
(1, 2, 3, 4), (0,−1, 3, 5)

))
= lin

(
(1,−1, 2, 0), (1,−1, 2, a)

)
.

Dla jakich warto±ci a ∈ R oraz r ∈ Z≥0 istniej¡ ϕ, ψ speªniaj¡ce powy»sze zaªo»enia i takie, »e
rz¡d zªo»enia ϕ ◦ψ wynosi r? W ka»dej takiej sytuacji podaj odpowiedni przykªad. (Wystarczy,
»e zadasz warto±ci przeksztaªce« ϕ, ψ na dowolnych wybranych przez siebie bazach R4 � w tym
zadaniu chodzi o my±lenie, nie o liczenie)

3. Udowodnij uwag¦ 4.6 ze skryptu, tzn. »e je±li ϕ : V → W jest przeksztaªceniem liniowym,
to kerϕ jest podprzestrzeni¡ liniow¡ w V , za± imϕ jest podprzestrzeni¡ liniow¡ w W .

4. ( ) Niech V,W b¦d¡ przestrzeniami liniowymi nad ciaªem K. Przeksztaªcenie (nieko-
niecznie liniowe!) ϕ : V → W nazywamy addytywnym, je±li

ϕ(α + β) = ϕ(α) + ϕ(β) dla ka»dych α, β ∈ V.

Oczywi±cie ka»de przeksztaªcenie liniowe jest z de�nicji addytywne, ale czy jest na odwrót?

a) Udowodnij, »e je±li K = Q, to ka»de przeksztaªcenie addytywne jest liniowe.
b) Udowodnij, »e istniej¡ przeksztaªcenia addytywne nieliniowe. (Wskazówka: mo»esz wskaza¢
przykªad dla K = C oraz V = W = C. Dla K = R te» istniej¡ przykªady, ale to jest chyba
trudniejsze.)
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