
Dowód istnienia ciaª Zpn � w zadaniach

Niech K[α] oznacza ciaªo K z dorzuconym elementem α, wszystkimi jego pot¦gami oraz sumami
wszystkich tak otrzymanych elementów.

Konstrukcja ciaªa Z9

Na ¢wiczeniach byªo powiedziane, »e ciaªo Z9 de�niujemy jako Z3[α], gdzie α speªnia warunek
α2 = −1. Teraz sprawd¹my po kolei, »e tak jest rzeczywi±cie dobrze.

1. Udowodnij, »e wewn¡trz zbioru Z3[α] mo»na dodawa¢ i mno»y¢. Wywnioskuj prawdziwo±¢
wszystkich aksjomatów, na razie oprócz aksjomatu o elemencie odwrotnym.

2. Udowodnij, »e Z3[α] ma dokªadnie 9 elementów.

3. Udowodnij, »e je±li a 6= 0 lub b 6= 0, to (a+ bα)(a− bα) jest niezerowym elementem Z3.

4. Udowodnij, »e Z3[α] jest ciaªem.

Konstrukcja ciaªa Z25

5. Niech α b¦dzie dodatkowym elementem speªniaj¡cym warunek α2 = −1 ∈ Z5. Udowodnij,
»e Z5[α] nie jest ciaªem! (Wskazówka: czy w tym przypadku teza zadania 3 jest prawdziwa?)

6. Wyka», »e je±li c ∈ Z5 nie jest kwadratem »adnego elementu z Z5, oraz je±li doªo»ymy do Z5

element β o wªano±ci β2 = c, to w otrzymanym zbiorze Z5[β] teza zadania 3 jest prawdziwa.

7. Udowodnij, »e Z5[β] jest ciaªem (25-elementowym), je±li β2 = 2 ∈ Z5.

Konstrukcja ciaªa Zp2

8. (Uogólnienie zadania 1) Udowodnij, »e dodawa¢ i mno»y¢ mo»na wewn¡trz dowolne zbioru
postaci K[α]. Wywnioskuj prawdziwo±¢ wszystkich aksjomatów oprócz tego o elemencie odwrot-
nym.

9. Udowodnij, »e dla dowolnej liczby pierwszej p istnieje element c ∈ Zp nieb¦d¡cy kwadratem
»adnego elementu Zp.

10. Udowodnij, »e dla dowolnej liczby pierwszej p istnieje ciaªo maj¡ce dokªadnie p2 elementów.

Ci¡g dalszy nast¡pi.
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