Réwnosé

Daria Walukiewicz-Chrzaszcz

4 kwietnia 2017



Relacje indukeyjne

Typowanie jako relacja indukcyjna

Inductive exp : Set :=

| Nat : nat — exp

| Plus : exp — exp — exp
| Bool : bool — exp

| And : exp — exp — exp.
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Relacje indukeyjne

Typowanie jako relacja indukcyjna

Inductive type : Set := TNat | TBool.

Inductive hasType : exp — type — Prop :=
| HtNat : V n,

hasType (Nat n) TNat
| HtPlus : V el e2,

hasType el TNat

— hasType e2 TNat

— hasType (Plus el e2) TNat
| HtBool : V b,

hasType (Bool b) TBool
| HtAnd : V el e2,

hasType el TBool

— hasType e2 TBool

— hasType (And el e2) TBool.
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Relacje indukeyjne

Rozstrzygalnos¢ poréwnywania typow

Definition eq-type_dec : V t1 t2 : type, {t1 = t2} + {tl # t2}.
decide equality.
Defined.
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Relacje indukeyjne

Dowdd przez indukcje po dowodzie

Lemma hasType_det : V e tI,
hasType e t1
— V t2, hasType e t2
— t1 = t2.
induction 1; inversion 1; auto.
Qed.

Patrz plik: hastype.v
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Réwnosé

Konwersja — réwnos¢ definicyjna, obliczeniowa

ang. definitional equality
reguta konwersji

TFM:A TFA=ps,B TFB:s
TFM:B
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Réwnosé

Konwersja — réwnos¢ definicyjna, obliczeniowa

ang. definitional equality
reguta konwersji

TFM:A TFA=ps,B TFB:s
TFM:B

' A=gys5¢. B
jesli
o' Ap* A
o I'B»>*B
o A'=RBlub
(A =Xe:T.A"iT,2: T+ B'z=pgy5c, A”) lub
(B'=Xe:T.B"il'a: T+ A'zx =g,5¢, B”)

I'A>B

domkniecie przechodnie redukgcji beta, iota, delta i zeta.
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Reguty redukcji na przyktadzie

Definition pred’ (x : nat) :=
match x with
|O=0
|Sn"=lety:=n"iny
end.

Theorem reduce_me : pred’ 1 = 0.

cbv delta.
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Reguty redukcji w taktyce cbv

(fun x : nat = match x with
|0=10
|Sn"=lety:=n"iny
end) 1 =10

cbv beta.
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Reguty redukcji w taktyce cbv

match 1 with

|0=10
|Sn"=1lety:=n"iny
end =0

cbv iota.
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Reguty redukcji w taktyce cbv

(funn':nat = lety:=n"iny)0=0

cbv beta.

(let y:=0iny)=0

cbv zeta.
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Réwnosé
eq — réwnos¢ definiowalna

ang. propositional equality
definiowana jako relacja indukcyjna

Inductive eq (A : Type) (x : A) : A — Prop := eq_refl : x = x
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Réwnosé
eq — réwnos¢ definiowalna

ang. propositional equality
definiowana jako relacja indukcyjna

Inductive eq (A : Type) (x : A) : A — Prop := eq_refl : x = x
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Réwnosé
eq — réwnos¢ definiowalna

ang. propositional equality
definiowana jako relacja indukcyjna

Inductive eq (A : Type) (x : A) : A — Prop := eq_refl : x = x

@eq_refl: forall (A : Type) (x : A), eq A x X

Daria Walukiewicz-Chrzaszez



Réwnosé
eq — réwnos¢ definiowalna

ang. propositional equality
definiowana jako relacja indukcyjna

Inductive eq (A : Type) (x : A) : A — Prop := eq_refl : x = x
@eq_refl: forall (A : Type) (x : A), eq A x X

eq to réwnos¢ Leibnitza:

eq-ind: forall (A : Type) (x : A) (P : A -> Prop),
Px ->forally : A, x=y ->Py
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Réwnosé
Problemy z réwnoscia

lemmaUIP jest niedowodliwy:

Lemma lemmaUIP : ¥V (x : A) (pf : x = x), pf = eq_refl x.

dowodliwy jest lemma2:

Lemma lemma2 : V (x : A) (pf : x = x), O = match pf with eq_refl =
O end.
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Réwnosé
Dowdd lemma?2

Definition lemma2 :=
fun (x : A) (pf : x = x) =
match pf return (0 = match pf with
| eq_refl = 0
end) with
| eq_refl = eq_refl 0
end.
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Aksjomat UIP_refl

Check UIP_refl.

UIP _refl
V(U : Type) (x: U) (p: x = x), p = eq_refl x
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Réwnosé

UIP_refl réwnowazny z aksjomatem Streicher_K

Check Streicher_K.

Streicher_K
:V (U : Type) (x : U) (P : x = x — Prop),
Peqg.refl > Vp:x=x Pp

Streicher's axiom K jest niesprzeczny z CIC i niedowodliwy w CIC
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Dla typéw rozstrzygalnych

czyli takich, ze

Variable eq-dec : forall x y:A, {x = y} + {x <> y}.
zachodza prawa UIP_dec, UIP_refl i K_dec

forall (x y:A) (pl p2:x =y), pl = p2

forall (x y:A) (p:x = x), p = eq_refl x

forall (x:A) (P:x = x -> Prop), P (eq_refl x)
-> forall p:x =x, Pp

bez dodatkowych aksjomatéw (patrz: modut Eqdep_dec z biblioteki
standardowej)
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Réwnosé

Lemat UIP_refl_nat jest dowodliwy w Coqu

UIP _refl_nat
1V (x :nat) (p: x = x), p=eq-refl x

(patrz: plik UIP_refl_nat.v)
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Réwnosé
Problemy z réwnoscig cd.

Ponizszego twierdzenia “nie da sie zapisa¢”

Theorem vappend_assoc : V a b ¢
(va : vector a ) (vb : vector b) (vc : vector ¢ ),
vappend (vappend va vb) vc = vappend va (vappend vb vc).

Error:

The term "vappend va (vappend vb vc)"

has type "vector (a + (b + c))"

while it is expected to have type "vector (a + b + c)".
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Réwnosé
Trzeba wstawi¢ “type-cast”

Theorem vappend_assoc : V a b ¢
(va : vector a ) (vb : vector b) (vc : vector c ),
vappend (vappend va vb) vc =
match Plus.plus_assoc a b cin (- = X)
return vector X with
| eq_refl = vappend va (vappend vb vc)
end.
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Réwnosé
Réwnos¢ heterogeniczna

Inductive JMeq (A : Type) (x : A) : V B : Type, B — Prop :=
JMeq_refl : JMeq x x

n__n

Infix := JMeq (at level 70, no associativity).
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Zwiazki eq i JMeq

JMeq-_rect
: forall (A : Type) (x : A) (P : forall B : Type, B -> Type),
P A x -> forall (B : Type) (b : B), x ==b ->P B b

eq-rect

: forall (A : Type) (x : A) (P : A -> Type),
Px ->forally : A, x=y ->Py
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Zwiazki eq i JMeq

Lemma eq_JMeq : V (A : Type) (x y : A), x =y = x ==
intros; rewrite H; reflexivity.
Qed.
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Zwiazki eq i JMeq

Lemma eq_JMeq : V (A : Type) (x y : A), x =y = x ==
intros; rewrite H; reflexivity.
Qed.

Ale odwrotna implikacja jest niedowodliwa:

Check JMeq_eq.

JMeq_eq
V(A:Type) (xy : A, x==y > x=y
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Aksjomat JMeq_eq

@ moze by¢ bezpiecznie dodany do CIC

@ moze byc uzywany przez rewrite w postaci
JMeq-ind_r

: forall (A : Type) (x : A) (P : A -> Type),
Px ->forally : A, x==y ->Py
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Réwnosé
Dowéd pairC’

Dwa sposoby:
@ uzywajacy aksjomatu JMeq_eq
@ uzywajacy naturalnej zasady indukcji dla JMeq
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Réwnosé
Dowéd pairC’

Dwa sposoby:
@ uzywajacy aksjomatu JMeq_eq
@ uzywajacy naturalnej zasady indukcji dla JMeq

Uzyte aksjomaty sprawdzamy za pomoca:

Print Assumptions pairC’.

Patrz plik JMegRew.v
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Réwnosé
Lemat vappend_assoc

Patrz plik vappend_assoc.v
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