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Na naszej uczcie uraczymy si¢ tym razem teorig gier. Na poczatek powiedzmy czym jest w
ogole teoria gier. Jest to dziedzina matematyki badajaca gry. Jednak - nie bada ona jedynie gier
typu kotko i krzyzyk, badz szachy, bada gry w pewnym sensie dowolne. Wiele rzeczy mozemy
traktowaé jako gre, wezmy na ten przyktad dwie firmy na rynku. Mozna powiedzie¢, ze prowadza
one mie¢dzy soba gre, kazda z nich ma pewne strategie marketingowe, kazda ustala wysokosci
cen produktow i inne rzeczy, to sa ich strategie. W zaleznosci od tych strategii osiggna one
pewne zyski. Mozna to traktowac¢ jako gre tych firm miedzy soba. Podobnie mozna traktowaé
nasze posuniecia w zyciu jako pewne strategie i nas jako graczy w spoteczenstwie w wielkiej
grze zwanej zyciem. Ale - przejdZmy do rzeczy.

Nagrody Nobla Niestety (dla matematykow) nie ma nagrody Nobla z matematyki. Jednak
matematycy dostajg nagrody Nobla. Az pieciokrotnie nagrode Nobla z ekonomii wreczono za
badania z teorii gier! Pierwszg z nich dostal Herbert Simon w 1978 roku, za badania nad
ewolucyjna teoria gier, o ktérej jeszcze bedziemy mowi¢. W 1994 dostaty 3 osoby za rozwoj
teorii gier 1 jej zastosowania w ekonomii, miedzy innymi stynny John Nash (ten sam, o ktérym
jest film Pigkny Umyst). Nash jeszcze bedac studentem (w wieku 22 lat) dokonal niesamowitego
przetomu w badaniach nad grami, wspomnimy jeszcze co tak naprawde zrobit. Nastepnie w
latach 1996, 2005 i 2007 nagrode Nobla wreczano réwniez za badania w tej dziedzinie, co ciekawe
w 2007 dostat ja Leonid Hurwicz, ekonomista polskiego pochodzenia (najstarszy noblista, 90
lat).

Nalezy zada¢ pytanie - dlaczego ta dziedzina jest az tak wazna? Rozdano za badania w
niej 5 nagréod Nobla. Oprocz ekonomii ma ona tez szerokie zastosowania w biologii, socjologii,
informatyce. Przyjrzyjmy si¢ najpierw nastepujacej historii.

Dylematy wiezniéw Ztapano dwéch groZznych przestepcow. Wiadomo, ze wspotpracowali
dokonujac pewnego karalnego czynu, ale nie bardzo sa na to dowody. Wymiar sprawiedliwosci
stara si¢ wyciagna¢ zeznania od wiezniow. Kazdy z nich ma 2 strategie do wyboru, przyznac¢
sie do czynu i zeznawaé lub wstrzymaé sie od zeznan. Jesli obaj gracze (wiezniowie) przyznaja
sie do przestepstwa, to dostana po 4 lata. Jesli obaj sie nie przyznaja, to dostang po 2 lata (ze
wzgledu na brak dostatecznych dowodéw). Jesli jeden z nich (powiedzmy pierwszy) przyzna
sie, a drugi nie, to pierwszy dostanie 1 rok (za wspotprace), a drugi 5 lat, gdyz dowody beda,
a kara nie dostanie ztagodzona za wspotprace.

Opisang sytuacje mozna przedstawi¢ w postaci nastepujacej tabeli (w kazdym polu jest
napisana kara dla I-go i II-go wieznia). Stosuje skréty (P - przyznaé sie, NP - nie przyznaé sie).

I gracz \ II gracz | P NP
P (4.4) (1,5)
NP (5,1) (2,2)

Bedziemy nazywaé wiezniéw graczami. Zastanéwmy sie co powinien zrobi¢ w takiej sytuacji
gracz, postawmy sie w sytuacji gracza I.

Jesli gracz 11 wybierze strategie Przyznawania sie, to jesli my sie przyznamy mamy 4 lata,
jesli nie, to 5, czyli w tej sytuacji optaca sie przyznac.



Jesli gracz I1 wybierze strategie Nieprzyznawania si¢, to jesli my si¢ przyznamy mamy 1
rok, jesli nie, to 2, czyli w tej sytuacji tez si¢ optaca przyznac.

Czyli ogodlnie optaca sie przyzna¢. Taka samg sytuacje ma drugi gracz, wiec najpraw-
dopodobniej (jesli beda sensownie mysle¢) obaj sie przyznaja i dostana po 4 lata. Zauwazmy
jednak - gdyby obaj sie nie przyznali, to dostaliby obaj tylko po 2 lata!

To jest przyktad sytuacji, w ktérej jesli kazdy gracz chce jak najlepiej dla siebie efekt jest
kiepski. I to jest przyczyna, dla ktorej teoria gier jest taka wazna. Bardzo wielkim problemem
ludzkosci jest fakt, ze istniejg konflikty intereséw i niestety czesto jest tak, ze gdy kazdy dziata
na wtasng korzysc, to efekt jest optakany. Badaniem tego rodzaju zjawisk i sposobami radzenia
sobie z nimi zajmuje sie teoria gier, przyjrzyjmy sie jej doktadniej.

Krowy na pastwisku Spéjrzmy na inny przyktad.

We wsi mieszka 10 gospodarzy. Kazdy z nich ma 1 krowe. Posiadaja wspolne pastwisko,
ktore nie jest zbyt duze, ale tez nie za male, w sam raz na 10 kréw. Jesli pasie si¢ na nim 10
kréow, to kazda daje 10 litrow mleka dziennie. Jesli jednak pasie sie wiecej, to daja mniej litrow,
to znaczy 11 kréow - kazda po 9 litréw, 12 kréw - kazda po 8, 13 - kazda po 7, ... , 18 - kazda po
2, 19 - kazda po 1 litrze, 20 - krowy nie daja mleka. Kazdy z gospodarzy moze sobie dokupié
jedna krowe (powiedzmy, Ze na wiecej nie ma miejsca w oborze).

Ponizej tabela wyptat (nalezy zauwazy¢, ze te tabele interpretujemy zupelnie inaczej niz
poprzednia tabele, na marginesie - tabela analogiczna do poprzedniej powinna mie¢ 10 wymi-
aréw, jako, ze jest 10 graczy, kazdy z graczy ma po 2 strategie, czyli bytoby 20 = 1024 pél i w
kazdym z nich 10 liczb - zyski 10 graczy).

[los¢ krow 10 (11 |12 |13 |14 |15 |16 |17 |18 |19 |20
Litréw od | 10 |9 8 7 6 5 4 3 2 1 0
jednej krowy

W pewnym momencie jeden z gospodarzy pomysli sobie - mam teraz 1 krowe, 10 litrow
dziennie. Jesli dokupie druga (krowy sa tanie), to bede miatl 2 razy po 9 litréw na krowe, czyli
18 litréw - optaca sie (dokupi krowe). Nastepnie drugi pomysli - mam 9 za jedna krowe, gdy
dokupie, to bede miat 2 razy 8, czyli 16 litréw - rowniez ten dokupi. Tak bedg mysleé¢ kolejni
gospodarze, spéjrzmy na sytuacje, gdy juz 7 bedzie miato 2 krowy, a tylko 3 po 1. Jeden z tych
trzech pomysli - mam teraz 1 krowe, co daje 3 litry, jak dokupie druga, to bede miat 2 razy 2
litry, poniewaz 4 to wiecej niz 3, to dokupi krowe. Na tym sie proces zatrzyma, bo zadnemu z
pozostatych 2 gospodarzy nie optaca sie zamienia¢ 1 krowy dajacej 2 litry na 2 krowy dajace 1
litr.

Zauwazmy co sie stato. Kazdy gospodarz chciat dla siebie jak najlepiej. Na poczatku kazdy
miat 10 litréw mleka dziennie. Teraz 8 ma po 2 krowy dajace 2 litry, czyli 4 litry dziennie, 2
ostatnich ma tylko po 2 litry dziennie. Wszyscy stracili!

Odkrycia Nasha Nash jako pierwszy stworzyt sensowng teorie opisujaca gry, ktére nie sg tak
zwanymi grami o sumie zerowej. Gry o sumie zerowej to gry, w ktorych to co jeden gracz zyskuje,
to drugi traci. Na pierwszy rzut oka widac, ze nie jest to dobry model dla gier wystepujacych
w zyciu, na przyktad dla dylematu wigznia (obaj stracili).

Nash wprowadzit pojecie rownowagi, zwanej pozniej rownowaga Nasha. W przykladzie z
wiezniami réwnowaga jest sytuacja, gdy obaj gracza ruszaja si¢ strategia P. Jesli gracz pier-
wszy widzi, ze drugi ruszyt sie strategia P, to jemu nie optaca si¢ zmienia¢ swojego P na NP.



Podobnie graczowi drugiemu nie optaca si¢ zmieni¢ strategii P na inng. Réwnowaga jest wiec
taka sytuacja, ze kazdy z graczy, gdy wie, jak rusza si¢ ten drugi, to nie optaca mu si¢ zmienic¢
wlasnej strategii.

W przyktadzie z krowami réwnowaga Nasha jest sytuacja, gdy 8 graczy gra strategia 2
krowy, a 2 strategia 1 krowa. Wéwczas zadnemu z graczy, gdy znaja strategie innych nie optaca
sie zmieni¢ swojej strategii.

Zeby dobrze zrozumie¢, co zrobit Nash musimy jeszcze wprowadzié¢ jedno (proste ;)) po-
jecie. Wydawaloby sie, ze gracz wiezien ma tylko 2 strategie, przyznac sie i nie przyznac sie.
Tak naprawde ma ich wiecej! Moze na przykltad zastosowaé losowanie, to znaczy rzuci¢é mon-
eta, gdy wypadnie orzet, to sie przyznaé, gdy reszka, to nie. Moze tez uznaé, ze na przyktad
z prawdopodobienstwem % przyznaje sie, a g nie, albo moze stosowaé¢ dowolne inne losowe
strategie.

Bardzo wazne i znane twierdzenie Nasha moéwi, ze dla kazdej gry takiego typu, ktory
rozwazamy (czyli gracze podejmuja naraz decyzje, maja skonczona ilos¢é podstawowych mozli-
wosci) istnieje co najmniej jedna rownowaga Nasha, by¢ moze ztozona ze strategii losowych. To
jest bardzo wazne twierdzenie, méwi ono, ze istnieje mozliwo$¢, ze nastapi pewna rownowaga
w grze, a te punkty rownowagi sa naprawde istotne, w nich stabilizuje si¢ sytuacja.

Sposoby rozwigzywania probleméw Ale czy teoria gier umie nam tylko powiedzie¢, ze
gdy kazdy ciaggnie w swoja strona, to jest kiepsko. Czy tylko umie nam przekaza¢ co pociggaja
za soba konflikty intereséw? Oczywiscie nie! Po to rozwaza si¢ teorie gier, zeby dawata réwniez
recepty na rozwiazywanie problemow.

Rozwazmy znany nam juz przyktad kréw. Powiedzmy, ze wie$ odkupit nowy, chciwy pan.
Pan zarzadzit podatki od kréw, kazdy gospodarz, ktéry ma przynajmniej 2 krowy (podatek dla
burzujéw) bedzie oddawat 3 litry od krowy. Co wéwcezas sie stanie. Pierwszy gospodarz pomysli
- mam 10 litrow, po kupnie krowy bede miat 2 razy 9 litrow, czyli 18, ale 2 razy 3, czyli 6
bede oddawal panu. Zatem bede miat 12, ok, kupuje. Drugi po podobnej rachubie stwierdzi, ze
2-8—2-3=10 > 9 i tez kupi krowe. Jednak trzeci stwierdzi - teraz mam 8 litrow. Jak kupie
krowe, to bede z dwoch mial 14 litrow, ale 6 oddam panu, czyli wyjdzie na to samo. W tym
miejscu zatem znajduje si¢ rownowaga Nasha - 2 gospodarzy po 2 krowy, 8 po 1 krowie. Tych
2 gospodarzy ma po 10 litréw, tych 8 po 8 litréw dziennie. Wszyscy maja lepiej niz dawniej, a
chciwy pan nieswiadomie poprawit sytuacje na wsi.

Co sie stato? Co tak naprawde zrobit witasciciel? Tak naprawde zmienit on tak wagi gry,
w ktorg grali gospodarze, ze rownowaga Nasha przesuneta sie w zupelnie inne miejsce - duzo
bardziej korzystne dla gospodarzy. Gdyby podatek wynosit 4 litry od krowy dla bogaczy, to
nikt nie kupitby drugiej krowy (ale pan nic by nie zyskal ;)).

Ciekawym pytaniem jest jaki podatek powinien natozy¢ pan, zeby zyska¢ jak najwiece;j.

Oczywiscie rynek jest tak naprawde o wiele bardziej skomplikowany. Niemniej jednak nie
bedzie duzym naduzyciem stwierdzenie, ze w makroekonomii zarzadzanie finansami panstwa
polega de facto na takim ustawieniu wag w grze firm, inwestoréw i innych podmiotéw gospo-
darczych, by réwnowaga Nasha ustawita si¢ w sensownym punkcie.

Zastosowania WidzieliSmy juz zastosowania teorii gier w ekonomii. To oczywiscie wierz-
chotek gory lodowej, nie za takie rzeczy przyznaje si¢ nagrody Nobla, ale nasze przyktady
ukazujg podstawowe mechanizmy jakie dziataja w teorii gier.

Teorie gier stosuje sie rowniez w biologii i socjologii. Nie ma co sie dziwi¢, mozna traktowac
populacje zwierzat jako grajacych ze soba graczy. Socjologia bada zaleznosci w spoteczenstwach
ludzkich, wiele zjawisk ku zaskoczeniu niektérych moze wyjasni¢ teoria gier, w koncu nasze



posuniecia mozemy traktowac jako gre. Ewolucje mozemy traktowaé jako gre pomiedzy genami,
kazdy z nich chce jak najbardziej si¢ rozprzestrzeni¢. Spojrzmy na jeden przyktad.

Skad sie biorg przestepcy Simon dostal w 1978 roku nagrode Nobla m.in. za badania nad
ewolucyjna teorig gier. Czedcia teorii gier dotyczacej ewolucji sa tak zwane strategie ewolucyjnie
stabilne.

Rozwazmy populacje dajmy na to lampartéw. Lamparty czasem znajduja jedzenie i jedzg
w spokoju, ale czasem na ten sam tup natknie si¢ inny lampart (wbrew obiegowym opiniom
lamparty padlina nie pogardza). C6z wtedy moze zrobi¢ taki lampart. Rozwazmy uproszczony
model, w ktorym istniejg dwa typy lampartow, tagodne i agresywne. Gdy dwa tagodne lamparty
spotkaja sie, to zjedza po potowie tupu (to juz nie wiem, czy sie zdarza w rzeczywistosci). Gry
agresywny spotka tagodnego, to odgoni go i zje caty tup, a tagodny nic (bedzie musial szukaé
innego jedzenia). Gdy jednak spotkaja sie dwa agresywne, to beda walczy¢ na $mieré i zycie i
w efekcie doznaja ciezkich ran. Zyski graczy (lampartéw) przedstawia nastepujaca tabela.

L. - tagodny, A - agresywny, liczby oznaczaja procent zjedzonego jedzenia, uznaltem, ze rany
sa tak ciezkie, ze warte bytyby 2 tupéw, czyli 200 procent.

I gracz \ I gracz | L A
L (50,50) (0,100)
A (100,0) (-200,-200)

Dawniej, nim znano dobrze teori¢ gier ewolucja nie umiata sobie sama poradzi¢ z faktem, ze
w rzeczywistej populacji istniejg zaréwno osobniki agresywne, jak i tagodne. Przeciez agresywny
zawsze wygrywa z tagodnym, wiec tagodne powinny w toku ewolucji wygina¢. Argumentowano,
ze tagodne muszg istnie¢, zeby populacja sie nie wybita, ale wszystko byto metne.

Jednak z pomoca przychodzi nam pojecie strategii ewolucyjnie stabilnej. Zauwazmy, gdyby
wszystkie lamparty byty tagodne, to gdyby dzieci ktoregos zmutowaty sie i powstatby lampart
agresywny, to miatby duzo lepiej niz zwykte tagodne, wszystkich by odganial. Czyli intuicyjnie
- strategia bycia tagodnym nie jest ewolucyjnie stabilna, bo jakas losowa mutacja pozwala na
osiaggniecie duzo lepszej pozycji.

Gdyby wszystkie lamparty byly agresywne, to optacatoby sie by¢ w tej sytuacji lampartem
tagodnym. Lepiej by¢ tagodnym, gdy spotykam agresywnego, bo jedynie nic nie zjem, a nie
zarobie ran. Czyli strategia bycia agresywnym tez nie jest stabilna.

Wida¢, ze stabilna strategia ewolucyjna musi leze¢ gdzies posrodku. Pewna czes¢ populacji
musi by¢ agresywna, a pewna czes¢ tagodna. Musza to by¢ takie czesci, zeby tak samo optacato
sie by¢ w tej sytuacji tagodnym, jak i agresywnym.

Mozemy nawet obliczy¢ jak duza to czes¢. Niech p oznacza utamek lampartow, ktory jest
agresywny. Wowczas 1 —p bedzie lampartow tagodnych. Mozna sobie wyobrazaé, ze na przyktad
p = 0.3 = 30%, a woéwczas 1 — p = 0.7 = 70%, przy czym okaze sie, czy 30% to faktycznie
dobra liczba. Jedli jestem lampartem tagodnym, to jesli spotkam lamparta tagodnego (z praw-
dopodobienstwem 1 — p), to zyskuje 50, jesli agresywnego (z prawd. p), to 0. Czyli moj zysk
sredni to

(1—=p)-50+p-0=>50—>50p.

Jesli jestem agresywny, to spotykajac tagodnego (z prawd. 1 — p) zyskuje 100, a agresywnego
(z prawd. p) zyskuje —200. Czyli méj zysk $redni to

(1—p)-100+p- (—200) = 100 — 100p — 300p = 100 — 300p.



Zatem aby tak samo optacalo si¢ by¢ tagodnym, jak i agresywnym, to zyski srednie przy obu
strategiach musza by¢ rowne. Musi wiec zachodzi¢ rownosé

50 — 50p = 100 — 300p,

co daje 250p = 50, czyli p = 0.2 = 20%.

Wychodzi na to, ze strategia ewolucyjnie stabilng jest sytuacja, gdy 20 procent lampartow
bedzie agresywna.

Mozemy te sytuacje przenie$¢ na spoteczenstwo ludzkie, przestepcow i normalnych ludzi.
Wida¢ wéwezas dlaczego podniesienie kar, polityka twardej reki zmniejszaja przestepczosé
w spoteczenstwie, cho¢ jest to oczywiscie o wiele bardziej skomplikowane. Jak kto$ chce sie
pobawi¢, to polecam przyjac, ze lamparty agresywne tracg nie 200, ale 450 i policzy¢ jaki
wowcezas bedzie procent agresywnych w populacji?

Wszystko przed nami Teoria gier jest dziedzing zywa, co wida¢ po nagrodach Nobla. Trzeba
tu jeszcze na przyktad uwzgledni¢ ludzkie odczucia, to, ze jesli widzimy, ze gracz zazwyczaj jest
ugodowy, to pewnie w nastepnej rozgrywce tez taki bedzie i wiele innych czynnikéw. Wszystko
przed nami - kto wie czyja bedzie nastepna nagroda Nobla z teorii gier? ;)



