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Typy indukcyjne w Coqu

Definicja

Oto definicja typu indukcyjnego reprezentujacego polimorficzne listy z dtugodcia, tj. dla do-
wolnego A typu Set i dowolnego n typu nat, (1istn A n) oznacza typ “lista elementéw typu
A, dtugosci n”

Inductive listn [A:Set] : nat -> Set :=
| niln : (listn A 0)
| consn : A -> (n:nat)(listn A n) -> (listn A (S n)).

Po wprowadzeniu tej definicji typy listn i jego konstruktoréw sa nastepujace:

listn : Set->nat->Set
niln : (A:Set)(listn A 0)
consn : (A:Set)A->(n:nat)(listn A n)->(listn A (S n))

Na definicje indukcyjng sktadaja sie nastepujace elementy:
e nazwa typu indukcyjnego — listn,

e lista parametréow — [A:Set]

Parametry to niezmienne argumenty typu indukcyjnego. Wszystkie wystapienia listn w
jego definicji musza by¢ zaaplikowane go parametru A. Z tego powodu kolejny argument
listn typu nat nie mogtby byé¢ parametrem. Oprocz tego typy konstruktoréw oraz
samego listn sg abstrahowane ze wzgledu na parametry.

e typ (rodzaj) typu indukcyjnego — nat -> Set

Musi to by¢ produkt (moze by¢ zalezny) zakonczony jednym z sortow (Set, Prop lub
Type). Jesli sortem tym jest Set mowimy o typie indukeyjnym, jesli Prop — o predykacie
indukcyjnym.

e lista deklaracji konstruktoréw oddzielona |

Kazda deklaracja konstruktora sktada sie z jego nazwy, oraz typu. Typ musi by¢ pro-
duktem (moze by¢ zaleznym), zakoriczonym definiowanym typem indukcyjnym, zaapli-
kowanym do parametréw i innych argumentéw, czyli w tym przypadku (listn A _)
gdzie ostatnia pozycja zalezy od konstruktora.

Dodatkowym warunkiem, ktéry musza spetniaé¢ typy konstruktoréw jest warunek pozy-
tywnosci. Mowi on, ze listn moze wystapi¢ w typie argumentu konstruktora wylacznie na
koncu, tzn. argumenty konstruktora moga by¢ postaci cos; -> ... -> coé, -> (listn A
_), gdzie w co$; nie wystepuje listn. Nastepujaca deklaracja konstruktora:

nbzdura : A -> (n:nat)((listn A n) -> A) -> (listn A n)

nie jest poprawna.



Case — analiza przypadkéw

Zalozmy, ze chcemy udowodni¢ predykat P dla dowolnej listy, wiedzac, ze jest prawdziwy dla
dowolnej listy pustej oraz dla dowolnej listy niepustej.
Mamy zatem:

A:Set;

P:(n:nat) (1istn A n) -> Prop;

d_pusta : (P 0 (niln A));

d_niepusta : (n’:nat)(a’:A)(1’:(list A n’)) -> (P (S n’) (consn A a’ n’ 1°));
n:nat; l:nat

<P>Cases 1 of
niln => d_pusta
| (consn a n 1) => (d_niepusta n a 1)
end
(P n1l)

Nalezy zwroci¢ uwage na nastepujace fakty:

e parametr A jest globalny. Mogtaby to by¢ tez jakas konkretna stala, np. typ nat lub
bool

e najogodlniejszy typ P to “argumenty listn -> (listn z tymi argumentami ) -> sort”

Predykat P mo6gtby mieé tez prostszy typ “argumenty listn -> sort”, czyli nat -> sort,
jak [n:nat](listn B n) (dla jakiego$ B:Set) lub [n:nat] (Even n) albo byc¢ stata typu
“sort”, jak nat, czy bool. W tym ostatnim przypadku nie jest konieczne umieszczanie
<P> przes konstrukcja Cases.

Mozliwym skomplikowanym predykatem P, jest np.

[n:nat;1l:(list A n)](niepusta A (S n) (consn A a n 1))

(gdzie niepusta to hipotetyczny zdefiniowany wczesniej predykat, typu
(A:Set) (n:nat) (listn A n) -> Prop, a a to jakis element typu A).

e typy galezi instrukcji Cases musza odpowiadaé¢ typom konstruktoréw, tylko na koncu
zamiast (listn argumenty) stoi P zaaplikowane do odpowiedniego argumentu i do listy
skonstruowanej danym konstruktorem.

e zauwazmy, ze po lewej stronie => konstruktory wystepuja bez parametru A. Po prawej
muszg juz mie¢ parametr.

Z instrukcja Cases zwiagzana jest nastepujaca reguta, zwana ¢ (jota) redukcja:

Cases (niln A) of niln => d_puste | ... end —, d_puste
Cases (consn a’ n’> 1°) of ... | (consn a n 1) => (d_niepusta n a 1) end
—, (d_niepuste n’ a’ 1’)



Rekurencja strukturalna

Rekurencja strukturalna stuzy zaréwno do definiowania funkcji jak i do robienia dowodéw
indukcyjnych. W Coqu istnieje konstrukcja Fix do definiowania funkcji lokalnych oraz jego
uproszczona wersja, uzywajaca stowa kluczowego Fixpoint, stuzaca do definiowania funkcji
globalnych.

Najczesciej uzywana sktadnia operatora Fix, to:

Fix fi{f1 [zl :t1;. . 5af o t]]: t,lgl :=d; with
with
fn [z : Tl :t?n] Lty = dn}

Funkcje fi ... f, definiowane s3 wzajemnie rekurencyjnie, i nastepnie z tej wspolnej defini-
cji wybierana jest funkcja f;. Kazda funkcja f; definiowana jest przez rekurencje strukturalng
ze wzgledu na argument i;. Typ t{j musi zatem by¢ typem indukcyjnym.

W ciatach funkeji (d; ...d,) moze wystepowaé dowolne f;, ale musi by¢ zaaplikowane do
co najmniej i;, argumentow, z czego ostatni musi by¢ strukturalnie mniejszy niz argument
wywolania funkji, czyli “strzezony” poprzez co najmniej jedng konstrukcje Cases.

Powyzsza skladnia operatora Fix jest rownowazna nastepujacej:

Fix fi{fi/ir: (x1 :t1;. @) b )ty o= o] s ;.. 52, 4, ]dy with
with
fn/in 2 (2] o 875, S t?n)tzn =[x} Y. s t?n]dn}

ktora w skrocie piszemy Fix fi{fi/i1: A1 :==D1... fn/in: An =Dy}
Reguta typowania jest zgodna z oczekiwaniem:
(F H Aj . Sj)jzll_.n (F; f1 : A1 e fn : An F Dj : Aj)jzln_n
I'Fix fz{fl/ZI : Al = D1 .. fn/ln : An = Dn} : Az
jesli s; € {Set,Prop, Type} oraz oczywiscie D; sa poprawnie zbudowane (zaczynaja sie od od-
powiedniej liczby abstrakcji i przestrzegaja wspomniane wyzej warunki dobrego ufundowania

wywotan fi...fn)
Reguta redukcji zwiazana z operatorem Fix, zwana jest réwniez ¢c-redukcja, i wyraza sie
nastepujaco (dla T'p = f1/i1 : A1 := D1 ... fu/in : Ap := Dy)

Fix fZ{FF} a...a; — Dl{f] — Fix f]{FF}} a...a;

jezeli a;; zaczyna si¢ od konstruktora. Oczywiscie bez tego warunku reguta ta w oczywisty
sposob prowadzitaby do nieterminacji.
Zeby wyjasni¢ znaczenie najczedciej uzywanej komendy Fixpoint, przyjmijmy, ze

Cp=fi[of:t;.. @) c 6]t = d1 with
with
fo (20 ot 2l R ] 1R =y,

Wprowadzenie komendy:
Fixpoint I'p.
odpowiada wprowadzeniu nastepujacego ciggu komend:

Definition fi:=Fix fi{I'r}.

Definition f,:=Fix f,{T'r}.



Kilka przykladéw

Zaczniemy od funkcji na liczbach naturalnych (ktorych uzyjemy do definiowania funkcji na
listach z dlugoscia).

Fixpoint npol_podloga [n:nat] : nat :=
Cases n of

0=>20
| (8 n’) => (npol_sufit n’)
end

with npol_sufit [n:nat] : nat :=
Cases n of

0=>20
| (S n’) => (S (npol_podloga n’))
end.

Pierwsza z powyzszych funkcji oblicza |5 |, a druga [§]. Ponizsze funkcje na listach z dtugoscia

wybieraja co drugi element z listy wejsciowej, pierwsza z nich zaczyna od pierwszego elementu,
a druga — od drugiego. Ich typy (a konkretnie dlugosci list wyjsciowych) opisane sa za pomoca
npol_podloga i npol_sufit.

Fixpoint codrugi_zpierwszym [A:Set;n:nat; 1:(listn A n)]
(listn A (npol_sufit n)) :=
<[n] (1istn A (npol_sufit n))>Cases 1 of
niln => (niln A)
| (consn a n’ 1°) => (consn A a 7 (codrugi_bezpierw A n’ 1°))
end
with codrugi_bezpierw [A:Set;n:nat; 1:(listn A n)]
(listn A (npol_podloga n)) :=
<[n] (1istn A (npol_podloga n))>Cases 1 of
niln => (niln A)
| (consn a n’ 1’) => (codrugi_zpierwszym A n’ 1°)
end.

Obiekty indukcyjne i dowodzenie

Dowodzenie formut indukcyjnych — wprowadzanie

Aby skonstruowa¢ obiekt indukcyjny z konstruktoréw, uzywamy taktyki Constructor ¢. np.
po wprowadzeniu

Goal (A,B:Prop)B->A\/B.
Intros.

mamy sytuacje:

1 subgoal
4 : Prop
B : Prop



Polecenie Constructor 2. spowoduje odnalezienie drugiego konstruktora predykatu induk-
cyjnego or — i zaaplikowanie go. Jest ona zatem réwnowazna Apply or_intror.

Wywotanie Constructor. bez numeru spowoduje znalezienie pierwszego konstruktora,
ktory moze by¢ zaaplikowany do biezacego “celu” i zaaplikowanie go. W naszym przyktadzie,
bylby to konstruktor or_introl, co poprowadzitoby dow6d na manowce.

Dla konstrukeji o dwoch konstruktorach (tak jak np. or, ale rowniez np. nat, czy bool),
mozna stosowac taktyki Left. i Right., ktére oznaczaja odpowiednio Constructor 1. i
Constructor 2.

Dla konstrukeji o jednym konstruktorze (jak and) taktyka Split rownowazna jest taktyce
Constructor 1.

Podobna do nich jest rowniez taktyka Exists, stworzona z mysla o dowodzeniu formut
egzystencjalnych (konstrukcja indukcyjna sig z jednym konstruktorem exist).

Wszystkie powyzsze taktyki moga przyjmowaé parametry tak samo jak taktyka Apply
(jesli ich automatyczna synteza nie jest mozliwa). Niektore wykonuja automatycznie Intros.

Uzywanie obiektéw indukcyjnych — eliminacja

Pierwsza technika eliminacji specyficzng dla obiektéw indukcyjnych jest analiza przypadkow,
czyli uzywanie konstrukcji Cases. Sluzy do tego taktyka Case. Tworzy ona tyle “pod-celow”
ile jest konstruktorow danego typu. Uwaga! Jest ona dosy¢ glupia — dla typoéw indukeyjnych
zaleznych bierze rowniez pod uwage przypadki “niemozliwe” (np. lista o dtugosci @zaczynajaca
sie od consn)

Rozne warianty Case (robiace automatycznie Intros i/lub czyszczenie niepotrzebnych
hipotez), to Destruct oraz NewDestruct.

Dowody indukcyjne robi sie w Coq’u przy pomocy taktyki Elim. Dla danego typu induk-
cyjnego, np. nat, uzywa ona lematu nat_ind, udowodnionego automatycznie (przy pomocy
Fix i Cases) zaraz po wprowadzeniu definicji indukcyjnej. (Pozostale automatyczne state —
nat_rec i nat_rect uzywane sa przez Elim, gdy “cel” jest w sorcie Set lub Type, a nie Prop,
jak zazwyczaj).

W zasadzie Elim n. odpowiada Apply nat_ind. o ile nat jest typem n oraz “cel” jest w
sorcie Prop.

Wariantami Elim sg Induction i NewInduction.

Do réwnolegltych dowodéw po dwoch zmiennych stuzy Double Induction.

Waznymi taktykami zwigzanymi z réwnosciq sa Discriminate i Injection. Pierwsza
wykorzystuje nieprawdziwe zalozenie o réwnosci dwoch terméw danego typu indukcyjnego
zaczynajacych sie od réznych konstruktoréw do udowodnienia fatszu i w konsekwencji czego-
kolwiek.

Injection aplikuje (udowodniony napredce) lemat o réznowartosciowosci konstruktorow
jako funkcji.

Ich sprytnym potaczeniem jest taktyka Simplify_eq.

Taktyka, ktora stara sie nadrobi¢ niedostatki taktyki Case dla typow zaleznych (jak np.
nie zauwazanie, ze listy o dlugosci zero nie da sie skonstruowaé przez consn), jest taktyka



Inversion. Uzywajac skomplikowanego (dowodzonego w locie) lematu wyprowadza ona jak
najwiecej mozliwych informacji z konkretnej instancji zaleznego typu indukcyjnego.

Jej warianty to Inversion_clear oraz Dependent Inversion.

Poniewaz lemat generowany przez Inversion jest spory, w przypadku, gdy wielokrot-
nie uzywamy tej taktyki dla tej samej konstrukcji indukcyjnej, mozemy nadaé¢ temu lema-
towi nazwe, a nastepnie uzywac¢ go poprzez Apply. Do generowania stuzy polecenie Derive
Inversion.



