Por6éwnanie arytmetyki Heytinga 1 arytmetyki
Peano pierwszego rzedu

Obie arytmetyki definiuja liczby naturalne wraz z dodawaniem, mnozeniem i zasada in-
dukcji, rézniac sie jedynie systemem logicznym (dla arytmetyki Heytinga jest to logika
intuicjonistyczna, a dla arytmetyki Peano - logika klasyczna).

Celem zadania jest formalizacja obu arytmetyk i udowodnienie kilku zwigzkéw miedzy
nimi.

Dane sg symbole funkcyjne:

e O - arnodci zero,
e S - arnosci jeden,
e * + - arnosci dwa.

oraz jeden dwuargumentowy symbol relacyjny =.
Nastepnie dane sa aksjomaty Peano, schemat rekursji i intuicjonistyczne reguty dowodzenia.
Te wszystkie ingrediencje tworza arytmetyke Heytinga. Aby otrzymaé arytmetyke
Peano nalezy dolozy¢ jeszcze aksjomat wyltaczonego $rodka.
Panstwa zadaniem bedzie:

1. formalizacja formul pierwszego rzedu nad podana sygantura, uzywajac indekséow de
Bruijna do reprezentowania zmiennych.

2. formalizacja obu arytmetyk, jako system regut dowodzenia sparametryzowany zbiorem
aksjomatow

3. zdefiniowanie transformacji Friedmana P s P4
4. udowodnienie, ze dla dowolnej formuty A zachodzi I' Fp P implikuje I'* 5 PA.

5. zaktadajac, ze dla dowolnej formuly A i dowolnej formuty P bez kwantyfikatorow
zachodzi by P4 <= PV A, pokazaé, 7e kazda formuta 3} (czyli postaci 3z.F(z),
gdzie F' jest bez kwantyfikatorow) jest dowodliwa w arytmetyce Heytinga wtedy i
tylko wtedy gdy jest dowodliwa w arytmetyce Peano.

Ponizej dotaczony jest spis regut naturalnej dedukcji pierwszego rzedu oraz definicja
translacji Friedmana.



Reguly naturalnej dedukcji pierwszego rzedu

Sekwenty sa postaci I' = A, gdzie I' to multizbiér formut, a A to formula. Oproécz
poczatkowych regul ASSUME i WEAK mamy wytacznie reguty wprowadzania i eliminacji
dla poszczegblnych operatoréw. Reguly wprowadzania moéwia jak udowodni¢ formute o
danym operatorze gléwnym, a reguly eliminacji — jak uzy¢ w dowodzie takiej formuty.
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Tlumaczenie Friedmana

Niech A bedzie formutly arytmetyki. Przez =P oznaczamy formute P — A. Dla kazdej
formuly arytmetyki P definiujemy tlumaczenie P4 w nastepujacy sposob:

14 = 1VvA
(ti=t)" = t;=t, VA
(ARt = =A=4(P) A =44
(PV PR = A=A v A-A(Ry
(P — P)t = =A=-A(P) — ~A-4(R)
(Vo.P)* = ﬂAﬂAVx.(PA)
(Fz.P)* = -A-432.(PY)
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