
Porównanie arytmetyki Heytinga i arytmetyki

Peano pierwszego rz¦du

Obie arytmetyki de�niuj¡ liczby naturalne wraz z dodawaniem, mno»eniem i zasad¡ in-
dukcji, ró»ni¡c si¦ jedynie systemem logicznym (dla arytmetyki Heytinga jest to logika
intuicjonistyczna, a dla arytmetyki Peano - logika klasyczna).

Celem zadania jest formalizacja obu arytmetyk i udowodnienie kilku zwi¡zków mi¦dzy
nimi.

Dane s¡ symbole funkcyjne:

• O - arno±ci zero,

• S - arno±ci jeden,

• *, + - arno±ci dwa.

oraz jeden dwuargumentowy symbol relacyjny =.
Nast¦pnie dane s¡ aksjomaty Peano, schemat rekursji i intuicjonistyczne reguªy dowodzenia.
Te wszystkie ingrediencje tworz¡ arytmetyk¦ Heytinga. Aby otrzyma¢ arytmetyk¦

Peano nale»y dolo»y¢ jeszcze aksjomat wyª¡czonego ±rodka.
Pa«stwa zadaniem b¦dzie:

1. formalizacja formuª pierwszego rz¦du nad podan¡ sygantur¡, u»ywaj¡c indeksów de
Bruijna do reprezentowania zmiennych.

2. formalizacja obu arytmetyk, jako system reguª dowodzenia sparametryzowany zbiorem
aksjomatów

3. zde�niowanie transformacji Friedmana P 7→ PA

4. udowodnienie, »e dla dowolnej formuªy A zachodzi Γ `P P implikuje ΓA `H PA.

5. zakªadaj¡c, »e dla dowolnej formuªy A i dowolnej formuªy P bez kwanty�katorów
zachodzi `H PA ⇐⇒ P ∨ A, pokaza¢, »e ka»da formuªa Σ1

0 (czyli postaci ∃x.F (x),
gdzie F jest bez kwanty�katorów) jest dowodliwa w arytmetyce Heytinga wtedy i
tylko wtedy gdy jest dowodliwa w arytmetyce Peano.

Poni»ej doª¡czony jest spis reguª naturalnej dedukcji pierwszego rz¦du oraz de�nicja
translacji Friedmana.
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Reguªy naturalnej dedukcji pierwszego rz¦du

Sekwenty s¡ postaci Γ ` A, gdzie Γ to multizbiór formuª, a A to formuªa. Oprócz
pocz¡tkowych reguª Assume i Weak mamy wyª¡cznie reguªy wprowadzania i eliminacji
dla poszczególnych operatorów. Reguªy wprowadzania mówi¡ jak udowodni¢ formuª¦ o
danym operatorze gªównym, a reguªy eliminacji � jak u»y¢ w dowodzie takiej formuªy.

Γ, A ` A
(Assume)

Γ ` A
Γ, B ` A

(Assume)

Γ, A ` B
Γ ` A→ B

(Imp-I)
Γ ` A→ B Γ ` A

Γ ` B
(Imp-E)

Γ ` A Γ ` B
Γ ` A ∧B

(And-I)
Γ ` A ∧B

Γ ` A
(And-E-L)

Γ ` A ∧B
Γ ` B

(And-E-R)

Γ ` A
Γ ` A ∨B

(Or-I-L)
Γ ` B

Γ ` A ∨B
(Or-I-R)

Γ ` A ∨B Γ, A ` C Γ, B ` C
Γ ` C

(Or-E)

Γ ` ⊥
Γ ` A

(False-E)

Γ ` A x 6∈ Γ

Γ ` ∀x.A
(Forall-I)

Γ ` ∀x.A
Γ ` A[x\t]

(Forall-E)

Γ ` A[x\t]
Γ ` ∃x.A

(Exists-I)
Γ ` ∃x.A Γ, A ` B x 6∈ Γ, B

Γ ` B
(Exists-E)

Tªumaczenie Friedmana

Niech A b¦dzie formuª¡ arytmetyki. Przez ¬AP oznaczamy formuª¦ P → A. Dla ka»dej
formuªy arytmetyki P de�niujemy tªumaczenie PA w nast¦puj¡cy sposób:

⊥A ≡ ⊥ ∨ A
(t1 = t2)A ≡ t1 = t2 ∨ A

(P1 ∧ P2)A ≡ ¬A¬A(PA
1 ) ∧ ¬A¬A(PA

2 )

(P1 ∨ P2)A ≡ ¬A¬A(PA
1 ) ∨ ¬A¬A(PA

2 )

(P1 → P2)A ≡ ¬A¬A(PA
1 )→ ¬A¬A(PA

2 )

(∀x.P )A ≡ ¬A¬A∀x.(PA)

(∃x.P )A ≡ ¬A¬A∃x.(PA)
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