
Intuicjonistyczny rachunek zda«

Zadanie 1 z laboratorium z Coqa. Termin wykonania: 28 marca 2002

Zadanie ma na celu wymodelowanie w Coqu intuicjonistycznego rachunku zda« wraz z
semantyk¡ Kripkego i systemem dowodzenia � gentzenowskim rachunkiem sekwentów.
Udowodnimy (udowodnicie :-) poprawno±¢ systemu formalnego wzgl¦dem tej semantyki
oraz napiszemy funkcj¦ tªumacz¡c¡ model formuª rachunku zda« na formuªy Coqa.

1 Formuªy rachunku zda«.

Maj¡c dany zbior zmiennych X, zbiór formuª F de�niujemy nast¦puj¡co:

F ::= X | ⊥ | F ∨ F | F ∧ F | F → F

2 Semantyka Kripkego.

Struktur¡ Kripkego nazywamy trójk¦ (G,≤, |=) speªniaj¡c¡ nast¦puj¡ce warunki:

• G jest niepuste

• ≤ ⊆ G×G jest quasi porz¡dkiem na G (czyli relacj¡ zwrotn¡ i przechodni¡)

• |= ⊆ G×X jest zachowywane przez ≤, czyli

∀x ∈ X ∀g ≤ g′ g |= x =⇒ g′ |= x

W powy»szej trójce G zwane jest zbiorem ±wiatów, relacja ≤ to relacja nast¦pstwa ±wiatów ,
gdzie g ≤ h oznacza intuicyjnie, »e h jest mo»liw¡ przyszªo±ci¡ dla g, lub po prostu nast¦p-
nikiem g. Warunek trzeci powy»szej de�nicji oznacza, »e je±li zmienna zdaniowa x wyst¡pi
w danym ±wiecie, to wyst¡pi równie» we wszystkich jego nast¦pnikach.

Okre±limy teraz relacj¦ speªniania, która dla struktury Kripkego K = (G,≤, |=) mówi,
kiedy w strukturze K w stanie g ∈ G speªniona jest formuªa F , co (lekko nadu»ywa-
j¡c notacji) oznacza¢ b¦dziemy przez K, g |= F lub po prostu g |= F . Relacja ta okre±lona
jest przez indukcj¦ po budowie F :

• F = x ∈ X, to g |= F wttw g |= x (tutaj |= oznacza trzeci element z de�nicji K),

• F = ⊥, to g 6|= F ,

• F = A ∨B, to g |= F wttw g |= A lub g |= B,
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• F = A ∧B, to g |= F wttw g |= A i g |= B,

• F = A→ B, to g |= F wttw gdy dla ka»dego h t.»e g ≤ h je±li h |= A to h |= B.

Je±li mówimy, »e w K speªniona jest formuªa F (co zapisujemy K |= F ), to oznacza
to, »e jest ona speªniona w ka»dym ±wiecie K. Zapis |= F oznacza, »e F jest tautologi¡

intuicjonistycznego rachunku zda«, czyli, »e jest prawdziwe w ka»dej strukturze Kripkego
(dla ka»dego K zachodzi K |= V ).

3 Intuicjonistyczny rachunek sekwentów Gentzena

Sekwent to para, zªo»ona ze zbioru formuª oraz formuªy, zapisywana Γ ` F . Intuicjonisty-
czny rachunek sekwentów Gentzena zawiera jeden aksjomat oraz dla ka»dego spójnika
logicznego, odpowiadaj¡ce mu reguªy lewe i prawe, mówi¡ce jak taki spójnik uzyska¢
odpowiednio po lewej i prawej strone `.
Uwaga! Notacja Γ, A oznacza tak naprawd¦ Γ ∪ {A} i nic nie mówi o tym, czy A ∈ Γ,
czy nie!

Aksjomat Γ, A ` A

Reguªy:

⊥-lewa
Γ,⊥ ` A

∨ -lewa
Γ, A ` C Γ, B ` C

Γ, A ∨B ` C
∨ -prawa1

Γ ` A
Γ ` A ∨B

∨ -prawa2

Γ ` B
Γ ` A ∨B

∧ -lewa1
Γ, A ` C

Γ, A ∧B ` C
∧ -lewa2

Γ, B ` C
Γ, A ∧B ` C

∧ -prawa
Γ ` A Γ ` B

Γ ` A ∧B

→ -lewa
Γ, B ` C Γ ` A

Γ, A→ B ` C
→ -prawa

Γ, A ` B
Γ ` A→ B

Je»eli zachodzi ` A, to mówimy, »e A jest twierdzeniem.

4 Polecenia

1. Sformalizowa¢ w Coqu typ reprezentuj¡cy formuªy rachunku zda«.

2. Sformalizowa¢ semantyk¦ Kripkego oraz poda¢ kilka przykªadów ciekawych formuª
oraz ciekawych struktur, w ktorych te formuªy s¡ speªnione (i udowodni¢ to w Coqu).
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3. Sformalizowa¢ rachunek sekwentów Gentzena, poda¢ wyprowadzenie sekwentu
` ((p ∨ (p → ⊥)) → ⊥) → ⊥1 oraz kilku innych twierdze« intuicjonistycznego
rachunku zda«.

4. Udowodni¢ poprawno±¢ systemu dowodzenia wzgl¦dem podanej semantyki, tj.

Dla dowolnej formuªy F , je±li ` F , to |= F

5. Napisa¢ w Coqu funkcj¦ Φ : (X → Prop) → Formula → Prop, tªumacz¡c¡ termy
typu Formuªa (z punktu 1), na formuªy Coqa. Pierwszym argumentem funkcji Φ jest
warto±ciowanie zmiennych.
Funkcja Φ ma mie¢ nast¦puj¡ce wªasno±ci (dowiedzione w Coqu):

• je±li formuªa jest zmienn¡ x : X, to dla dowolnego v : X → Prop zachodzi
(Φ v (Var x))↔ (v x)

• je±li formuªa F jest twierdzeniem intuicjonistycznego rachunku zda«, to dla
dowolnego warto±ciowania v zachodzi (Φ v F ).
• je±li zachodzi ` F → ⊥ to dla dowolnego warto±ciowania v zachodzi ~(Φ v F )

My±l¦, »e rozwi¡zanie zadania nie powinno sprawi¢ (zbyt du»ych) kªopotów. Je±li
znale¹liby±cie w powy»szej tre±ci jakie± bª¦dy, to bardzo prosz¦ o poinformowanie mnie o
tym fakcie.

�ycz¦ powodzenia

Jacek Chrz¡szcz, 28 lutego 2002 ostatnia zmiana: 4 marca 2002

1Uwaga na uwag¦!
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