Intuicjonistyczny rachunek zdan

Zadanie 1 z laboratorium z Coqa. Termin wykonania: 28 marca 2002

Zadanie ma na celu wymodelowanie w Coqu intuicjonistycznego rachunku zdan wraz z
semantyka Kripkego i systemem dowodzenia — gentzenowskim rachunkiem sekwentow.
Udowodnimy (udowodnicie :-) poprawno$¢ systemu formalnego wzgledem tej semantyki
oraz napiszemy funkcje thumaczaca model formut rachunku zdani na formuty Coqa.

1 Formuly rachunku zdan.
Majac dany zbior zmiennych X, zbiér formul F' definiujemy nastepujaco:

Fu=X|L1|FVF|FAF|F—F

2 Semantyka Kripkego.

Struktura Kripkego nazywamy trojke (G, <,|=) spelniajaca nastepujace warunki:
e (G jest niepuste
e < C G x G jest quasi porzadkiem na G (czyli relacja zwrotna i przechodnia)
e = C G x X jest zachowywane przez <, czyli

Vee X Vg<g¢ gFzr = ¢ E=x

W powyzszej trojce G zwane jest zbiorem Swiatdw, relacja < to relacja nastepstwa swiatow,
gdzie g < h oznacza intuicyjnie, ze h jest mozliwg przysztoscig dla g, lub po prostu nastep-
nikiem g. Warunek trzeci powyzszej definicji oznacza, ze jesli zmienna zdaniowa x wystapi
w danym §wiecie, to wystapi réwniez we wszystkich jego nastepnikach.

Okreslimy teraz relacje spelniania, ktora dla struktury Kripkego K = (G, <, ) mowi,
kiedy w strukturze K w stanie g € G spelniona jest formuta F, co (lekko naduzywa-
jac notacji) oznaczaé¢ bedziemy przez K, g |= F lub po prostu g = F. Relacja ta okreslona
jest przez indukcje po budowie F':

e '=zx¢€ X, togp F wttw g = x (tutaj = oznacza trzeci element z definicji K),
e '=1 togltF,
e F=AVB,toglE Fwttw g = Alub g | B,



e F=AANB,toglFwttwgE=Aig[ B,
o ['=A— B, to gl F wttw gdy dla kazdego h t.ze g < h jesli h = A to h |= B.

Jesli mowimy, ze w K spelniona jest formula F' (co zapisujemy K = F), to oznacza
to, 7ze jest ona spetniona w kazdym $wiecie K. Zapis = F oznacza, ze F jest tautologia

intuicjonistycznego rachunku zdan, czyli, ze jest prawdziwe w kazdej strukturze Kripkego
(dla kazdego K zachodzi K = V).

3 Intuicjonistyczny rachunek sekwenté6w Gentzena

Sekwent to para, zlozona ze zbioru formul oraz formuty, zapisywana ' - F'. Intuicjonisty-
czny rachunek sekwentow Gentzena zawiera jeden aksjomat oraz dla kazdego spdjnika
logicznego, odpowiadajace mu reguty lewe i prawe, moéwigce jak taki spojnik uzyskac
odpowiednio po lewej i prawej strone .

Uwaga! Notacja I', A oznacza tak naprawde I' U {A} i nic nie mowi o tym, czy A € T,
czy nie!
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Jezeli zachodzi - A, to méwimy, ze A jest twierdzeniem.

4 Polecenia

1. Sformalizowa¢ w Coqu typ reprezentujacy formuty rachunku zdan.

2. Sformalizowaé¢ semantyke Kripkego oraz podaé¢ kilka przyktadow ciekawych formut
oraz ciekawych struktur, w ktorych te formuly sa spetione (i udowodnié¢ to w Coqu).



3. Sformalizowa¢ rachunek sekwentéw Gentzena, podaé wyprowadzenie sekwentu
F((pV(p — 1) — 1) — 1! oraz kilku innych twierdzen intuicjonistycznego
rachunku zdan.

4. Udowodni¢ poprawno$¢ systemu dowodzenia wzgledem podanej semantyki, tj.

Dla dowolnej formuty F, jesli + F', to = F

5. Napisa¢ w Coqu funkcje ® : (X — Prop) — Formula — Prop, tlumaczaca termy
typu Formuta (z punktu 1), na formuty Coqa. Pierwszym argumentem funkcji ® jest
wartosciowanie zmiennych.

Funkcja ® ma mie¢ nastepujace wlasnosci (dowiedzione w Coqu):
e jesli formuta jest zmienna x : X, to dla dowolnego v : X — Prop zachodzi
(P v (Var z)) <« (v z)

e jesli formuta F jest twierdzeniem intuicjonistycznego rachunku zdan, to dla
dowolnego wartosciowania v zachodzi (¢ v F).

e jesli zachodzi - F' — L to dla dowolnego wartosciowania v zachodzi ~(® v F)

Mysle, ze rozwiazanie zadania nie powinno sprawi¢ (zbyt duzych) ktopotow. Jesli
znalezlibyscie w powyzszej treéci jakies bledy, to bardzo prosze o poinformowanie mnie o
tym fakcie.

Zycze powodzenia

Jacek Chrzgszcz, 28 lutego 2002 ostatnia zmiana: 4 marca 2002

! Uwaga na uwage!



