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Wstep

Materiaty do zaje¢ z GAL-u sa oparte na naszym wieloletnim do$wiadczeniu w prowadzeniu tych zajeé
na Wydziale MIM UW i sa dostosowane do obecnego programu tego przedmiotu.

Sposrod wielu mozliwych realizacji tego programu wybraliémy ujecie podkreslajace role algebry macierzy
i jej Sciste zwigzki z przeksztalceniami liniowymi, przy czym duzy wplyw na nasz sposob prezentacji miaty
znakomite ksigzki A. Bialynickiego—Biruli, Algebra liniowa z geometria, G. Birkhoffa i S. Mac Lane’a,
Przeglad algebry wspotczesnej, A 1. Kostrykina, Wstep do Algebry, tom 2 oraz G. Stranga, Linear algebra
and its applications.

Nalezy wymieni¢ tu tez skrypt T. KoZniewskiego, Wyktady z algebry liniowej, ktéry odgrywa bardzo
wazng role w wykladach i éwiczeniach z GAL-u na Wydziale MIM.

Aktualng wersje skryptu mozna znalezé na stronie

http://www.mimuw.edu.pl/"chaber/gal/.
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1 Uklady réwnan liniowych

1.1 Uklady réwnan, macierze.

W tej czedci opiszemy metode rozwiazywania uktadéw m réwnan z n niewiadomymi o wspotezynnikach
rzeczywistych, tzn. uktadéw

anxry + apry + -+ apxr, = b

ao1x1 + agrey + - + aspr, = by
(*) : : : : ’

Am1x1 + Gm2T2 + 0+ QmpTn = bm

gdzie a;; € R sg stalymi wspétczynnikami, b; € R sg stalymi wyrazami wolnymi, a symbole x; oznaczaja
niewiadome.

Definicja 1.1.1 Jesli wszystkie wyrazy wolne b; sa zerami, to uklad jest jednorodny.

Wspblezynniki uktadu () mozna zapisa¢ w postaci (m x n)-macierzy

all a2 . A1n
any aog ... Q9on

;
aml aGm2 ... Omn

wspolezynnik a;; nazywamy (4, j)-tym wyrazem macierzy, a (m x 1)-macierze i (1 x n)-macierze

alj
azj .

1 [aﬂ, @52, - - - ,am]
amj

nazywamy odpowiednio j-ta kolumna i i-tym wierszem macierzy.

Nastepujace dwie interpretacje beda odgrywaly w przysztosci wazna role.

Niech R™ bedzie przestrzenia kolumn o m elementach, tzn. (m x 1)-macierzy. Elementy R bedziemy
nazywali wektorami wymiaru m, a wyraz takiego wektora stojacy w i-tym wierszu jego i-ta wspoirzedna.
Wektor, ktéry ma wszystkie wspoétrzedne zerowe nazywamy wektorem zerowym i oznaczamy symbolem 0.
Wektory z R™ dodajemy, sumujac i-te wspétrzedne i mnozymy przez liczby (lub symbole ), mnozac
kazda wspotrzedna osobno.

Tak wiec uklad (x) zapisuje sie w postaci

an a2 a1n b1

a1 a2 aon bo
(xw) T T B - T R B S e N

am1 Am?2 Amn bm

Okreslajac iloczyn macierzy o n kolumnach przez wektor wymiaru n o wspoétrzednych x; wzorem

a1 a2 ... Qin T a1 a2 A1n

a1 G2 ... Q2 T2 a21 a2 a2n
=11 . + 22 . + ...ty

Gml Gm2 --- Qmn Tn Am1 Am2 Qmn
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1 przyjmujac oznaczenia

aill ai19 e A1n I b1

asy as9 . a9, xI9 bg
A= , X = , B= ,

Ami Am2 .- Gmn Tn, bm

uklad réwnan (x) mozna zapisa¢ w postaci
(m) AX = B.

Tak wigc rozwiazanie ukladu (%) polega na wyznaczeniu, o ile istnieja, wszystkich wektoréw X takich,
ze wektor wyrazéw wolnych B jest iloczynem macierzy wspotczynnikéw A i wektora X.

Definicja 1.1.2 Uklad réwnant AX = B, ktory nie ma rozwigzan nazywamy Sprzecznym.

1.2 Redukcja wierszowa macierzy.

Definicja 1.2.1 Dwa ukliady m rownan z n niewiadomymi nazywamy réownowaznymi jesli majq taki
sam zbidr rozwigzan (w szczegdlnosci, jesli oba sq sprzeczne).

Opiszemy teraz trzy operacje na uktadach réwnan, ktére nie zmieniaja zbioru rozwigzan i pozwalaja
zastapi¢ dany uktad réwnan uktadem réwnowaznym o przejrzystej, “schodkowej” strukturze:

(I)a(i)Jr(k) dodanie do k-tego réwnania i-tego rownania pomno”ronego przez a,

(I k)  zamiana miejscami i-tego réwnania z k-tym,

(1) o5 pomno”renie i-tego réwnania przez liczbe ¢ # 0.

Twierdzenie 1.2.2 Wykonanie na ukiadzie réwnan liniowych jednej z wymienionych wyzej operacji nie
zmienia zbioru rozwigzan tego ukiadu.

Dowéd. Teza jest oczywista dla operacji typu (II) i (IIT). Rozpatrzmy operacje (I),(;)+(x) Przeprowadza-
jaca uklad (%) na uklad (%), w ktérym zmienia si¢ jedynie k-te réwnanie, otrzymane w wyniku dodania
stronami do k-tego réwnania ukladu (%) réwnania i-tego, obustronnie pomnozonego przez a.

Jest jasne, ze kazde rozwiazanie ukladu (x) jest takze rozwiazaniem ukladu (x)’. Poniewaz operacja
(D) (=a)(5)+ @) (odwrotna do (I)q(;)4(k)) Przeprowadza uktad ()" na uktad (x), takze rozwiazania uktadu
(x)" sa rozwiazaniami (). To pokazuje réwnowaznosé obu ukladéw. [

Przy opisanych przeksztalceniach ukiadu réwnan AX = B, celowe jest pomijanie zmiennych i wykony-
wanie operacji na wierszach macierzy rozszerzonej tego ukltadu

[A|B] = [Ay, ..., An|B],

gdzie A; sa kolejnymi kolumnami macierzy A, B jest dopisang jako ostatnia kolumna wyrazéw wolnych,
a kreska oddzielajaca B od poprzednich kolumn nie ma formalnego znaczenia i ma jedynie przypominac,
ze przy przejsciu do uktadu réwnan, rola ostatniej kolumny jest inna niz pozostatych.

Operacjom na uktadach réwnan odpowiadaja nastepujace operacje elementarne na wierszach macierzy:

(I)a(i)+(k) dodanie do k-tego wiersza i-tego wiersza pomno”’ronego przez a,
(I Gy  zamiana miejscami i-tego wiersza z k-tym,
(D) ¢4, pomno”renie i-tego wiersza przez liczbe ¢ # 0.

Opiszemy teraz pewne macierze o szczegOlnie prostej postaci i pokazemy, ze kazda macierz mozna spro-
wadzi¢ do macierzy takiej postaci operacjami typu (I) i (II), zob. Uwage m



MIMUW 1. Uktady réwnan liniowych 3

Definicja 1.2.3 Mowimy, Ze macierz jest w postaci schodkowej jesli spetnione sq¢ dwa warunki:

(S1) “raden wiersz zerowy tej macierzy nie poprzedza wiersza niezerowego,

(S2) pierwsze niezerowe wyrazy (schodki) kolejnych niezerowych wierszy tej macierzy stoj”a w kolum-
nach o rosn”acych numerach.

Twierdzenie 1.2.4 Dowoln”a macierz mo”rna sprowadzi”c do postaci schodkowej operacjami elemen-
tarnymi typu (1) ¢ (I1) na wierszach tej macierzy.

Dowdéd. Niech A b”edzie (m x n)-macierz”a majaca niezerowe wyrazy i niech j; bedzie numerem pierw-
szej niezerowej kolumny A. Zamieniaj”ac w razie potrzeby wiersze macierzy A miejscami (operacja typu
(II)) mo”rna otrzymac¢ macierz A majaca niezerowy wyraz a1, w pierwszym wierszu kolumny o numerze

J1:

0 0 a1j1 A1n
i 0 0 ag.jl aon
0 0 amj, Amn
Odejmuj”ac kolejno, dla ¢ = 2,3,...,m, od i-tego wiersza macierzy A pierwszy wiersz pomno”rony

przez a; = Z%ﬁ (czyli wykonuj”ac operacj”e (I)(_q,)(1)+(;)) Otrzymujemy macierz A’, kt”orej kolumny o

numerach mniejszych ni’r j; s”a zerowe, a jedynym niezerowym wyrazem w kolumnie o numerze j; jest

Q1jq-
0O ... 0 aljl a1j1+1 AT
/ /
o 0 ... 0 0 ‘agj4q --- agy
/ /
0 ... 0 0 anpjn W,

W nastepnym kroku powtarzamy te procedur”e dla macierzy A’, z pominieciem pierwszego wiersza tej
macierzy, ktéry nie bedzie juz wykorzystywany w kolejnych operacjach. Znajdujemy jo > j; i macierz
A" € R (pierwszy wiersz A’ pozostaje pierwszym wierszem A”) taka, ze wyraz drugiego wiersza ko-
lumny o numerze jo jest niezerowy, a wszystkie wyrazy pod nim oraz wyrazy z wczesniejszych kolumn
(z wyjatkiem wyrazéw pominietego pierwszego wiersza) sa zerowe.

Po kolejnych analogicznych krokach dochodzimy do (m x n)-macierzy A w postaci schodkowej majacej

w r niezerowych wierszach pierwsze niezerowe wyrazy (schodki) w kolumnach o numerach j; < ... < j,.
|

Uwaga 1.2.5 W twierdzeniu mozna ograniczy¢ si¢ do operacji typu (I). Operacje (I1)(1)(;), ktéra
stosowaliSmy przy przejsciu od A do Aw przypadku, gdy w kolumnie o numerze j; pierwszy wyraz
jest zerowy, a i-ty rézny od zera, mozna zastapi¢ operacja (I);(;)4(1)- Analogicznie mozna postepowac
w kolejnych krokach. O

1.3 Eliminacja Gaussa.

Metoda eliminacji Gaussa polega na wykorzystaniu Twierdzenia do analizy ukladéw réwnan linio-
wych.

Niech AX = B bedzie uktadem m réwnan z n niewiadomymi.

Zgodnie z Twierdzeniem macierz rozszerzona [A|B] mozna zredukowaé operacjami elementarnymi
typu (I) i (II) (ignorujac kreske oddzielajaca A i B) do postaci schodkowej [A’|B'], przy czym, zgodnie
z Twierdzeniem uktady rownan AX = B i AX' = B’ sa réwnowazne.
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Tak wiec, nalezy ustalié, czy uklad A’X = B’ jest niesprzeczny i jesli tak — wyznaczyé wszystkie jego
rozwiazania.

Zal6zmy, ze macierz [A’'|B’] ma r niezerowych wierszy, ktérych pierwsze niezerowe wyrazy stoja w ko-
lumnach o numerach j; < jo < ... < jr.

Jedli j, = n + 1 (schodek ostatniego niezerowego wiersza macierzy [A’|B’] znajduje sie w ostatniej
kolumnie B’ tej macierzy), to uklad A’X = B’ (a wigc i uktad AX = B) jest sprzeczny.

W przeciwnym wypadku (j, < n + 1) wszystkie rozwiazania ukladu AX = B znajdujemy wyznacza-
jac z uk”ladu A’X = B’ niewiadome xj,, Zj,, ..., x;, (zmienne zale”rne) w zale”rno”sci od pozosta”lych
niewiadomych, kt”ore mog”a przyjmowa’c dowolne warto”sci (zmienne niezale”rne, parametry).

Kolejne zmienne zale”rne x;j,, xj,_,,...x; wyznaczamy wtedy z kolejnych r’owna’n uk”ladu A’X = B,
zaczynaj” ac od ostatniego niezerowego (tak wiec, w pewnym sensie, wyznaczajac kolejne zmienne zalezne
od ostatniej do pierwszej “wchodzimy po schodkach” uktadu réwnan).

Zmienna zale”rna x;, wyliczana z k-tego r”ownania zale”ry wy”1”acznie od zmiennych niezale”rnych o
numerach wi”ekszych ni”’r ji (za zmienne zale”rne o numerach wi”ekszych ni”’r ji podstawiamy znale-
zione wcze” sniej zale” rno”sci).

Uwaga 1.3.1 Rozwigzanie X € R" zalezy od n —r wspotrzednych X — zmiennych niezaleznych i mozna

je przedstawi¢ w postaci (zwanej rozwiazaniem ogélnym uktadu AX = B)
X:X0+t1X1+t2X2+...—|—thp s

gdzie t1, to, ..., t, sa dowolnymi parametrami (p = (n—r) jest liczba kolumn bez schodk” ow macierzy A’).

W praktyce, zamiast wylicza¢ rozwigzanie ogélne X, wygodnie jest obliczy¢ wektory Xo, Xi,...,X,
wystepujace we wzorze na X, podstawiajac za zmienne niezalezne odpowiednie wartosci:
Xo jest rozwiazaniem A’X = B’ odpowiadajacym parametrom t; =0dla j =1,2,...,p,
X}, jest rozwigzaniem A’X = 0 odpowiadajacym parametrom tj = 1 oraz t; =0 dla j # k
(X% = (Xo + Xi) — Xo jest rozwigzaniem A’X = 0 jako réznica dwoch rozwiazan A’X = B'). O
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2 Liczby zespolone, ciata

Nasza dyskusja réwnan liniowych opierata sie na jedynie na regutach arytmetyki liczb rzeczywistych i
zbidr liczb rzeczywistych mozna tu zastapi¢ innymi obiektami algebraicznymi — ciatami, ktérych elementy
mozna dodawac¢ i mnozy¢ zgodnie z analogicznymi regutami.

Z punktu widzenia tego wykladu najwazniejszym, obok R, cialem jest cialo liczb zespolonych, ktore
otrzymuje sie dolaczajac do R, w mozliwie oszczedny sposéb, rozwigzanie réownania 2 = —1 (ktérego
nie ma w ciele R).

Wspomnimy tez jednak o ciatach zupetnie innego typu — ciatach skonczonych Z,.

2.1 Liczby zespolone.

Liczby rzeczywiste R rozszerzymy dotaczajac “liczbe urojona” +/—1 oznaczana symbolem i, tak aby na
otrzymanych “liczbach zespolonych” mozna byto wykonywaé algebraiczne operacje dodawania i mnozenia
zgodnie ze standardowymi regutami arytmetyki liczb rzeczywistych.

W czesci pokazemy, ze dotaczenie v/—1 prowadzi do systemu liczbowego, w ktérym kazdy wielomian
stopnia dodatniego ag + ajz! + ... 4 a,x™ ma pierwiastek (zasadnicze twierdzenie algebry).

Definicja 2.1.1 Liczbami zespolonymi bedziemy nazywaé wyrazenia postaci a + ib (gdzie i = v/—1 oraz
a+ib=c+id < a=c, b=d) z nastepujgcymi operacjami dodawania & i mnozenia © :

(a+1ib)® (c+id) = (a+c)+i(b+d) ; (a +1b) © (¢ +1id) = (ac — bd) + i(ad + bc)
Zbior liczb zespolonych z tak okreslonymi dzialaniami oznaczamy symbolem C.

Uwaga 2.1.2 (a) Wyrazenie a + i0 zapisujemy jako a i utozsamiamy je z liczba rzeczywista a. W ten
sposob R C C, przy czym dzialania @ i ® pokrywaja sie na R ze zwyklym dodawaniem i mnozeniem.

(b) Zamiast 0 + ib, b # 0 piszemy ib (lub i, jedli b = 1); w szczegdlnosci i ©® i = —1, tzn. i2 = —1 w C.

(¢) Liczbe zespolona z = a + ib mozna interpretowaé jako punkt (a,b) plaszczyzny kartezjanskiej.
Wspodlrzedne a,b tego punktu bedziemy nazywaé odpowiednio czescig rzeczywistg Rez i czeScig
urojong Imz liczby z. O

Uwaga 2.1.3 Dodawanie i mnozenie liczb zespolonych spelniaja standardowe reguly arytmetyki liczb
rzeczywistych, C ma elementy neutralne ze wzgledu na dodawanie i mnozenie (zero i jedynke); w C
wykonalne sa tez operacje odejmowania i dzielenia przez liczby rézne od zera:

(1) przemiennosé 21D 20 = 29D 21, 21 ® 20 = 29 O 21;
(2) lacznosé (210 22) D3 =21D (220 23), (21022)O23 =210 (220 23);
(3) elementy neutralne 0 dla dodawania: z @ 0 = z, 1 dla mnozenia: 1 © z = z;
(4) istnienie elementu  przeciwnego —z: z @ —z =0 odwrotnego z7 !, dla z #0: 20 271 =1
—(a +1ib) = (—a) +i(-b), a+1ib#0, to (a+ib)~t = (5) + i(ﬁ);
(5) rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania 21 ® (22 @ 23) = 21 © 22 D 21 © 23. ]

W dalszym ciagu zamiast & i ® bedziemy uzywali zwyklych symboli dodawania i mnozenia. Odejmowanie

definiujemy formalnie jako dodanie liczby przeciwnej z; — 2o = 21 + (—22), a dzielenie jako mnozenie

przez liczbe odwrotna z1 : 29 = % = z1(zg 1). Na C rozszerzamy zwykle konwencje dotyczace dziatan

w R, na przyktad iloczyn n egzemplarzy liczby z (tzn. n-ta potege z) zapisujemy w postaci 2", 20 = 1
iz7"=(z7hHn
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2.2 Postac¢ trygonometryczna.

Modulem liczby zespolonej z = a + ib nazywamy liczbe |z| = Va? 4+ b? € R. Interpretujac liczbe z # 0
jako punkt (a,b) plaszczyzny kartezjanskiej widzimy, ze |z| jest odlegloscia z od 0, a liczba ﬁ odpowia-
dajaca punktowi okregu jednostkowego na plaszczyznie ma postaé ﬁ = cosf + isinf, przy czym kazde
dwa takie katy 6 — argumenty z, roznig sie o wielokrotnosé 2m; zbiér argumentéw liczby z oznaczamy
symbolem arg z.

Kazdy zapis liczby zespolonej z # 0,
z = |z|(cos O + isinf),
gdzie |z| jest modulem z i 6 € arg z nazywamy postaciq trygonometryczng z.
Twierdzenie 2.2.1 Niech z1 = |z1|(cosf; + isinby), zo = |z2|(cos by + isinby). Wiedy
2129 = |z1]]22|(cos(01 + O2) + isin(0; + b)),

tzn. modul iloczynu jest iloczynem moduléw, a suma argumentow czynnikow jest argumentem tloczynu.

Dowdd. z129 = |z1]|(cos 6y + isinf;)|za|(cos Oz + isinby) = |z1||z2|(cos by + isinb;)(cosby + isinbs) =
|21||22|(cos 61 cos O — sin 0 sin Oy + i(sin 61 cos Oz + cos b1 sinbs)) = |21||22|(cos(b1 + 62) + isin(fy + 02)).

Whniosek 2.2.2 (Formula de Moivre’a). (cosf + isin )" = cos(nf) + isin(nf).

Sprzezeniem liczby z = a + ib nazywamy liczbe Z = a — ib. Dla 2z # 0 mamy 27z = |2|? i

2.3 Pierwiastki z jednosci.

Ustalmy liczbe naturalna n > 1. Pierwiastkiem stopnia n z jednosci bedziemy nazywacé kazda liczbe
zespolong z taka, ze 2™ = 1.
2k

n

2km

Niech w = cos 2% +1sin 2% Z formuty de Moivre’a wynika natychmiast, ze liczby w* = cos +isin <77,

k=0,1,...,n—1, sa wszystkimi pierwiastkami stopnia n z jednosci.

Punkty plaszczyzny kartezjanskiej odpowiadajace pierwiastkom stopnia n z jednosci sa wierzchotkami
n-kata foremnego wpisanego w okrag jednostkowy, majgcego wierzcholek w w® = 1.

Pierwiastek stopnia n z jednosci nazywamy pierwotnym jesli nie jest pierwiastkiem z jednosci stopnia < n.
Do scharakteryzowania pierwiastkéw pierwotnych skorzystamy z nastepujacego faktu zwiazanego z dzie-
leniem z reszta liczb naturalnych.

Lemat 2.3.1 Dla wzglednie pierwszych liczb naturalnych 0 < k < n istniejg liczby catkowite 1,1 takie,
ze lk +tn = 1. Co wiecej, mozna zaktadac, ze 0 <1 < n.

Dowéd. Niech d bedzie najmniejsza liczba dodatniag postaci d = sk + tn, gdzie s,t sa catkowite.
Wystarczy pokazaé, ze d jest dzielnikiem k£ i n. Dla reszty r = k — qd z dzielenia k przez d mamy
r=k—q(sk+1tn) = (1 —qs)k + (—t)n, wiec r = 0 z minimalnosci d. Analogicznie pokazuje sie, ze d
dzieli n. Druga czes¢ tezy otrzymujemy przyjmujac za [ reszte z dzielenia s przez n. Wtedy s = qn + 1,
wiec 1 = sk +tn = (qgn + )k +tn =1k + (¢gk + t)n i w szczegdlnosci [ > 0. [
Twierdzenie 2.3.2 Pierwiastek w* = cos %Tﬂ + ¢ sin 2]“7”

wtedy 1 tylko wtedy, gdy k i n sqg wzglednie pierwsze.

, 1 <k < n stopnia n z jednosci jest pierwotny

Dowéd. Niech k i n beda wzglednie pierwsze. Z lematu istnieja [, ¢ takie, ze 1 = lk + tn, a stad
w = Wkt = Gk ()t = GIF Jedli m > 0 spetnia (WF)™ = 1, to W™ = (WHF)™ = (W)l = 1, wiec m > n,
czyli pierwiastek w” jest pierwotny.

Zalézmy teraz, ze d > 1 jest wspélnym dzielnikiem k i n, a q oraz m sg takie, ze k = qd oraz n = md.
Wtedy (W)™ = (wi9)™ = (w™4)9 = 1, wigc pierwiastek w* nie jest pierwotny [
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2.4 Ciala.

Wilasnosci dodawania i mnozenia w R i w C zebrane w Uwadze 2.1.3] stanowia punkt wyjscia definicji
ciata.

Definicja 2.4.1 Zbior K z dwoma ustalonymi elementami: 0,1 (0 # 1) oraz dwoma dzialaniami: do-
dawania “+7 1 mnoZenia “” nazywamy ciatem, jesli dla dowolnych a,b,c € K spelnione sq warunki
(dziewieé¢ aksjomatow ciala)

(1) przemiennosé a+b=>b+a, a-b="b-a;

(2) lgcznosé (a+b)+c=a+ (b+c), (@a-b)-c=a-(b-c);

(3) elementy neutralne 0 dla dodawania: a +0 = a, 1 dla mnozenia: 1-a = a;

(4) istnienie elementu przeciwnego a’: a +a' =0, odwrotnego a*, dla a #0: a-a* =1;
(5)  rozdzielnosé mnozenia wzgledem dodawania a-(b+c¢)=a-b+a-c.

Dla podkreélenia, ze cialo to zbiér z wyrdéznionymi zerem i jedynka oraz z ustalonymi dziataniami,
bedziemy pisa¢ K zamiast K.

Roéwnanie z 4+ a = b ma w ciele K dokltadnie jedno rozwiazanie, bo dodajac do obu stron tego réwnania
a’ — ustalony element przeciwny do a otrzymujemy, po uporzadkowaniu réwnowazne réwnanie x = b+a’.

W szczegblnosci wynika stad, ze 0 i element przeciwny do a (oznaczany przez —a) sa wyznaczone jedno-
znacznie. Analogiczne rozumowanie dla réwnania x-a = b, gdzie a # 0, pokazuje ze 1 i element odwrotny

do a (oznaczany przez a~') sa wyznaczone jednoznacznie. Utamek g oznacza iloczyn b - a~ 1.

Wszystko, co powiedzieliémy w pierwszym rozdziale o uktadach réwnan liniowych o wspoétczynnikach
z ciala liczb rzeczywistych przenosi si¢ bez zmian na uklady o wspdlczynnikach z dowolnego ciala,
tzn. na uktady postaci AX = B, gdzie A jest (m x n)-macierza o wyrazach z K, B € K™.

W dowolnym ciele prawdziwe sa dobrze znane wlasnosci dzialan w R (piszemy czesto ab zamiast a - b).

Uwaga 2.4.2 Dla dowolnych a,b € K:
a) a0 =0 (bo do obu stron a0 + a0 = a(0 + 0) = a0 mozna dodaé¢ —(a0));
b) ab=0,toa=0lubb=0 (bo a # 0, to obie strony mozna pomnozy¢ przez a~');

¢c) (-la=—a (boa+ (—1)a=(1+(—1))a =0a =0). 0

2.5 Ciala Z,.

Wazne przyktady cial, ktére okreslimy w tej czesci sa, w odréznieniu od ciata liczb rzeczywistych R,
ciata liczb wymiernych Q i ciata liczb zespolonych C — cialami skonczonymi.

Niech p bedzie liczba pierwsza i niech w = cos 2?” + isin %T bedzie pierwiastkiem stopnia p z jednosci.
Wszystkie potegi w™ sa réwniez pierwiastkami stopnia p z jednoéci. Zbiér Z, = {wo,wl, . ,wpfl}

wszystkich pierwiastkow stopnia p z jednoéci jest wiec zamkniety ze wzgledu na dziatania

kl

L oraz Wk 0wl = Wk,

wk@wl:w

1

Twierdzenie 2.5.1 Z, z ustalonym elementem zerowym 0 = WO, jedynkg 1 = w' oraz dzialaniami

dodawania @ i mnozenia © jest cialem.

Dowéd. Elementem przeciwnym do w® € Z, jest wP=F, bo wk @ wP~* = wP = 0. Jedli w* € Z, \ {0},
to z Lematu dla n = p istnieja [, ¢ takie, ze 1 = Ik + tp. Elementem odwrotnym do w* # 0 jest
wtedy w!, bo 1 = w! = W = W = WF O W!. Pozostale aksjomaty wynikaja z odpowiednich wlasnoéci
dodawania i mnozenia liczb naturalnych. |
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3 Przestrzenie liniowe

3.1 Przestrzenie liniowe.

Dla dowolnego ciata K, analogicznie jak to robilismy dla R, wprowadza si¢ operacje dodawania wektorow
— kolumn z K" i mnozenia tych wektoréw przez elementy ciata — skalary.

Jesli A jest (m x n)-macierza o wyrazach z ciala K, to zbiér V' rozwiazan uktadu jednorodnego AX =0
jest zamkniety ze wzgledu na dodawanie wektoréw i mnozenie wektoréw przez skalary.

Podobnie, w zbiorze W wielomianéw stopnia nie wiekszego niz n o wspoélczynnikach rzeczywistych,
podzielnych przez wielomian x? + 1, okredlone jest naturalne dziatanie dodawania i mnozenia przez
liczby.

Sa to przyktady przestrzeni liniowych — obiektéw algebraicznych zlozonych ze zbioru wektoréw, ciata
skalaréw oraz dziatan, ktore okresla sie nastepujaco.

Definicja 3.1.1 Zbior V' z ustalonym elementem 0 (wektor zerowy) i dzialaniem dodawania “+” na-
zywamy przestrzenig linowg nad ciatem K, jesli jest ustalone dziatanie mnozenia “7 elementow V -
wektoréow przez elementy ciala K — skalary, dajgce w wyniku elementy V', przy czym dla dowolnych
a,b e K iv,w,u €V spelnione sqg warunki (osiem aksjomatéw przestrzeni liniowej)

(1) v+w=w+v przemiennosé dodawania wektorow,

(2) v+(w+u) =@wW+w)+u lacznosé dodawania wektorow,

3) v+0=vw wektor zerowy jest elementem neutralnym dodawania wektorow,
(4) istnieje v’ takie, Ze v+v' =0 element przeciwny dodawania wektoréw,

(5) a-(w+u)=a-w+a-u rozdzielnosé mnozenia przez skalar wzgledem dodawania wektorow,
(6) (a+b)-u=a-u+b-u rozdzielnosé mnozenia przez skalar wzgledem dodawania skalaréw,
(7) a(b-v)=(ab)-v laczno$é mnozenia przez skalary,

8) l-v=vw skalar 1 jest elementem neutralnym mnozenia.

Jak zobaczymy péZniej, przyjete aksjomaty pozwalaja utozsamiaé, ze wzgledu na strukture algebraiczna,
przestrzenie liniowe nad cialem K skoniczonego wymiaru (innych nie bedziemy tu w zasadzie rozpatrywac)
z przestrzeniami K™, a jednoczesnie pozwalaja operowac¢ na wektorach z V', bez koniecznosci przypisania
im konkretnych wspoétrzednych.

Roéwnanie x + v = w ma w przestrzeni liniowej V' dokladnie jedno rozwiazanie, bo dodajac do obu stron
v’ — ustalony element przeciwny do v otrzymujemy, po uporzadkowaniu réwnowazne réwnanie r = w+7v’.

W szczegdlnosci 0 i wektor przeciwny do v (oznaczany przez —v) sa wyznaczone jednoznacznie.

Ioczyn av (opuszczamy znak mnozenia) znaczy to samo co va (uzywa sie jednak zazwyczaj zapisu av).
Uwaga 3.1.2 Dla dowolnych a € K, v € V:
a) av=0jeslia=0lubv=0 (v=0, to do obu stron a0 + a0 = a(0 + 0) = a0 dodajemy —(a0)
a =0, to do obu stron 0v 4+ 0v = (0 + 0)v = Ov dodajemy —(0v));
b) av =0,toa=01lubv =0 (bo a # 0, to obie strony mnozymy z lewej przez a~!);

¢c) (v=—v (bov+ (=1)v=(14+(-1))v =0v=0). 0

Podamy teraz kilka podstawowych przyktadow przestrzeni liniowych nad K, uzytecznych przy ilustro-
waniu wprowadzanych przez nas kolejnych pojec.

Przyktad 3.1.3 (a) Przestrzen wspélrzednych K™.

Elementami K™ (wektorami z K™) sa kolumny m skalaréw (wspéirzednych tego wektora). Wektor
zerowy ma wszystkie wspétrzedne zerowe. Definiujemy dziatania “po wspotrzednych”
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al by a1 + b1 a1 caq
oI N N S I S PO NN I

A, bm A, + b, A, Clym,

Aksjomaty przestrzeni liniowej wynikaja z odpowiednich aksjomatéw ciata.

(b) Przestrzen macierzy K.

Wektorami w K] sa macierze o wyrazach z ciala K majace m wierszy i n kolumn, zob. Macierz
zerowa ma wszystkie wyrazy zerowe. Wektory — macierze dodajemy sumujac ich odpowiednie wy-
razy i mnozymy przez skalary — elementy ciata K, mnozac przez skalar wszystkie wyrazy macierzy.

Czesto wygodnie jest mysle¢ o (m x n)-macierzy jako o uktadzie n kolumn — wektoréw z K'™. Jesli
A= [Al,...,An], B = {Bl,...Bn], Aj,Bj € K™ oraz c € K, to A+ B = [Al +Bl,An+Bn]
icA=I][cAy,...cA].

(c) Przestrzen wielomianéw K[z].

Wielomianem o wspélczynnikach z ciala K nazywamy wyrazenie ag + ajz' + ... + apa”, gdzie
ao, - - ., an € K; kazdy ze sktadnikow aj:cj nazywamy jednomianem, a najwieksze n takie, ze a, 7# 0
nazywamy stopniem wielomianu. Czesto pomijamy w takim wyrazeniu te jednomiany aj:nj , dla
ktoérych a; = 0, a wielomian zerowy (bez niezerowych jednomianéw) oznaczamy przez 0.

W zbiorze wielomianéw Klz| okreslone sa dzialania dodawania i mnozenia spelniajace wszystkie
aksjomaty ciala, poza aksjomatem o istnieniu elementu odwrotnego. W szczegdlnosci K[z] jest
przestrzenia liniowa nad ciatem K, bo skalar ¢ € K mozna uwazaé za jednomian.

Definicja 3.1.4 Niech V' bedzie przestrzenig liniowg nad ciatem K. Podzbior W zbioru wektoréw za-
wierajgcy wektor zerowy nazywamy podprzestrzeniq V', jesli W jest zamkniety za wzgledu na dzialanie
dodawania i mnoZenia przez skalary, to znaczy spelnione sq dwa warunki

(+) v+weW dlav,we W; (YeweW dlaceK,veW.

Uwaga 3.1.5 Jedli W jest podprzestrzenia przestrzeni liniowej V nad cialem K, to W z dziataniami
dodawania wektoréw i mnozenia wektora przez skalar ograniczonymi do W jest przestrzenia liniowa nad
K, bo dla v € W wektor przeciwny —v = (—1)v tez jest w W. O

Kazda przestrzen V liniowa zawiera podprzestrzen maksymalng i podprzestrzen minimalng w sensie
inkluzji (zwane niewlasciwymi): sama siebie i podprzestrzen zerowa {0}. W nastepnej czesci podamy
ogblna metode generowania podprzestrzeni przestrzeni liniowych V.

3.2 Kombinacje liniowe.

Kombinacje liniowe pojawily sie juz przy omawianiu uktadéw réwnan liniowych.

Definicja 3.2.1 Kombinacjq liniowg wektoréw ukladu (v1, ..., vy,) z przestrzeni liniowej V nad cialem K
o wspélezynnikach x1, . .., xyn (2 K) nazywamy wektor 3771 xjvj = x101+. . .+Tnvn € V. Powlokq liniowq
uktadu (v1,...,v,) nazywamy zbidr lin(vy, . .., vy,) wszystkich kombinacji liniowych tego ukladu.

Uwaga 3.2.2 Wygodnie jest przyjaé, ze jedyna kombinacja ukladu pustego (nie zawierajacego zadnego
wektora) jest wektor zerowy. W szczegdlnosci lin(()) = {0}. O

Uwaga 3.2.3 W definicji podprzestrzeni przestrzeni liniowej V' warunki (+) i (-) dla W C V mozna
zastapi¢ mocniejszym warunkiem

z1v1+ ... +xpv, €W dla zp,...,xn €K 0,00, €W,
ktory wynika z (+) i (+) przez indukcje ze wzgledu na n > 1. O
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Twierdzenie 3.2.4 Powloka liniowa lin(vy, ..., v,) ukladu wektoréow w przestrzeni V' jest najmniejszq
podprzestrzeniq przestrzeni V- zawierajgceq wektory v, j =1,...,n.
Dowdd. Suma dwéch kombinacji liniowych wektorow vy, ..., v, oraz wynik pomnozenia takiej kombi-
nacji przez skalar jest kombinacja liniowa wektorow vy, ..., v,:

() i zivy + 2 vy = 25 (@5 + Yy (1) eXioy vy = 30 (cxj)v;.
Wynika stad, ze lin(vi, ..., vy) jest podprzestrzenia liniowa V' zawierajaca wszystkie wektory v;.
7 drugiej strony, jesli podprzestrzen liniowa W przestrzeni V zawiera v1, ..., vy, to zawiera tez wszystkie
kombinacje liniowe tych wektoréw, zob. a wiec lin(vy,...,v,) C W. [

Iloczyn AX macierzy A i wektora X odpowiednich wymiaréw wprowadziliémy w jednak ze wzgledu
na wage tej operacji powtorzymy to okreélenie w sposéb bardziej formalny.

Definicja 3.2.5 Iloczynem macierzy A = [A1, ..., A, € K" (gdzie A; jest j-tq kolumng A) i wektora
X € K" o wspélrzednych x1, ..., z, nazywamy wektor AX =377 4 x;A; € K™.

Uwaga 3.2.6 Operacja mnozenia macierzy i wektoréw ma nastepujace wlasnosci (zob. dowédd
(+) AX+AY = A(X+Y); (1) c(AX) = A(cX),

tzn. w terminologii, ktora uscislimy ponizej, operacja X — AX jest liniowa. O

Definicja 3.2.7 Mdéwimy, zZe uklad wektoréw (v1,...,v,) 2V rozpina V jesli V = lin(vy, ..., vy).

Uwaga 3.2.8 Uklad wektoréw (Ay,..., Ay,) z przestrzeni K™ rozpina K™ wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego B € K™ réwnanie 141 + ...+ z,A, = B jest niesprzeczne, a wiec wtedy i tylko wtedy, gdy
macierz otrzymana w wyniku redukcji A = [A4,..., A,] do postaci schodkowej ma schodek w kazdym
wierszu. g

3.3 Liniowa niezaleznosé.

Liniowa niezalezno$c¢ jest centralnym pojeciem zwiazanym z przestrzeniami liniowymi.

Definicja 3.3.1 Uklad wektorow (vy,...,vx) w przestrzeni liniowej V nad cialem K nazywamy liniowo
niezaleznym jesli z aqv1 + ... + agvy = 0 wynika, ze a1 = ... = a = 0. Uklad, ktory nie jest liniowo
niezalezny nazywamy zalezZnym.

Uwaga 3.3.2 Liniowa niezalezno$é¢ uktadu (vi,...,vr) oznacza, ze kazdy wektor v € lin(vy,...,vg)
mozna zapisa¢ w postaci kombinacji liniowej v = aqv1 +. . . +a vk tylko w jeden sposéb (pdzniej bedziemy
interpretowali wspélczynniki a; jako wspéirzedne wektora v wzgledem uktadu (vq,...,vy)). Istotnie, jesli
mamy takze v = bjvy + ... + bgvg, to 0 = (a1 — by)v1 + ... + (ax — bg)vr = 0, a liniowa niezaleznosé
oznacza, ze 0 moze by¢ zapisane tylko jako kombinacja liniowa v; o zerowych wspoétczynnikach. O

Twierdzenie 3.3.3 Dia ukladu wektoréw (v, ..., v;) w przestrzeni liniowej V' nad cialem K nastepujgce
warunki sg rownowazne.

(7) Uktad (v1,...,vg) jest liniowo niezaleiny.

(i) Zaden z wektorow v; nie jest kombinacjq liniowq pozostatych
(to znaczy vj & lin(v;)ix; dla j =1,...,k).

(iii) Zaden z wektoréw v; nie jest kombinacjq liniowq poprzednich wektorow
(to znaczy v1 #0 i v; & lin(vi,...,vj—1) dla j =2,... k).
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Dowdéd. Dla dowodu implikacji (i) = (ii) zalézmy negacje (i), czyli istnienie j > 1 takiego, ze
vj = >.;zja;v; dla pewnego ukladu skalaréw (ai)izj. Wtedy —v; + 2 ij aivi = 0 jest nietrywialnym
przedstawieniem wektora zerowego, co przeczy (i).

Implikacja (i7) = (ii7) jest oczywista.

Dla dowodu implikacji (i7i) = (i) rozwazmy kombinacje >_;<y a;v; = 0. Gdyby nie wszystkie a; byly

zerowe, to dla j = max{i : a; # 0} mielibysmy v; = 3=, _; Z—‘j”vi, co przeczyloby (iii). [
Uwaga 3.3.4 Liniowa niezaleznosé uktadu (A4y,..., Ax) w K oznacza, ze réwnanie Zle z;A; = 0 ma
doktadnie jedno rozwiazanie, czyli w wyniku redukeji macierzy A = [Ay,. .., Ag] do postaci schodkowej

otrzymamy macierz A’, majaca schodek w kazdej kolumnie (w szczegdlnosci k < m).

Roéwnowaznos$¢ warunkéw (i) oraz (iii) jest dla takiego ukladu oczywista, bo macierz A’ ma schodek
w j-tej kolumnie wtedy i tylko wtedy, gdy réwnanie 3°, ; x;A; = A; jest sprzeczne, czyli A; & lin(4;)i<;.
]

3.4 Baza i wymiar.

Wyrdznienie n-elementowej bazy w przestrzeni liniowej V nad cialem K pozwala przypisa¢ kazdemu
wektorowi v € V' wektor z K™ (wektor wspélrzednych v w tej bazie) z zachowaniem operacji dodawania
i mnozenia przez skalary.

Definicja 3.4.1 Uklad wektorow (vy,...,v,) w przestrzeni liniowej V nad cialem K nazywamy bazq V
jesli uktad (vy,...,vy) jest liniowo niezalezny i rozpina V.

Uwaga 3.4.2 Jedli uktad (vi,...,v,) jest baza V', to zgodnie z Uwaga kazdy wektor v € V' daje
si¢ przedstawi¢ jako kombinacja liniowa v = ajv1 + ... + apv, w dokladnie jeden sposéb. Wspdlezynniki

tej kombinacji nazywamy wspdlrzednymi wektora v w bazie (v, ..., vy). O
1 0 0
1 0
Przyktad 3.4.3 (a) W przestrzeni K™ polézmy Fy = | . |, Ea=1| . |, ..., Ep =
0 0 1

Uklad (E1, Ea, ..., Ep) jest baza przestrzeni K™. Wspolrzedne wektora X € K™ sa identyczne
ze wspélrzednymi X w tej bazie. Baze (E1, Eo, ..., E;,) nazywamy baza standardowa K.

L. 10 0 0 01 0 0
(b)WK%P(ﬂozmyEn:[o 01,E21=[1 O]’EHZ[O 0],E22:l0 1].

Uktad (E11, Eo1, E12, E92) jest baza przestrzeni Kg. Wspdlrzedne macierzy A € K% w tej bazie sa
wyrazami tej macierzy w porzadku, w jakim ustawiliémy macierze E;;.

Analogicznie w przestrzeni macierzy K definiuje si¢ baze majaca m-n elementéw Ej; € KT, gdzie
FE; jest macierza majaca na miejscu k, ! jedynke i wszystkie pozostale wyrazy zerowe.

(c) Uklad jednomianéw (z0,x!,... 2") tworzy baze podprzestrzeni K, [r] wielomianéw stopnia < n

przestrzeni K[z]. Wspélrzedne wielomianu w(z) w tej bazie sa wspdlczynnikami tego wielomianu.

Uwaga 3.4.4 Uklad (A4i,...A4,) w K™ wyznacza macierz A = [A4;,...4,] € K. Jesli w wyniku
redukcji A do postaci schodkowej otrzymujemy macierz A’ majaca schodki w kolumnach o numerach
Ji,---,Jr, to uklad (A;,,... A; ) jest baza V =lin(A;,... A,), bo dla kazdego B € K™ takiego, ze uktad
AX = B jest niesprzeczny, réwnanie xj A;, + ...+ x; Aj = B ma doktadnie jedno rozwigzanie.

W szczegblnosei, dla n = m uklad (Ai,..., A,) w K" jest baza K" wtedy i tyko wtedy, gdy macierz
zredukowana A" ma n schodkéw (w kazdej kolumnie i w kazdym wierszu). O



MIMUW 3. Przestrzenie liniowe 12

Baze (Aj,,... Aj,) przestrzeni lin(Ay, ... A,) C K™ otrzymujemy wybierajac z ukladu (A1, ... A4,) wek-
tory, ktére nie sa kombinacjami poprzednich, zob. Uwaga [3.3.4] Tak samo mozna postepowaé w przy-
padku ogdlnym.

Twierdzenie 3.4.5 (o istnieniu bazy). Jesli z ukladu wektoréw (v1, ..., v,) rozpinajecego przestrzen V.
wybierzemy wszystkie wektory v; takie, Ze v; & lin(v;)i<;, to otrzymamy baze (vj,,...,v;,) przestrzeni V.

Dowdd. Z Twierdzenia [3.3.3| (iii) uklad (vj,, ..., vj,) jest Iniowo niezalezny. Niech W = lin(vj, , ..., vj,).
Pokazemy, ze (vj,,...,v;,) rozpina V, czyli W = V. W tym celu wystarczy wykazaé, ze v; € W dlai < n.
Gdyby nie wszystkie v; nalezaly do W, to dla j = min{i <n:v; € W} mielibySmy lin(v;)i<; C W
oraz v; € W. Zatem v; ¢ lin(v;);<;, wiec v; bylby w W jako jeden z wybranych wektoréw, co przeczy
wyborowi j. |

7 Twierdzenia |3.4.5) wynika.

Twierdzenie 3.4.6 (o rozszerzaniu ukladu liniowo niezaleznego do bazy). Jesli uklad wektoréw
(v1,...,v;) w przestrzeni liniowej V' jest liniowo niezalezny, a uklad (w1,...,wy) rozpina V, to uklad
(v1,...,v%) mozna rozszerzyé do bazy V wektorami z ukladu (wy, ..., wp,).

Dowéd. Uktad (vy,..., vk, wi,...,wy,) rozpina V. Usuwajac z tego ukladu wszystkie wektory bedace
kombinacjami poprzednich otrzymamy, zgodnie z Twierdzeniem baze przestrzeni V', a z Twierdze-
nia m (i73) wynika, ze nie usuniemy zadnego z wektoréw v;. |

Zastosowane w tym dowodzie rozumowanie wykorzystamy tez w dowodzie kolejnego twierdzenia, ktore
pozwoli na okreélenie wymiaru przestrzeni liniowej.

Twierdzenie 3.4.7 (Steinitza o wymianie). Jesli uklad wektorow (vi,...,v;) w przestrzeni linio-
wej V' jest liniowo niezalezny, a uklad (wi,...,wy) rozpina V, to k < m oraz istniejg parami rézine
indeksy i1,...,1 < m takie, Ze uklad otrzymany z (vi,...,Vk, W1,...,Wy) przez usuniecie wektoréw
Wiy, ..., W, Tozpina V.

Dowdd. Nierownosé k < m wynika z drugiej czeéci tezy, ktéra udowodnimy przez indukcje ze wzgledu
na j < k dopisujac na poczatku ukladu (wn,...,ws,) kolejno wektory v; i usuwajac, za kazdym razem,
wektor w;; tak, by uklad otrzymany po j wymianach pozostawal ukladem rozpinajacym V.

W kroku indukcyjnym dodajemy do uktadu rozpinajacego kolejny wektor v;, bezposrednio po wektorze
vj—1 (v1 wstawiamy na poczatku). Z warunku (i7) Twierdzenia dostajemy uklad liniowo zalezny, a
z warunku (774) tego twierdzenia, jeden z pozostajacych w naszym ukladzie wektoréw w;; jest kombinacja
poprzednich wektordéw, wiec po jego usunigciu otrzymamy uktad rozpinajacy V. |

Przestrzen liniowa moze mie¢ wiele baz (zob. Uwaga . Jednakze z pierwszej czesci tezy twierdzenia
Steinitza wynika, ze w przestrzeni V z bazg majaca n wektordéw, kazdy uklad liniowo niezalezny ma
k < n wektoréw, a kazdy uktad rozpinajacy ma m > n wektorow. Tak wiec, wszystkie bazy w V maja
tyle samo elementéw.

Definicja 3.4.8 Wymiarem przestrzeni liniowej V. majgcej baze skonczong nazywamy liczbe wektorow
tej bazy, ktorg oznaczamy dimV (dim {0} = 0). Jesli V' nie ma bazy skoriczonej, mowimy, ze wymiar V.
jest nieskornczony.
Przyktlad 3.4.9 Z Przyktadu dostajemy

(a) dim K™ = m,

(b) dim K" = mn,

(¢) dimK,[z] =n+ 1.
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Uwaga 3.4.10 Jesli W jest podprzestrzenia przestrzeni V majacej skonczony wymiar, to z twierdzenia
Steinitza dim W < dim V. Co wiecej, z dim W = dim V' wynika, ze W = V', bo gdyby W # V', to baze
W mozna by bylo istotnie rozszerzyé¢ do bazy V', zob. Twierdzenie [3.4.6] O

Odnotujmy jednak, ze przestrzenie wymiaru nieskonczonego, na przykltad K|z|, moga zawieraé¢ wla-
Sciwe podprzestrzenie wymiaru nieskonczonego. W dalszej czesci, jesli nie powiemy wyraznie inaczej,
bedziemy zakladaé, ze wszystkie rozwazane przestrzenie majg wymiar skonczony.

3.5 Rzad macierzy.

Z macierza A € K sa zwiazane trzy przestrzenie: podprzestrzen rozpieta na kolumnach, podprzestrzen
rozpieta na wierszach i podprzestrzen rozwiazan jednorodnego uktadu rownan AX = 0. Dwie pierwsze
maja taki sam wymiar — rzad macierzy A, a wymiar trzeciej jest réznicag n i rzedu A.

Przejdziemy teraz do systematycznego przedstawienia tych zagadnien.

Definicja 3.5.1 Przestrzenig kolumn macierzy A € K" nazywamy podprzestrzen K(A) przestrzeni K™
rozpietq przez kolumny A.

Z definicji mnozenia macierzy przez wektor (3.2.5) wynika, ze przestrzen kolumn K (A) macierzy A jest
zbiorem wszystkich wektoréw B, dla ktorych uktad réwnan AX = B jest niesprzeczny.

Definicja 3.5.2 Rzedem rank A macierzy A nazywamy dim K (A).

7 Uwagi wynika, ze rank A jest liczbg kolumn ze schodkami w macierzy A’ otrzymanej w wyniku
redukcji macierzy A do postaci schodkowej. Jesli macierz A powstaje z A w wyniku operacji elementar-
nych na wierszach, to K (A ) réini sie na ogot od K (A), ale rank A = rank 4, bo A i A mozna zredukowac
do tej samej macierzy w postaci schodkowe;j.

Definicja 3.5.3 Przestrzeniq zerowg macierzy A nazywamy podprzestrzen N(A) przestrzeni K™ zloZong
z rozwigzan jednorodnego uktadu réwnan AX = 0.

Nastepne twierdzenie opisuje rozwigzania uktadu AX = B w terminach zdefiniowanych wyzej pojec.

Twierdzenie 3.5.4 (Kroneckera — Capelliego). Niech A € K" i B € K™. Uklad réwnan AX = B
jest niesprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy rank A = rank [A|B]. Jesli X, jest rozwigzaniem tego ukladu,
to zbior wszystkich rozwigzan ma postaé¢ X, + N(A) ={X.+Z:Z € N(A)}.

Dowé6d. Pierwsza cze$é tezy wynika z faktu, ze niesprzecznos¢ AX = B jest réwnowazna warunkowi
B € K(A). Druga czes¢ oznacza, ze X jest rozwiazaniem wtedy i tylko wtedy, gdy X — X, € N(A), a to
wynika z réwnosci A(X — X,) = AX — AX, = AX — B (zob. wzory w Uwadze [3.2.6]. |

Opiszemy teraz wymiar N (A) korzystajac z faktu, ze liczba zmiennych zaleznych w rozwiazaniu ogdlnym
ukladu AX = 0 jest liczba schodkéw macierzy A’ otrzymanej w wyniku redukcji A do postaci schodkowe;j.

Twierdzenie 3.5.5 Dia macierzy A € K], dim N(A) = n — rank A.

mn ’

Dowdéd. Niech p = n — rank A bedzie liczbg zmiennych niezaleznych uktadu AX = 0. Zgodnie z Uwaga
kazde rozwigzanie tego uktadu jest wyznaczone przez wartosci niezaleznych parametréw ti,...,t,
i ma posta¢ X =t1 X1 +...+1,X,. Z Uwagi wynika, ze uklad (Xi,..., X)) jest baza N(A4). W

Podprzestrzen V' przestrzeni K" majaca baze (Aj,...,A,) jest przestrzenia kolumn macierzy A =
[A1,...,A;] € K'. Pokazemy, ze V jest rOwniez przestrzenia zerowa pewnej macierzy z KI'™".

Twierdzenie 3.5.6 Jesli V C K", dimV = r, to V jest przestrzenig zerowg pewnej macierzy C € KI=".
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Dowdd. Niech A € K bedzie macierza, ktérej kolumny tworza baze V, V = K(A). Wektor Y € K" jest
w V wtedy i tylko wtedy, gdy ukiad réwnan AX =Y jest niesprzeczny, a wiec gdy po redukcji macierzy
[A]Y] do postaci schodkowej otrzymana macierz [A’|Y”] nie ma schodka w ostatniej kolumnie. Poniewaz
rank A = dim V' = r, to oznacza, ze wspOlrzedne Y’ o indeksach > r + 1 sg zerami.

Zauwazmy, ze wektor Y € K" jest jedynym rozwiazaniem ukladu réwnan IX = Y o macierzy I =
[Er,...,E,) € K, zob. Przyklad (a).

Wektory Y € V mozna wige opisaé¢ nastepujaco. Niech I’ bedzie macierzg otrzymang z macierzy I przez
wykonanie na niej operacji elementarnych redukujacych A do A’ i niech C' € K™" bedzie macierza
zlozong z ostatnich n — r wierszy macierzy I'. Jedynym rozwigzaniem ukladu réwnan I'X =Y’ jest Y,
bo ten uktad jest réwnowazny uktadowi IX =Y, a wigc Y € V wtedy i tylko wtedy, gdy I'Y ma zera
na ostatnich n — r miejscach, tzn. gdy CY = 0. Zatem V = N(C). |

W praktyce macierz C' uktadu réwnan opisujacego przestrzen K(A) C K" wymiaru r wyznacza sie
redukujac macierz [A|I] do macierzy [A’|I'] takiej, ze A’ jest w postaci schodkowej (macierz C' jest
zlozona z ostatnich n — r wierszy macierzy I').

Wiersze macierzy A € K™ naleza do przestrzeni liniowej macierzy jednowierszowych K. .

Definicja 3.5.7 Przestrzenig wierszy macierzy A € K™ nazywamy podprzestrzen W (A) przestrzeni KL
rozpietq przez wiersze A.

Twierdzenie 3.5.8 Dia macierzy A € K, dimW(A) = dim K(A).

Dowdd. Operacje elementarne na wierszach nie zmieniaja przestrzeni wierszy. Jest to oczywiste dla
operacji typu (II) i (IIT). Jedli A powstaje z A € KJ' w wyniku zastosowania operacji (I),(;)+(x), to

oczywiscie W (A) C W(A). Réwnosé¢ wynika z faktu, ze operacja (I)(—q)(i)+(x) Prowadzi od A do A.

Wystarczy teraz pokazad, ze dla macierzy A’ w postaci schodkowej wymiar dim W (A’) jest réwny liczbie

schodkéw tej macierzy. Istotnie, niezerowe wiersze (wf, ..., w,) macierzy W(A’) sa liniowo niezalezne,
bo po zmianie kolejnosci na (wf., ..., wh, w}) spelniaja warunek (iii) Twierdzenia [3.3.3] [

3.6 Suma prosta podprzestrzeni.

W klasie podprzestrzeni liniowych ustalonej przestrzeni liniowej sa dwie naturalne operacje: przeciecia
oraz sumy algebraicznej. Podamy pewne uzyteczne fakty dotyczace tych operacji.

Uwaga 3.6.1 Jedli V1, V5 sa podprzestrzeniami przestrzeni liniowej V' to cze$é wspdlna Vi N Vo =
{v:iveViiveVy}isuma Vi + Vo = {v; +v9:v1 € Vi,v9 € Vo} sa podprzestrzeniami V. O

Definicja 3.6.2 Podprzestrzen Vi+Va przestrzeni V. nazywamy sumg algebraiczng podprzestrzeni Vi, Va.

Definicja 3.6.3 Sume algebraiczng Vi +Va nazywamy sumq prostq jesli dla dowolnie wybranych v; € V;
z v1 + v9 = 0 wynika, ze vi = vy = 0. Sume prostg Vi + Vo oznaczamy Vi & Vs.

Uwaga 3.6.4 Suma V) + V5 jest suma prosta wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy wektor v € Vi 4 V5 daje sie
przedstawic jako suma v = v1 + v2, gdzie v; € V;, w dokladnie jeden sposob (bo z v =w; +wy = uy +ug
wynika, ze (w1 —u1) + (w2 — uz) = 0). Wektory v; nazywamy skladowymi wektora v € Vi & V5. O
Twierdzenie 3.6.5 Dia V1,Vo CV, Vi + Vo =V1 @ Vi wtedy i tylko wtedy, gdy V1 N Vo = {0}.

Dowéd. Teza wynika z faktu, ze 0 = v1 + v2 € Vi 4+ Vo wtedy i tylko wtedy, gdy vo = —v; € ViNVo B
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Twierdzenie 3.6.6 Jesli uklad A; jest bazq przestrzeni V; C V dla j = 1,2 i uklad A = (A1, Ag)
powstaje przez dolgczenie do Ay ukladu As, to ukiad A jest bazqg Vi + Vo wtedy i tylko wtedy, gdy
Vi+ Vo=V @ V.

Dowéd. Uktad A oczywiscie rozpina Vi + V. Kazdy wektor v; € V; daje si¢ jednoznacznie przedstawic
jako kombinacja wektoréw bazy A;, zob. Uwaga Jednoznaczno$é rozktadu wektora 0 na sktadowe
v; € Vj jest wigc rownowazna z jednoznaczno$cig zapisu 0 jako kombinacji wektoréw uktadu .A. |

Whniosek 3.6.7 Vi + Vo = V) @ Vi wtedy i tylko wtedy, gdy dim V; + dim V, = dim(V; + Va).

Wazna wlasnoscia przestrzeni liniowych jest fakt, ze kazda podprzestrzen przestrzeni liniowej mozna
uzupetni¢ do sumy proste;j.

Whniosek 3.6.8 Dia dowolnej podprzestrzeni W przestrzeni liniowej V' istnieje podprzestrzen U C 'V
taka, Ze W U =V.

Whiosek jest natychmiastowa konsekwencja Twierdzenia [3.6.6| i twierdzenia o rozszerzaniu dowolnego
ukladu liniowo niezaleznego do bazy (zob. [3.4.6)).

Wyprowadzimy stad nastepujaca formule Grassmana.

Twierdzenie 3.6.9 Jesli Vi, Vo sq podprzestrzeniami przestrzeni lintowej V, to

dim(Vy 4+ V3) = dim V; + dim V5 — dim(V; N V3).

Dowdéd. Potézmy W = V4 N Vs i niech U bedzie podprzestrzenia Vs taka, ze Vo = W @ U (U = Vo, jesli

W = {0}). Zauwazmy, ze Vi + Vo = V1 + U, bo dla v; +vg € V] + Vo wektor v = w+u € W @ U, wiec

vtvy=v+(w+u)=(vi+w)+ueV;+U.

ZUCVomamy ViNU =ViNnVenU =WNU = {0}, wiec V1+U:V1®U2Twierdzeniam

7 Whniosku dostajemy dim(Vj 4+ V) = dim(V; + U) = dim V; + dim U = dim Vj 4+ dim Vo — dim W.
|
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4 Przeksztalcenia liniowe

Obok przestrzeni liniowych, podstawowym obiektem algebry liniowej sa przeksztalcenia liniowe. Roz-
patrujac przeksztalcenia liniowe miedzy przestrzeniami liniowymi bedziemy zawsze zakladaé, ze sa to
przestrzenie liniowe nad tym samym ciatlem skalaréow K.

4.1 Przeksztalcenia liniowe.
Przeksztalcenia liniowe to funkcje migdzy przestrzeniami liniowymi zgodne z ich struktura algebraiczna.

Doktadniej, przyjmujemy nastepujaca definicje.

Definicja 4.1.1 Funkcje T : V — W nazywamy przeksztalceniem liniowym jesli funkcja T jest addy-
tywna i jednorodna (zachowuje dodawanie wektoréw i mnozenie wektora przez skalar), to znaczy spelnione
sq dwa warunki

(+) T(vy+wv2) =T(v1)+T(v2) dla vi,v9 € V; (1) T(cv) =cT(v) dlaceK,veV.

Uwaga 4.1.2 Jesli T : V. — W jest przeksztalceniem liniowym, to T'(0y) = T'(0-0y ) = 0T'(0y) = Oyy.
U

Identycznoéé idy : V. — V| funkcja stale réwna zero 0 : V. — W (funkcja zerowa) i mnozenie przez
niezerowy skalar ¢ -idy : V — V sa przeksztalceniami liniowymi.

Jak wyjasnimy pézniej, po ustaleniu baz w przestrzeniach liniowych, przeksztalcenia liniowe miedzy tymi
przestrzeniami mozna utozsamia¢ w naturalny sposob z macierzami. Na razie zauwazmy, ze macierze
wyznaczajg przeksztalcenia liniowe miedzy przestrzeniami wspétrzednych odpowiednich wymiaréw.

Przyklad 4.1.3 Macierz A € K" wyznacza przeksztalcenie liniowe T4 : K" — K™ wzorem T4 (X) =

AX (zob. Uwaga [3.2.6]).

Uwaga 4.1.4 Warunek zachowania dodawania wektorow i mnozenia wektora przez skalar mozna zasta-
pi¢ warunkiem zachowywania kombinacji liniowych

T(xrv1+ ... +zpvn) =T (1) + ...+ 2, T(v,) dla zq,...,2, €K, v1,...,0, €V,

ktéry tatwo wyprowadza sie z (+) i () przez indukcje ze wzgledu na n > 1. O

Dowolna funkcja okreslona na bazie przestrzeni liniowej V' o wartosciach w przestrzeni liniowej W prze-
dtuza sie jednoznacznie do przeksztatcenia liniowego z V w W.

Twierdzenie 4.1.5 (o okre$laniu przeksztalcen liniowych na bazie). Niech V,W bedg prze-
strzeniami liniowymi nad K. Jesli (vi,...,v,) jest bazg V, a (wy,...,wy,) ukladem wektoréw z W, to
T:V — W okreslone formulg

T(x1v1 + ...+ Tpvy) = T1wW1 + ... + THwy,
jest jedynym przeksztatceniem liniowym V w W takim, Ze T'(vj) = w; dla j =1,...,n.
Dowéd. Funkcja T' jest dobrze okredlona, bo kazdy wektor v € V jest kombinacja liniowa wektoréw
bazy i wspélczynniki tej kombinacji sa wyznaczone jednoznacznie. Z warunkéw (+), (-) w dowodzie

Twierdzenia zastosowanych do obu stron formuty definiujacej T' wynika, ze tak okreslone T jest
przeksztatceniem liniowym.

Jednoznaczno$é wynika z Uwagi |

W szczegdlnosei, odnotujmy spostrzezenie dotyczace przeksztalcen liniowych na sumach prostych (zob.
Twierdzenie [3.6.6)).
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Uwaga 4.1.6 Jedli V = V) @ V5 oraz przeksztalcenia T; : V; — W sa liniowe dla ¢ = 1,2, to istnieje
dokladnie jedno przeksztalcenie liniowe T' : V. — W takie, ze T'(v) = T;(v) dla v € Vi, ¢ = 1,2.
Istotnie, dla wektora v majacego jednoznaczny rozktad na sktadowe v = v; + vo wystarczy zdefiniowad
T(U) = Tl(’l)l) + TQ(UQ). ]

Konczac te czesé, wskazemy dwa wazne typy przeksztalcen liniowych przestrzeni V' w siebie.

Definicja 4.1.7 Niech V =V & V, i niech v = v1 + v1 bedzie rozkladem v € V' na skladowe.

(a) Przeksztalcenie liniowe T : V. — 'V takie, Ze T(vy 4+ ve) = v1 (T jest identyczno$cig na Vi i jest
zerowe na Vo) nazywamy rzutem V' na Vi réwnoleglym do Vs.

(b) Przeksztalcenie liniowe S : V. — V takie, ze S(vi + va) = v1 — v2 (S jest identycznoscig na Vi

i mnozeniem przez —1 na Vi) nazywamy symetrig V. wzgledem Vi réwnoleglq do Vs E|

4.2 Jadro i obraz, izomorfizmy.

Przy opisie przeksztalcenia liniowego wazna role odgrywaja dwie zwigzane z nim podprzestrzenie liniowe:
jadro i obraz.

Uwaga 4.2.1 Dla przeksztalcenia liniowego T': V. — W i podprzestrzeni Vo C V oraz Wy C W.
(a) Obraz T(Vy) = {T'(v) : v € Vp} podprzestrzeni Vj C V jest podprzestrzenia W.

(b) Przeciwobraz T—Y(Wy) = {v : T(v) € Wy} podprzestrzeni Wy C W jest podprzestrzenia V. O

Definicja 4.2.2 Niech T : V — W bedzie przeksztalceniem liniowym.

(a) Obrazem T nazywamy podprzestrzennimT = T(V) = {T'(v) : v € V'} przestrzeni W. Wymiar obrazu
dimim T nazywamy rzedem T i oznaczamy przez rank T

(b) Jadrem T nazywamy podprzestrzeriker T = T~1({0}) = {v € V : T(v) = 0} przestrzeni V. Wymiar
jadra dimker T nazywamy defektem T i oznaczamy def T.

Obraz i jadro przeksztalcenia liniowego wyznaczonego przez macierz maja Scisty zwiazek z pojeciami
wprowadzonymi w czesci [3.5)

Uwaga 4.2.3 Dla przeksztalcenia T4 : K" — K" wyznaczonego przez macierz A € K (zob. Przyklad
4.1.3) im Ty = K(A), rank Ty = rank A, ker Ty = N(A) i z Twierdzenia def T4 =n —rank A. O

Nastepujace proste twierdzenie opisuje wazna wlasnos$é przeksztalcen liniowych: trywialnoéé jadra im-
plikuje réznowartosciowosc.

Twierdzenie 4.2.4 Przeksztalcenie liniowe T jest réznowartosciowe wtedy i tylko wtedy, gdy ker T = {0}.

Dowdd. Niech T': V. — W. Dla u,v € V réwnosé T'(u) = T'(v) oznacza, ze T(u—v) = T'(u)—T(v) = 0,
czyli u — v € ker T'. Zatem T'(u) # T'(v) dla réznych u,v wtedy i tylko wtedy, gdy ker T = {0}. |

Wyréznimy teraz trzy wazne klasy przeksztatcen liniowych.

Definicja 4.2.5 Przeksztalcenie liniowe T : V. — W nazywamy
(a) epimorfizmem jesli imT =W,

(b) monomorfizmem jesli ker T'= {0},

lzaktadamy tu, ze —1 # 1 w K, czyli K ma charakterystyke # 2
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(¢) izomorfizmem liniowym jesli T jest epimorfizmem i monomorfizmem.

Twierdzenie 4.2.6 Funkcja odwrotna T~ do izomorfizmu liniowego T : V. — W jest przeksztalceniem
liniowym T~': W — V.

Dowdd. Istnienie funkcji odwrotnej 7! wynika z Twierdzenia Dla sprawdzenia, ze T~! zachowuje
dodawanie wektoréow wezmy w; = T'(v;) € W dla i = 1,2. Wtedy T'(vi +v2) = w1 +wy 1 przykladajac do
obu stron tej réwnoéci T~ otrzymujemy vy +vo = T~ (w1 +ws), czyli T (w1)+T~Hwsa) = T~ (wy+ws).
Analogicznie sprawdza sie, ze T~ zachowuje mnozenie wektora przez skalar. |

7 twierdzenia o okreslaniu przeksztatcen liniowych na bazie wynika, ze wlasnosci przeksztalcenia linio-
wego T : V. — W sa wyznaczone przez uklad (T'(vi),...,T(v,)) obrazéw wektoréw ustalonej bazy
(v1,...,v,) przestrzeni V.

Twierdzenie 4.2.7 NiechT : V — W bedzie przeksztalceniem lintowym okreslonym na przestrzeni V.
z bazg (v1,...,vn). Wtedy:

(a) T jest epimorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy uklad (T(v1),...,T(vy)) rozpina W;
(b) T jest monomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy uklad (T'(v1),...,T(vy)) jest liniowo niezaleiny;

(¢) T jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy uklad (T'(v1),...,T(vy,)) jest bazg W.

Dowdd. Czeéé (a) wynika z réwnosci im 7' = T'(lin(v, . .., vp)) = Un(T(v1), ..., T(vy)), cze$é (b) z réw-
nowaznosci 7 z;T(vj) =0 & 37 wjv; € ker T', a czesé (c) jest konsekwencja (a) i (b). [ |

Méwimy, ze przestrzenie liniowe V, W nad K sa izomorficzne jesli istnieje izomorfizm liniowy V na W.
Z czesci (c) i z twierdzenia o okreslaniu przeksztalcen liniowych na bazie wynika nastepujacy wniosek.

Whniosek 4.2.8 Przestrzenie liniowe V i W sq izomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy dimV = dim W.

Szczegdlnie wazna role pelnig izomorfizmy przestrzeni V' na przestrzen wspotrzednych wymiaru dim V' —
uktady wspoétrzednych. Wiasciwy dobdr uktadu wspolrzednych znacznie upraszcza analize wielu zagad-
nien algebry liniowej.

Ostatnie twierdzenie tej czesci mozna, przechodzac do przestrzeni wspotrzednych, wyprowadzi¢ z Twier-
dzenia m (por. Uwaga [4.2.3)). Podamy jednak bezposredni dowdd, a systematyczne wykorzystanie
uktadéw wspdlrzednych poprzedzimy analizg przeksztalcen liniowych na przestrzeniach wspétrzednych.

Twierdzenie 4.2.9 Jezeli T : V — W jest przeksztalceniem liniowym, to dimV = def T' + rank T'.

Dowdéd. Niech U bedzie podprzestrzenia V' taka, ze V = kerT'@® U (zob. Wniosek [3.6.8]) i niech S =
T|U : U — W bedzie obcieciem T do U (S(u) = T'(u) dla u € U). Wtedy imS = im T, bo dla
v=w+u€kerT @& U mamy T'(v) =T (w) + T (u) = S(u).

Z Twierdzenia ker T NU = {0}, wiec S jest izomorfizmem U na im 7" i z Wniosku [3.6.7) dostajemy
dimV =def T'+ dimU = def T'+ rank 7. n



MIMUW 4. Przeksztatcenia liniowe 19

4.3 Przeksztalcenia liniowe przestrzeni wspélrzednych.

Przeksztalcenie liniowe T : K® — K™ jest jednoznacznie wyznaczone przez uklad (T'(Ey),...,T(Ey,))
wartosci T na wektorach bazy standardowej przestrzeni K" (zob. Twierdzenie [4.1.5)).

Definicja 4.3.1 Macierzq przeksztalcenia liniowego T : K" — K™ nazywamy macierz M (T) € K
postaci M(T) = [T(E1),...,T(E,)], gdzie (E, ..., Ey,) jest bazq standardowg K.

Nastepne twierdzenie ustala podstawowe zwiazki miedzy przeksztalceniem liniowym przestrzeni wspoél-
rzednych i jego macierza.

Twierdzenie 4.3.2 Jesli T : K" — K™ jest przeksztalceniem liniowym, to T(X) = M(T)X dla
X € K. Co wiecej:

(a) T jest epimorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy rank M (T) = m;
(b) T jest monomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy rank M (T') = n;

(¢) T jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy rank M (T) = m = n.

Dowédd. Jedli X = Z?:l :L’jEj € Kn, to T(X) = T( ?:1 :L’jEj) = ?:1 JZjT(Ej) = [T(El), NN ,T(En)]X.

Druga cze$é tezy wynika z Twierdzenia [

7 pierwszej czesci tezy wynika, ze przyporzadkowanie przeksztatceniu 7' : K* — K™ jego macierzy
M(T) = [T(E1),...,T(E,)] € K" jest operacja odwrotna do opisanego w Przykladzie przyporzad-
kowania macierzy A € K" przeksztalcenia Ty : K" — K™.

Zdefiniujemy teraz operacje mnozenia macierzy odpowiadajgca skladaniu przeksztatcen. Jesli macierz
B =[By,...,By;] € K{ wyznacza Tp : K¥ — K" (czyli Tg(E)) = By dlal =1,...,k), amacierz A € K
wyznacza T4 : K — K™, to zlozenie Ty o T : KF — K™ jest przeksztatceniem liniowym i

M(T40Tg) = [T oTg(Ey), ..., TaoTs(Ey)] = [Ta(Bi), ..., Ta(By)] = [ABi, ..., ABy).

Definicja 4.3.3 Wynikiem pomnozenia macierzy A € K] przez macierz B = [By,..., By € K} jest
macierz AB = [ABy,...,ABy] € K.

Definicja 4.3.4 Macierz I,, = M (id,,,) = [E1, ..., Ey] nazywamy macierzq jednostkowq.

Uwaga 4.3.5 (a) Podobnie do zlozenia funkcji f o g, ktore jest okreslone tylko wtedy, gdy dziedzina f
jest przeciwdziedzing g, iloczyn macierzy AB ma sens tylko wtedy, gdy liczba kolumn A jest
taka jak liczba wierszy B. Méwiac o iloczynie macierzy zawsze zakladamy zgodno$é¢ odpowiednich
wymiaréw.

(b) Jesli A € K™, to AL, = A= IyA (bo Tp oid,, =T = id,. oTh).
(c) Mnozenie macierzy jest taczne, A(BC) = (AB)C, co wynika z lacznosci skladania funkcji.

(d) Mnozenie macierzy nie zawsze jest przemienne (nawet wtedy, gdy zmiana kolejnosci czynnikéw ma
sens).

E IR e I B H N |

(e) Hoczyn macierzy niezerowych moze byé macierza zerowa 01 0 1 = 00 .
00|00 00 O
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4.4 Przestrzenie przeksztalcen liniowych.

Niech V' i W beda przestrzeniami liniowymi nad K. Zbiér L(V, W) przeksztalcen liniowych z V- do W
bedziemy rozpatrywaé jako przestrzen liniowa nad K, z przeksztalceniem zerowym 0 jako wektorem
zerowym oraz naturalnymi dzialaniami dodawania i mnozenia przez skalary okre$lonymi nastepujaco:

dla Ty, T5, T € L(V,W),ce KiveV
(+)  (T1 +T12)(v) = T (v) + Ta(v); () (D) (v) = (T (v))-

Nastepujace twierdzenie pozwala utozsamié, z zachowaniem operacji algebraicznych, przestrzenie prze-
ksztalcen L(K", K™) z przestrzeniami macierzy K" opisanymi w Przykladzie (b).

Twierdzenie 4.4.1 Przyporzqdkowanie przeksztalceniu liniowemu T : K™ — K™ jego macierzy M (T')
jest izomorfizmem liniowym przestrzeni L(K™, K™) na przestrzer macierzy K.

Dowdéd. WidzieliSmy, ze przyporzadkowanie macierzy A € K przeksztalcenia T4 € L(K",K™) jest
odwréceniem funkcji 7' — M(T'). Sprawdzimy, ze ta funkcja zachowuje dodawanie i mnozenie przez
skalar, czyli dla Th,T>,T € L(V,W), ¢ € K spelnione sa warunki

(+) M(Ty+Ty) = M(T1) + M(T3); () M(cT) = cM(T).

Istotnie, M(Tl +T2) = [(Tl —I—Tz)(El) S e (Tl —I—Tz)(En)] = [Tl(El) +T2(E1) A1 (En) —|—T2(En)] =
= [TV(BY), ..., T (Ep)] + [Ta(EY), ..., To(Ey)] = M(T1) + M(T3)
oraz M(cT) = [(¢T)(E1),...,(cT)(En)] = [cT(E1),...,cT(E,)] =cT(E1),...,T(E,)] =cM(T). [

Uwaga 4.4.2 Przyporzadkowanie przeksztalceniu liniowemu przestrzeni wspétrzednych jego macierzy
przeprowadza operacje ztozenia przeksztalcen na mnozenie macierzy, wiec z tatwych do sprawdzenia
wlasnosci przeksztalcen natychmiast wynikaja nastepujace algebraiczne wlasno$ci mnozenia macierzy
(zakladamy zgodno$é wymiaréw macierzy w odpowiednich dzialaniach)

(a) (A1 + A2)B = A1B + AsB,
(b) A(Bl + Bg) = AB; + ABQ,
(c) A(cB) =c¢(AB) = (cA)B. O

4.5 Izomorfizmy przestrzeni wspoélrzednych.

Macierz majaca m wierszy i m kolumn nazywamy macierzq kwadratowq. Macierze kwadratowe z K"
odpowiadaja przeksztalceniom T : K™ — K", przy czym macierze odpowiadajace izomorfizmom sg
elementami odwracalnymi w K| ze wzgledu na operacje mnozenia.

Definicja 4.5.1 Macierz kwadratowg A € K nazywamy macierzqg odwracalng, jesli istnieje macierz
kwadratowa M € K taka, Ze MA = I,

Uwaga 4.5.2 Dla macierzy kwadratowych A, M € K warunek M A = I,,, oznacza, ze Tjs : K" — K™
jest epimorfizmem, a T4 : K™ — K™ jest monomorfizmem. 7Z Twierdzenia [4.3.2) wynika, ze rank M =
rank A = m, czyli T4 1 Ty sa wzajemnie odwrotnymi izomorfizmami K™ oraz AM = MA = I,,. O

Definicja 4.5.3 Jesli macierz kwadratowa A € K1 jest odwracalna, to macierz M(Ty') izomorfizmu
odwrotnego do Ta nazywamy macierzq odwrotng do A i oznaczamy przez A™'.
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Podamy teraz metode znajdowania macierzy odwrotnej korzystajaca z interpretacji operacji elementar-
nych na wierszach macierzy jako pewnych izomorfizméw przestrzeni wspétrzednych.

Niech £ bedzie operacja elementarna na wierszach macierzy z K. Wynik operacji £ na macierzy A
bedziemy oznaczaé przez E(A), niezaleznie od liczby kolumn macierzy A (takze dla macierzy jednoko-
lumnowych). W szczegdlnosci, dla macierzy A = [A1,..., A,] mamy E(A) = [E(A1),...,E(A4n)]

Operacja £ na macierzach jednokolumnowych jest odwracalng funkcja € : K™ — K" zachowujacg kom-
binacje liniowe (jesli x1 A1 +...+ 2, Ay = B, to 21E(A1) +. .. +2,E(Ay) = E(B), zob. Twierdzenie|1.2.2)

Definicja 4.5.4 lzomorfizm £ : K™ — K" wyznaczony przez operacje elementarng na wierszach £
nazywamy izomorfizmem elementarnym, a jego macierz M (E) = [E(E1),...,E(Em)] = E(Iyn) nazywamy
macierzq elementarng.

Uwaga 4.5.5 Wykonanie operacji elementarnej £ na wierszach macierzy A = [A1,..., A,] € K" daje
macierz £(A) = [E(A1),...,E(An)] = [E(Ta(EL)),...,E(Ta(Ey))] = M(E0Ta) = M(E)A, czyli odpo-

wiada pomnozeniu macierzy A z lewej strony przez macierz elementarna M (&) izomorfizmu £. g

Twierdzenie 4.5.6 Macierz odwracalng A € K7 mozna zredukowac do macierzy jednostkowej I, ope-
racjami elementarnymi na wierszach. Jesli €, ..., &1 sq operacjami redukujgcymi A do I, to iloczyn
macierzy elementarnych M(E,) - ... - M(&E1) jest macierzq odwrotng do A.

Dowdéd. Macierz A ma rzad m, wiec redukujac A do postaci schodkowej otrzymamy macierz A" majaca
na przekatnej wyrazy niezerowe i zera pod przekatna. Wykonujac operacje typu (I) z uzyciem ostat-
niego wiersza macierzy A’ mozna wyzerowaé¢ wszystkie, procz ostatniego, wyrazy ostatniej kolumny tej
macierzy. Wykorzystujac nastepnie przedostatni wiersz, w podobny sposéb mozna wyzerowaé wszystkie
wyrazy przedostatniej kolumny lezace w poprzednich wierszach i po kolejnych, analogicznych krokach
otrzymaé macierz diagonalng B (czyli macierz majaca zera poza przekatna). Na koniec, operacjami
typu (IIT) mozna zamienié¢ wszystkie wyrazy przekatnej B na jedynki.

Jesli &, ..., &1 sa operacjami redukujacymi macierz A do I, to ztozenie T' = &, 0. .. 0 & izomorfizméw
elementarnych przeprowadza j-ta kolumne macierzy A na j-ta kolumne macierzy I, jest wiec izomorfi-
zmem odwrotnym do izomorfizmu T4, a jego macierz M (T) = M (&p)-...- M (&) jest macierza odwrotna
do A. -

Jedli macierz A € K™ jest odwracalna, to macierz A~! tez jest odwracalna i (A~1) ™1 = A, wiec z drugiej
czedci tezy zastosowanej do macierzy A™!, otrzymujemy nastepujacy wniosek.

Whiosek 4.5.7 Macierz odwracalna A € K] jest iloczynem skoniczenie wielu macierzy elementarnych.

Uwaga 4.5.8 Niech [A|],,] € K.~ bedzie macierza powstala przez dopisanie do macierzy odwracalnej

m+m
A € K" macierzy jednostkowej I,,,. Redukujac macierz [A|I,;,,] do macierzy [I,,,| M] operacjami elementar-
nymi &, ..., & otrzymujemy w dopisanej czedci macierz zlozenia &, 0...0&; redukujacych izomorfizméw
elementarnych, a wigc M = M(£,0...0&) = AL O

Przy odwracaniu iloczynu macierzy musimy zmieni¢ kolejno$é¢ czynnikow.

Twierdzenie 4.5.9 Jesli macierze A, B € K sq odwracalne i ¢ € K jest niezerowym skalarem, to
iloczyny AB i cA sqg macierzami odwracalnymi, (AB)™' = B~1A™! oraz (cA)~' =c 1AL

Dowéd. Mnozenie macierzy jest taczne, wiec (B~'A AB = B~Y(A7'A)B = B~!B = I,,,. Analogicz-
nie, c A7 (cA) = clcATA = I,,. [
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4.6 Macierz przeksztalcenia.

Opiszemy teraz przejScie od dowolnych przestrzeni liniowych do przestrzen wspotrzednych, odwotujac
sie do istnienia izomorfizmu przestrzeni liniowej na przestrzen wspotrzednych odpowiedniego wymiaru.

Dla wyrodznienia takich izomorfizmoéw, bedziemy je oznaczali greckimi literami o, 7.

Definicja 4.6.1 Izomorfizmy n-wymiarowej przestrzeni V nad K na przestrzen K" nazywamy ukiadami
wspolrzednych w V. Ukladem wspolrzednych zwigzanym z bazg (v1,...,v,) w V nazywamy izomorfizm
o:V — K" przeprowadzajgcy v; na Ej, j=1,...,n.

Uwaga 4.6.2 (a) Uklad wspéhrzednych o zwiazany z baza (vi,...,v,) przestrzeni V przeprowadza
wektor v = Z?ﬂ xjvj € V na wektor X = Z?:l xjE; € K" wspolrzednych v w tej bazie.

(b) Dowolny uktad wspétrzednych o : V — K" jest zwiazany z baza (67 1(FE1),...,0 1 (Ey)).

(c) Jesli 0,0’ : V. — K" sg uktadami wspotrzednych w V, to zlozenie o’ o 0~ : K» — K" zmienia

wspotrzedne o(v) wektora v w o na wspétrzedne v w o’ (bo o’ o 071 (a(v)) = o' (v)). O

Pokazemy teraz, jak wybér uktadéow wspédlrzednych w V' i W pozwala przyporzadkowaé kazdemu prze-
ksztatceniu liniowemu T : V. — W jego macierz w tych ukladach wspoétrzednych.

Definicja 4.6.3 Niech 0 : V — K" bedzie ukladem wspotrzednych w 'V, a 7 : W — K™ ukladem
wspotrzednych w W. Macierzq przeksztalcenia liniowego T : V. — W w ukiadach o, T nazywamy
macierz MI(T) = M(toT oo™ 1Y), gdzietoT oo™ ! : K® — K™,

Uwaga 4.6.4 Niech T': V — W bedzie przeksztalceniem liniowym okreslonym na przestrzeni V' z baza
(v1,...,v,) zwiazang z ukladem wspélrzednych o : V. — K™ i niech 7 : W — K" bedzie ukladem
wspolrzednych w W. Wtedy:

(a) MI(T) = [r(T(v1))s-..,7(T(vs))] (bo ToT oo (E;) =7(T(vj)) dlaj=1,...,n0);
(b) MI(T)-o(v) =7(T(v)) dlav eV (boToT oo Yo(v)) =7(T(v))). O

Dla ustalonych uktadéw wspétrzednych o : V. — K" i 7 : W — K™ przyporzadkowanie przeksztal-
ceniu liniowemu 7' € L(V,W) zlozenia 70 T o 0~ : K* — K™ jest izomorfizmem liniowym L(V, W)
na L(K™ K™). Z Twierdzenia wynika wiec natychmiast nastepujacy fakt.

Twierdzenie 4.6.5 Dla ustalonych ukladow wspélrzednych o :' V. — K" ¢ 7 : W — K™ przypo-
rzadkowanie przeksztalceniu liniowemu T € L(V, W) jego macierzy MI(T) jest izomorfizmem liniowym
przestrzeni przeksztalceri L(V, W) na przestrzen macierzy K.

4.7 Przestrzen funkcjonaléw liniowych.

Niech V bedzie n-wymiarowa przestrzenia liniowa nad cialem K. Przestrzen L(V,K) nazywamy prze-
strzeniq sprzezong do przestrzeni V', a jej elementy — przeksztalcenia liniowe f : V — K, nazywamy
funkcjonatami liniowymi.

Uwaga 4.7.1 Niech A = (vy,...,v,) bedzie baza przestrzeni V i niech f; : V' — K bedzie jedynym
funkcjonatem liniowym takim, ze

1 gesti i=3,
(*) filv) = { 0 jesli i#j.

Woéwcezas:

a) v=> fi(v)v; dlav €V, czyli f; prayporzadkowuje wektorowi jego i-ta wspdlrzedng w bazie A,
j i j
bo, dla v =37, wjvj, fi(v) = fi(32; zjv5) = 225 x5 fivs) = @i
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(b) f=3, f(vi)fi dla f € V*, przy czym przedstawienie jest jednoznaczne,
bo, obie strony réwnosci przyjmuja na wektorze v; bazy A wartosé f(v;), wiec sa réwne i analo-
giczny argument pokazuje jednoznaczno$¢ przedstawienia f jako sumy f = >, a;fi;

(c) uktad funkcjonatéw A* = (fi,..., fn) jest baza V* i wartoé¢ funkcjonatu f € V* na wektorze v;
jest j-ta wspéirzedna tego funkcjonatu w bazie A*. O

Definicja 4.7.2 Bazy (vi,...,v,) w V i (f1,...,fn) w V* nazywamy dualnymi, jesli spelniony jest

warunek (x) w Uwadze |4.7.1}

Twierdzenie 4.7.3 Dia kazdej bazy (f1,..., fn) w przestrzeni V* istnieje dualna do niej baza (vy, ..., vy)
w przestrzent V.

Dowéd. Niech V** = (V*)* i niech J : V. — V** bedzie przeksztalceniem liniowym okre$lonym
wzorem

J)(f)=fv), dlaveVifeV*

Jesliv # 0, to istnieje f € V* takie, ze f(v) # 0, a wiec J(v) # 0 (w V**). Zatem J jest monomorfizmem
i poniewaz (zob. Uwaga [4.7.1) dim V' = dim V* = dim V**, J jest izomorfizmem.

Zgodnie z dla bazy (fi,..., fn) przestrzeni V* istnieje baza (u1, ..., u,) w V** spelniajaca warunek

o 1 et i=j,
(x5) wlfi) =3 0 Gesti it
Jesli (v1,...,vy) jest baza V taka, ze J(vi) = w4, to u;(f;) = T (vi)(f;) = fj(vi), wiec z (sx) wynika, ze
bazy (v1,...,v,) oraz (f1,..., fn) sa dualne. [

Definicja 4.7.4 Niech T : V. — W bedzie przeksztalceniem liniowym. Przeksztalceniem sprzezonym
do T nazywamy przeksztalcenie lintowe T : W* — V™* okreslone formulq

T*(g)=goT , dlageW".

Pokazemy, ze przy wyborze baz dualnych V, V* oraz W, W*, macierze przeksztalcen T i T w zwiazanych
z tymi bazami uktadach wspoélrzednych powstaja, jedna z drugiej, przez zamiane kolumn na wiersze, tzn.
przez transponowanie.

Zacznijmy od wprowadzenia operacji transpozycji macierzy.

Definicja 4.7.5 Macierzq transponowang macierzy A € K™ nazywamy macierz AT € K2, ktérej kolejne
kolumny sq kolejnymi wierszami macierzy A.

Uwaga 4.7.6 Dla macierzy A € K"
(a) (AT)T = A (bo zamiana kolumn na wiersze zmienia wiersze na kolumny);

(b) rank AT = rank A (zob. Twierdzenie [3.5.8));

(c) (AB)T = BT AT (jedli iloczyn AB ma sens, to iloczyn BT AT réwniez ma sens, a réwnoéé mozna
sprawdzi¢ poréwnujac odpowiednie wyrazy tych iloczynéw);

(d) (AT)=1 = (A71)T jedli A jest macierza odwracalng (bo (A™1)TAT = (AA~1)T =17 =1). 0
Twierdzenie 4.7.7 Niech T' : V. — W bedzie przeksztalceniem liniowym ¢ niech o : 'V — K",

7: W — K™ bedqg uktadami wspdlrzednych zwigzanymi z pewnymi bazami Vi W, a 6 : V¥ — K",
7 : W* — K™ bedg ukladami wspolrzednych zwigzanymi z bazami dualnymi do nich. Wowczas

MZ(T*) = MI(T)T.

7
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Dowdéd. Niech o i 7 beda zwiazane z bazami (vy,...,v,) W V i (wq,...,wy) w W, a uklady 6 i 7,
z bazami dualnymi (f1,..., fn) w V*1 (g1,...,9m) w W*, odpowiednio.

Na mocy Uwagi [£.6.4] (a), i-ty wyraz j-tej kolumny macierzy M7 (T) jest i-ta wspolrzedna wektora
7(T(v;)), ktéra zgodnie z Uwaga [£.7.1] (a) ma postac a;; = g:(T(v;)).

Po transpozycji, a;; staje si¢ i-tym wyrazem j-tego wiersza macierzy transponowanej, a odpowiedni
wyraz bj; macierzy M;_’ (T*) jest j-ta wspolrzedna i-tej kolumny tej macierzy majaca, zgodnie z Uwaga
4.7.1| (c) postac bj; = T™(g;)(v;). Z definicji T, bj; = g; o T'(v;) = a;j, co konczy dowdd. [

7 twierdzenia wyprowadzimy nastepujacy wniosek.

Whniosek 4.7.8 Niech T : V — W bedzie przeksztalceniem liniowym. Wowczas:
(a) T jest monomorfizmem < T* jest epimorfizmem;

(b) T jest epimorfizmem < T™ jest monomorfizmem.

Dowéd. Z Uwagi m (b) rank T = rank T*, a stad i z Twierdzenia otrzymujemy réwnowaznosci:

T jest monomorfizmem < rank7 = dimV < rankT* = dim V* < T™ jest epimorfizmem
oraz
T jest epimorfizmem < rank7” = dim W < rank T = dim W* < T™ jest monomorfizmem. |
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5 Wyznaczniki

Wyznacznik macierzy kwadratowych jest funkcja det : K — K, (n = 1,2,...) przypisujaca kazdej
macierzy kwadratowej skalar, liniowo ze wzgledu na kazdy wiersz osobno i zerujaca sie na macierzach
majacych dwa identyczne wiersze. Jak zobaczymy, te warunki i warunek det I, = 1 charakteryzuja
wyznacznik jednoznacznie, przy czym funkcje det mozna okresli¢ przez indukcje ze wzgledu na n.

Zanim przystapimy do doktadnego opisu wyznacznika, podamy pewng interpretacje geometryczng funk-
cjii det : R — R. Wlasnosci wyznacznika zapewniaja, ze modul wyznacznika nie zmienia si¢ przy
operacjach elementarnych typu (I) i (II) na wierszach macierzy. Tak wiec, jesli A € R3 jest macierza
odwracalna, a macierz B jest macierza diagonalng otrzymang w wyniku operacji elementarnych na wier-
szach A (zob. dow6d Twierdzenia [4.5.6)), to |det A| = |det B].

Nietrudno sprawdzié¢, ze operacje elementarne redukujace A do B nie zmieniajg objetosci réwnoleglo-
Scianu rozpietego na wierszach macierzy w trojwymiarowej przestrzeni euklidesowej. Zatem objetosci
rownolegtoécianéw rozpietych na wierszach A i B sa identyczne. Poniewaz wiersze B rozpinajg prosto-
padloscian i | det B] jest iloczynem moduléw wyrazéw na przekatnej B — dlugoéci jego krawedzi, | det B|
jest objetoscia tego prostopadtoscianu.

W rezultacie widzimy, ze |det A| jest objetoscia réwnolegloscianu rozpietego na wierszach macierzy A.
Znak wyznacznika wiaze sie¢ z orientacja przestrzeni.

Do tej waznej interpretacji geometrycznej wyznacznika nad cialem liczb rzeczywistych powrécimy w dal-
szej czesci, po wprowadzeniu n-wymiarowych przestrzeni euklidesowych. Najpierw jednak skupimy sie
na wlasnosciach algebraicznych wyznacznikéw nad dowolnym ciatem skalarow.

5.1 Definicja i podstawowe wlasnosci.

W tej czedci podamy dowdd twierdzenia o istnieniu i jednoznacznosci wyznacznika.

Twierdzenie 5.1.1 Istnieje dokladnie jedna funkcja det : K — K (zwana wyznacznikiem) taka, Ze

w1 w1
(1) det | cwy | =cdet | wi | dla c € K (jednorodnosé wzgledem k-tego wiersza, k =1,...,n),
L wn - - wn -
[ wr ] [ wy ] [ w |

(2) det | wy, +wy | =det | wy |+det | wy | (addytywnosé wzgledem k-tego wiersza, k =1,...,n),

Wn Wn, Wn

(3) det A =0, jesli A ma dwa sgsiednie wiersze réwne,

(4) det I, = 1.
Definicja 5.1.2 Wartosé det A funkcji det na macierzy A € K nazywamy wyznacznikiem A.
Dowdéd przeprowadzimy okreslajac najpierw indukcyjnie funkcje spelniajaca warunki (1)—(4), a nastepnie
upewniajac sie, ze te warunki okreslajg funkcje det jednoznacznie.

Zaczniemy od uwagi pokazujacej, ze warunek (3) mozna wzmocnié, zadajac by wyznacznik zerowal sie
na macierzach majacych dwa réwne wiersze. W definicji wyznacznika czesto podaje sie taka mocniejsza
wersje warunku (3), ale uzycie w stabszej wersji (3) upraszcza dowdd istnienia funkcji det.
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Uwaga 5.1.3 Niech det : K — K spelnia warunki (1)-(4) i A € K.

(a) Ustalmy k& < I < n. Jesli det C' = 0 dla macierzy C takich, ze k-ty wiersz C jest réwny I-temu
i B € K powstaje z A w wyniku zamiany miejscami wiersza k-tego z [-tym, to det B = — det A.

(b) det C' =0 jesli C' ma dwa wiersze réwne.

Uzasadnimy (a). Niech wy i w; beda k-tym oraz [-tym wierszem macierzy A. Rozpatrzmy macierze C’,
C" 1 C" majace k-ty oraz I-ty wiersz réwny odpowiednio wy +wy, wy, 1 wy, a pozostale wiersze identyczne
z wierszami A. W (a) zakladamy, ze wyznaczniki tych macierzy sie zeruja, a z (2) dla wierszy k i [ mamy
det C" = det C" + det A + det B + det C"”, czyli det A + det B = 0, co dowodzi (a).

Z (3) wynika, ze zalozenie w (a) jest speklmione dla [ = k + 1. Oznacza to, ze przestawienie dwdch
sgsiednich wierszy zmienia znak wyznacznika. Jesli C' ma dwa wiersze rowne, to kilkakrotnie zamieniajgc
dwa sasiednie wiersze miejscami mozemy przeksztalci¢é C' w macierz A majaca dwa sasiednie wiersze
réwne. Z (3) mamy wiec det C' = £ det A = 0. O

(A) Istnienie funkcji det.
Zalézmy, ze istnieje funkcja det : KEZ:B — K spelniajaca (1)—(4) (dla n = 1 przyjmujemy det[a] = a).
Dla macierzy A = [a;;] € K]! oznaczmy przez A;; macierz z KEZ:B otrzymang z A przez skreslenie i-tego
wiersza i j-tej kolumny oraz przyjmijmy

dj(A) = ?:1(—1)i+jaij det Aij.
Ustalmy j < n. Pokazemy, ze d; spelnia warunki (1)—(4) na macierzach z K] (po upewnieniu sie, ze
(1)—(4) okreslaja wyznacznik jednoznacznie, bedziemy takze wiedzieé, ze d;(A) nie zalezy od j).

Istotnie, jednorodnoéé i addytywnoéé za wzgledu na k-ty wiersz kazdego skladnika (—1)"+/ a;; det A;j
wynikaja z zalozenia indukcyjnego dla i # k, a jeli i = k, to wlasnoéci te wynikajg z faktu, ze zmiana
k-tego wiersza nie zmienia det A;, a jedynie ay;.

Dla sprawdzenia wlasnosci (3) zalézmy, ze k-ty i (k+ 1)-szy wiersz macierzy A sa identyczne. Z zalozenia
indukcyjnego zeruja sie wtedy wszystkie det A;; dla i & {k,k + 1}, wiec
dj(A) = (=1)"ag; det Ag; + (=1)* D ay j det Ay =0,

a poniewaz macierze Ay; i Ap11; sa identyczne, mamy d;(A) = 0.
Wiasnosé (4) wynika z réwnosci d;j(I,) = (—1)717 det(I,);; = det I,_1 = 1.
(B) Jednoznaczno$é funkcji det na macierzach elementarnych.

Niech B bedzie macierza otrzymana z macierzy A w wyniku operacji elementarnej na wierszach. Wyja-
$nimy zalezno$¢ miedzy det A i det B.

Warunek (1) oznacza, ze det B = cdet A dla operacji mnozacej k-ty wiersz przez ¢ # 0.
Z Uwagi [5.1.3] wynika, ze det B = —det A dla operacji zamieniajacej dwa wiersze miejscami.

Pokazemy, ze det B = det A dla operacji dodajacej do k-tego wiersza wy macierzy A i-ty wiersz w; tej
macierzy pomnozony przez skalar a. Istotnie, z (2) i (1) wynika, ze det B = det A+ adet C, gdzie C jest
macierza majaca k-ty i i-ty wiersz réwny w;, wiec det C' = 0.

Przypomnijmy, ze wykonanie operacji elementarnej na wierszach A daje iloczyn M A, gdzie M jest
odpowiednia macierz elementarna, zob. Uwaga Dla macierzy A € K i macierzy elementarnej
M € K mamy wiec
det A dla M dodajacej do wiersza inny wiersz pomnozony przez skalar,
() det MA=< —detA dla M zamieniajacej dwa wiersze miejscami,
cdet A dla M mnozacej wiersz przez ¢ # 0.

Zastepujac A przez I, z warunku (4) dostajemy
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1 dla M dodajacej do wiersza inny wiersz pomnozony przez skalar,
det M = —1 dla M zamieniajacej dwa wiersze miejscami,
¢ dla M mnozacej wiersz przez ¢ # 0,

czyli det M A = det M det A dla dowolnej macierzy A i macierzy elementarnej M.

(C) Jednoznaczno$é funkcji det.
Jesli My, ..., M, € K}! sa macierzami elementarnymi, to ze wzoru det M A = det M det A wynika (przez
indukcje ze wzgledu na p), ze det(M, ... M 1B) = det M), ...det M; det B dla B € K}..

Dla odwracalnej macierzy A warto$é¢ det A jest jednoznacznie wyznaczona i det A # 0 (bo z Wniosku
A rozklada sie na iloczyn A = M, ... M; macierzy elementarnych i przyjmujac B = I,, dosta-
jemy det A = det M,,...det M;). Ponadto, det AB = det Adet B (bo det AB = det(M,...M1B) =
det M, ...det My det B = det Adet B).

Dla macierzy A, ktéra nie jest odwracalna, det A = 0 (bo jesli M jest iloczynem macierzy elementarnych
odpowiadajacych operacjom redukujacym A do postaci schodkowej, to ostatni wiersz M A jest zerowy
iz (1) dlak = n, c = 0 mamy det(MA) = 0, ale det(MA) = det MdetA i det M # 0, bo M
jest odwracalna).

Wykazalismy wiec jednoznacznosé¢ i zakonczyliémy dowdd Twierdzenia [5.1.1 |

Uwaga 5.1.4 (a) det A # 0 wtedy i tylko wtedy, gdy A jest odwracalna
(pokazalismy to w dowodzie jednoznacznodci).

(b) (Twierdzenie Cauchy’ego) det AB = det Adet B dla A, B € K!
(pokazalismy to dla odwracalnej macierzy A; w przeciwnym przypadku det AB = 0 = det A det B).

(c) Jedli macierz A jest odwracalna, to det(A~!) = (det A)~*
(bo 1 =detI, =det(A- A7) = det A-det(A™1)). ]

5.2 Obliczanie wyznacznikéw.

Z jednoznaczno$ci w Twierdzeniu wynika, ze dj(A) = det A dla funkcji d; zdefiniowanych w dowo-
dzie istnienia, stad otrzymujemy natychmiast nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 5.2.1 (o rozwinigciu Laplace’a wzgledem j-tej kolumny). Dia A = [a;;] € K],

det A = Z;-Ll(—l)”jaij det Az]

Przyklad 5.2.2 Rozwijajac wzgledem pierwszej kolumny, dostajemy dla n = 2 wz”or

d a1 a1z |
et = a11a22 — 12021,
as1 a2

a dla n =3 wz”or Sarrusa

ailp a2 a3
det | a1 a2 a23 = 11022033 + 012023031 + 413021032 — (13022031 — Q12021033 — A11023032.
aszy asz2 ag3

Uwaga 5.2.3 Wyznacznik (n X n)-macierzy dla n > 3 mozna obliczy¢ zmniejszajac wymiar macierzy
przy pomocy rozwiniecia Laplace’a, lub redukujac te macierz do postaci schodkowej. Wzory () w czesci
b.1| pozwalaja powiazaé¢ wyznacznik macierzy wyjéciowej z wyznacznikiem macierzy zredukowanej, ktéry
tatwo obliczy¢ korzystajac z punktu (a) ponizej.
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(a) Wyznacznik macierzy gdrnie tréjkgtnej (czyli macierzy kwadratowej majacej zera pod przekatna)
jest iloczynem wyrazéw na przekatnej — dla macierzy A = [a;;] takiej, ze a;; = 0 dla ¢ > j,
det A = aq1 - ... apy. Istotnie, rozwijajac det A wzgledem pierwszej kolumny dostajemy wzor
dajacy krok indukcyjny dowodu.

A1 *
0 | A
(bo zgodnie z Uwaga macierze [A;| * | € K" i [ 0 |A2] € KI'> mozna doprowadzi¢ do postaci
schodkowej operacjami elementarnymi typu (I), ktére nie zmieniaja wyznacznikéw). O

(b) Dla macierzy blokowo tréjkatnej A = , gdzie A; € KJi, mamy det A = det A; det Ay

Pokazemy teraz, ze zmiana wierszy w kolumny macierzy kwadratowej nie zmienia wyznacznika.

Twierdzenie 5.2.4 Dia A € K?, det A = det AT.

Dowdéd. Jesli rank A < n, to rank AT < n i oba wyznaczniki sg zerami.

Jesli rank A = n, to z Wniosku A rozklada si¢ na iloczyn A = M, ... M; macierzy elementarnych.
Zgodnie z Uwaga (c), AT = M ... Mg, wiec korzystajac z Uwagi (b), wystarczy zauwazy¢,
ze det M = det M"" dla macierzy elementarnych M. |

Rozwiniecie Laplace’a wyznacznika det AT wzgledem i-tej kolumny macierzy A” daje wzér na rozwiniecie
det A wzgledem i-tego wiersza macierzy A.

Twierdzenie 5.2.5 (o rozwinigciu Laplace’a wzgledem i-tego wiersza). Dla A = [a;5] € KT,

det A =30 (—1)"a;j det Ay

Wyznacznik pozwala tez okresli¢ znak permutacji, co prowadzi do formuty uogdlniajacej wzér Sarrusa.

Niech S,, bedzie zbiorem wszystkich bijekcji zbioru {1, 2, ..., n} na siebie — permutacji. Kazdej permutacji
7 € Sy, odpowiada macierz Er = [Er 1), Ex(); - - - s Er(n)]; ktérej wyznacznik det Er € {1, —1} nazywamy
znakiem permutacji m 1 oznaczamy symbolem sgn(w) (latwo upewnié sig, ze znak 7 okresla parzystosé
liczby transpozycji przeprowadzajacych 7 na identycznosé — dla sgn(w) = 1 ta liczba jest parzysta, a dla
sgn(m) = —1, nieparzysta).

Twierdzenie 5.2.6 Dla macierzy A = [ai;] € K],

det A=) sgn(m)ar1)ar(@)2- - Gr(n)n-
ﬂ'ES’n

Dowdd. Niech A = [Ay,...,4,] = [ai;] € K. Wtedy A; = YL, a;E; i z linjowodci wyznacznika
wzgledem kolejnych kolumn mamy
det A =det[Y 1 anFEi, Y iq ainEiy ..., > iy ain k] =

Z i1=1 ®igl det[Ez1az7,:1 appk;, . .. 72 =1 Qin z] =

Yi=1 Dip=1 Gir1Gip2 det[ By, By, 30 aim B =

Z“ 1 12 1- Z?nzl Aj1Qig2 « - - Qi det[EZl , EIQ, - 7Ein]-
Teza wynika teraz z faktu, ze wystepujace we wzorze wyznaczniki det[E; , Ey,, ..., F; ] sa zerowe jesli
i; = 1y, dla pewnych j # k, wiec sumowanie mozna ograniczy¢ do ciagéw réznowartosciowych (i1, ..., i),
czyli do permutacji zbioru {1,...,n}. |
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5.3 Macierz stowarzyszona i wzory Cramera.

Wazna role (choé¢ nie przy obliczeniach) odgrywa macierz adjA stowarzyszona z macierza kwadratowa A,
zdefiniowana przy pomocy wyznacznikéw, ktéra po pomnozeniu przez A daje macierz det A - I. Przy
pomocy macierzy stowarzyszonej otrzymuje si¢ wzory Cramera opisujace w terminach wyznacznikow
rozwiazania ukladéw réwnan AX = B z macierza odwracalna A (uklady Cramera).

Ustalmy macierz A = [A1, ..., A, = [a;;] € K]} i przypomnijmy, ze w czesci [5.1| zdefiniowali$my A;; jako

macierz otrzymang z A przez skreslenie i-tego wiersza i j-tej kolumny.

Definicja 5.3.1 Macierzq stowarzyszong z A nazywamy macierz adjA = [a;;]7, gdzie a;; = (—1)717 det A;;.

Dla B € K" mamy det[B, Asg, ..., Ay]

LA
det[Al,B, PN ,An]

det[Al, AQ, ce ,B]
Wzér (x+) wynika z Twierdzenia bo dla B = [by, by, ..., by

(=D ldet Ay; ... (=1)""ldet Ay by T (=1)i1h; det A det[B, Aa, ..., Ay
(—1)1+2 det A1 ... (_1)n+2 det A, b ?:1(—1)i+2bi det A;o det[Al, B,..., An]
(_1)1+n det Aln e (_1)n+n det Ann bn ?:1(—1)“—”()1‘ det Aln det[Al, AQ, ey B]

W szczegdlnosei adjA - A = [adjA Ay, ... ,adjA A,] = (det A)I,, wiec dostajemy

Twierdzenie 5.3.2 Jesli A jest macierzq odwracalng, to A~! = deiAade.

Rozwiazanie X = [21,...,2,]7 uktadu Cramera AX = B ma postaé X = A~'B = ﬁ(adj/l B). Zatem
z (xx) dostajemy wzory Cramera:

_ det[B,Az,.. . ,An] _ det[Al,B,.. . ,An] . det[Al,Ag,...,B]
= det A 2T det A o I det A
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6 Endomorfizmy przestrzeni liniowych

Przeksztalcenia liniowe przestrzeni liniowych w siebie nazywamy endomorfizmami.

Zauwazmy, ze wybor uktadu wspotrzednych o : V — K" w n-wymiarowej przestrzeni liniowej V' nad K
prowadzi do izomorfizmu T' — MZ(T') przestrzeni endomorfizméw L(V, V') i przestrzeni macierzy K7,
przy czym, przy tym izomorfizmie sktadaniu endomorfizméw odpowiada mnozenie macierzy. Analizujac
interesujace nas wlasnosci, czasem wygodniej jest rozpatrywaé endomorfizmy, a czasem macierze.

Jednym z najwazniejszych wynikéw tego rozdziatu jest twierdzenie Jordana, podajace klarowny opis
struktury endomorfizméw przestrzeni nad cialem liczb zespolonych. Dowdd tego twierdzenia odbiega
stopniem trudnosci od pozostalych rozumowan w skrypcie i choé podajemy go ze szczegbétami (wy-
braliémy rozumowanie, ktére prowadzi szybko do celu, ustalajac po drodze fakty potrzebne przy za-
stosowaniach), nalezy przypomnieé, ze nie wchodzi on w zakres materialu obowiazujacego w obecnym
programie GAL.

6.1 Wielomian charakterystyczny, wektory wtasne.

Pierwiastki wielomianu charakterystycznego macierzy, ktéry definiujemy ponizej, pozwalaja wyznaczac
niezerowe wektory przechodzace pod dziataniem tej macierzy na wektory proporcjonalne — wektory
wlasne macierzy.

Definicja 6.1.1 Wielomianem charakterystycznym macierzy kwadratowej A € K nazywamy wielomian
wa(z) € Klz] okreslony wzorem
wa(x) = det(A — x1y).

Definicja wielomianu charakterystycznego wymaga komentarza. Wystepujacy w niej wzor najprosciej
mozna zinterpretowaé przy pomocy formuly z Twierdzenia opisujacej det(A — xI,,) jako sume
iloczynéw, ktérych pewne czynniki majg postaé a;; — x, gdzie a;; sg wyrazami z przekatnej A.

Po wymnozeniu i pogrupowaniu wynika stad wzér
wa(x) = ag +a1(—x)... + an_1(—x)”_1 + (—z)"

pokazujacy, ze wa(z) jest wielomianem. Latwo zauwazy¢, ze wyraz staly ag jest wyznacznikiem A, za$
wspolezynnik przy (—z)"! jest suma a,—1 = Y., a; wyrazéw stojacych na gléwnej przekatnej A,
ktora nazywamy sladem macierzy A i oznaczamy tr A.

Jesli K jest cialem nieskonczonym (przypomnijmy, ze w tym wykladzie najwazniejsze sa ciata R i C),
w4 (x) mozna utozsamiaé z funkcja przypisujaca skalarowi A € K skalar det(A — A\I,,) i w dalszym ciagu
traktowaé bedziemy w4 (x) wlasnie w taki sposéb — jako funkcje wy : K — K.

Nalezy jednak zwrécié uwage, ze nad Zs, wielomian det ([ (1) 8 ] —x [ (1) (1] 1) = —x + 22 € Zs[n]

okredla funkcje tozsamosciowo réwna zero, a wiec nie jest obojetne jak interpretujemy wzér w(6.1.1

Definicja 6.1.2 Dia A € K} pierwiastki wielomianu charakterystycznego wa(x) nazywamy wartosciami
wlasnymi macierzy A, a ich zbior Sp(A) = {\ € K: wa(\) = 0} — spektrum A.

Wartosci wlasne macierzy A € K sa opisane réwnaniem det(A — z1,,) = 0, a wiec, zob.
A€ Sp(A) & N(A -\, #{0}.

Definicja 6.1.3 Niezerowe wektory z przestrzeni N(A — A1), tzn. niezerowe wektory X € K" takie, Ze
AX = \X, nazywamy wektorami wlasnymi A (odpowiadajgcymi wartosci wlasnej ).

Okreslimy teraz wazng relacje rownowaznosci miedzy macierzami kwadratowymi tego samego wymiaru
— relacje podobienstwa i sprawdzimy, ze relacja podobienstwa zachowuje wielomian charakterystyczny.
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Definicja 6.1.4 Macierze A, B € K sq podobne, jesli istnieje macierz odwracalna C' € K] taka, ze
B=C"1AC.

Twierdzenie 6.1.5 Macierze podobne majq identyczne wielomiany charakterystyczne.

Dowéd. Niech B = C~1AC, gdzie A, B,C € K”. Nalezy pokazaé, ze funkcje w4 i wp na K sa identyczne.
Istotnie, dla A € K mamy wp(\) = det(B — Al,) = det(C~'AC — \I,,) = det(C~1(A — \I,,)C) =
det C~1det(A — \I,) det C = wa(N). [ ]

Jak jednak wyjasnimy w dalszym ciggu, macierze z identycznym wielomianem charakterystycznym nie
musza by¢ podobne.

Twierdzenie [6.1.5] w polaczeniu z nastepna obserwacja, pozwala zdefiniowa¢ wielomian charaktery-
styczny endomorfizmu.

Uwaga 6.1.6 Jedli T : V — V jest endomorfizmem przestrzeni liniowej V, a 0,7 : V — K" s
uktadami wspélrzednych w V', to macierze M7 (T") i MZ(T) sa podobne.

Istotnie, dla macierzy C = M(7 o 0~ 1) zmieniajacej wspolrzedne o(v) wektora v na jego wspérzedne

7(v), zob. Uwaga (c), mamy MZ(T) = M(coToo )= M@or loroTor toroo™!) =
Moor Y)WM(roTor Y )M(to00™Y)=C~tMI(T)C. O

Definicja 6.1.7 Wielomianem charakterystycznym endomorfizmu T @'V — V nazywamy wielomian
wr(x) = det(MZ(T) — z1,,), gdzie 0 : V — K" jest dowolnym ukladem wspétrzednych. Wyznacznikiem
i Sladem endomorfizmu T nazywamy wyraz wolny det T = det MZ(T') i wspdlczynnik tr’ T = tr MZ(T)
tego wielomianu, odpowiednio, a zbior Sp(T) pierwiastkéw wr(x) nazywamy spektrum endomorfizmu T .

Poniewaz ker (T — \id) = o~} (N(MZ(T) — AI,,)), mamy
A € Sp(T) < ker (T — Aid) # {0} .
Terminologie wprowadzona w Definicji [6.1.3] przenosimy takze na przypadek endomorfizméw.

Definicja 6.1.8 Dla endomorfizmu T : V. — V niezerowe wektory z ker (T' — A\id), tzn. niezerowe wek-
tory v € V takie, ze T(v) = v, nazywamy wektorami wlasnymi T (odpowiadajgcymi wartosci wlasnej \).

Wystepujace w kolejnej uwadze operacje sumy algebraicznej i sumy prostej skonczenie wielu podprze-
strzeni przestrzeni liniowej V' sa naturalnymi uogoélnieniami odpowiednich operacji dla dwoch sktadnikow

wprowadzonych w Definicjach i
Uwaga 6.1.9 Dla endomorfizmu 7 :V — V:

(a) suma wektoréw wlasnych odpowiadajacych parami réznym warto$ciom wlasnym T nie jest wekto-
rem zerowym;

(b) wektory wlasne odpowiadajace parami réznym wartosciom wlasnym 7" sa liniowo niezalezne;
(c) suma algebraiczna -y cgp(r) ker (I' — Aid) jest suma prosta € cgp(r) ker (T — Aid).

Zdanie (c) orzeka, ze dla dowolnego wyboru vy € ker (I" — Aid), A € Sp(T'), z réwnosci >-yegp(ry Ur = 0
wynika, ze wszystkie vy sa zerowe, a to jest konsekwencja (a). Zdanie (b) réwniez wynika z (a), bo jesli
vy jest wektorem wlasnym odpowiadajacym wartosci wiasnej A i ay # 0, to ajvy tez jest wektorem
wlasnym odpowiadajacym .

Wilasnosé (a) udowodnimy przez indukcje ze wzgledu na liczbe skltadnikéw k. Zalézmy (a) dla sum mniej
niz k wektoréw wlasnych 7' i niech v; bedzie wektorem wlasnym odpowiadajacym A;, j = 1,..., k, gdzie
AL, ..+, A, 83 parami rézne. Jesli 3o, v; = 0, t0 0 = T3¢ v5) — Me(X i<k Vi) = 2 i (N — Ar)vy,
co przeczy zalozeniu indukcyjnemu, bo A\; — A # 0 dla j < k. O
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Endomorfizmy, ktérych wektory wlasne rozpinaja cala przestrzen maja wyjatkowo prosta strukture.
Zgodnie z Uwaga [6.1.9] klase takich endomorfizméw mozna opisa¢ nastepujaco:

Definicja 6.1.10 Endomorfizm T : V — V jest diagonalizowalny, jesli V' = @ycgp(r) ker (T — Aid).
Macierz A € K7} jest diagonalizowalna, jesli A jest podobna do macierzy diagonalnej.

Uwaga 6.1.11 Diagonalizowalno$¢ endomorfizmu 7' : V. — V oznacza istnienie bazy (vi,...,v,)
przestrzeni V' zlozonej z wektoréw wlasnych T (por. Twierdzenie . W uktadzie wspédlrzednych
o : V. — K" zwiazanym z ta baza, macierz D = MJ(T) jest diagonalna — jedli T'(v;) = Ajvj, to
Al, ..., Ay stoja na przekatnej D, zob. Uwaga m (a). W szczegblnosci, wielomian charakterystyczny
wr(zx) =wp(z) = (A1 —x) ... (A, — ) ma rozklad na czynniki liniowe, a krotnosé¢ kazdego pierwiastka
tego wielomianu jest réwna dim[ker (T — Aid)] (te dwa warunki charakteryzuja diagonalizowalnos$é¢ T,

zob. Wniosek [3.6.7)).

Z Uwagi [6.1.6] wynika, ze endomorfizm 7' jest diagonalizowalny wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego
uktadu wspélrzednych 7 : V' — K" macierz M7 (T jest diagonalizowalna. O

Najwazniejsza klase endomorfizméw diagonalizowalnych poznamy w czesci [8.1] — sa to endomorfizmy
samosprzezone na przestrzeniach euklidesowych.
6.2 Zasadnicze twierdzenie algebry.

Warunkiem koniecznym istnienia wektorow wlasnych jest istnienie pierwiastkéw wielomianu charakte-
rystycznego. To wskazuje szczegdlna role ciata skalarow C, bo jak wykazemy ponizej, kazdy wielomian
o wspotczynnikach zespolonych ma pierwiastek zespolony.

Twierdzenie 6.2.1 Dla kazdego wielomianu w € Clz]| stopnia dodatniego istnieje X\ € C takie, Ze
w(A) = 0.

Dowéd poprzedzimy dwoma lematami

Lemat 6.2.2 (d’Alemberta). Niech w(z) = ap+ a1z + ...+ 2", a; € C. Jesli w(a) # 0, to istnieje
b € C takie, ze lw(b)| < |w(a)|.

Dowéd. Mamy w(a+2) = ag+ai(a+2)+...+(a+2)" = Ao+ A1z +...+2" = w(a) + ApzF +. ..+ 2",
gdzie Ay # 0.

Niech ¢ € C bedzie takie, ze & = —wfg‘:) (c= {/r(cos? +isin ), jesli —%:) =r(cosf +isinh), r > 0).

Dla t € R z przedziatu [0, 1],

w(a+te) = w(a)+ApthF+. . 4+ = w(a)—w(a)ti+ By t" L +But" = w(a)(1—tF)+ By t* 4Bt
Tak wiec

lw(a+te)| < (1 —tF)|w(a)| + t*(|Besilt. .. + |Balt" ™) = Jw(a)| + t*(—|w(a)| + | Bt . . . + [Ba|t" ™).

Dobierzmy t > 0 tak male, zeby wyrazenie w nawiasie byto ujemne. Wéwczas dla b = a + tc mamy
[w(b)] < |w(a)]. u

Lemat 6.2.3 Dia wielomianu zespolonego w(z) = ap+a1z+...+2" i K = {z € C: |Rez|,|Imz| < M}
istnieje zg € K takie, Ze |w(zo)| = inf {Jw(2)| : z € K}.
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Lemat jest wersja twierdzenia Weierstrassa dla funkcji |w(z)| na kwadracie K, jego uzasadnienie podamy
w uzupelnieniach, zob. Lemat [[4£.1.1] Z tych dwéch lematéw latwo wyprowadzimy teraz zasadnicze
twierdzenie algebry.

Dowéd Twierdzenia Niech w(z) = ag+aiz+...+2" bedzie wielomianem zespolonym. Poniewaz

a Ap— Q, Ap—
z”(2+...—|— n 1+1>’>\z”]<1—<’2|+...+| n 1‘)),
z 2 |27 2|

dla pewnego kwadratu K o srodku w zerze i dostatecznie duzym boku, p = inf {|w(z)|:2z € C} =
inf {|w(z)| : z € K}. Z Lematu istnieje z9 € K takie, ze |w(z9)| = p, a z Lematu d’Alemberta
w=0. |

w(z)| =

6.3 Twierdzenie Jordana.

Glownym celem tej czesci jest mozliwie przejrzysty opis endomorfizméw przestrzeni liniowych nad ciatem
liczb zespolonych. W jezyku macierzowym, pokazemy, ze kazda macierz z C}! jest podobna do macierzy
o szczegOlnie prostej postaci — macierzy zbudowanej z klatek Jordana.

Nasze rozwazania podzielimy na dwie czeéci. W pierwszej, nie nakladajac na ciato zadnych ograniczen,
wyjasnimy strukture endomorfizméw, ktérych pewna potega jest zerem — endomorfizmow nilpotent-
nych. W drugiej ograniczymy sie do przestrzeni nad ciatem liczb zespolonych i wykorzystamy zasadnicze
twierdzenie algebry [6.2.1] — w polaczeniu z wezedniejsza analiza endomorfizméw nilpotentnych, to tatwo
doprowadzi do celu.

(A) Struktura endomorfizméw nilpotentnych.
Niech T': V — V bedzie endomorfizmem przestrzeni liniowej nad dowolnym ciatem K.

Uktad wektoréw (v, T(v),...,T*Y(v)) w V taki, ze T*"(v) # 0 i T*(v) = 0 bedziemy nazywali
T-serig o poczatku v i wysokodci k. Przestrzen [v] = lin(v, T'(v), ..., T*(v)) jest niezmiennicza dla T
(to znaczy T[v] C [v]) i seria (v,T(v),...,T*"1(v)) jest baza [v]: jesli Z;?;é a;T7(v) = 0, gdzie
T = id, to kolejno dzialajac na obie strony tej réwnosci endomorfizmami TF~1, 7%=2 .. T9 wnosimy,
ze ag = 0,a1 =0,...,a_1 =0.

Poniewaz T(T7 (v)) = T+ (v), w ukladzie wspétrzednych o : [v] — K* zwiazanym z T-seria o poczatku
v macierz obciecia T' do [v] ma bardzo prosta postaé

0 0
Mory=| 1t e K
0 1 0

jest to klatka Jordana Ji(0).

Twierdzenie 6.3.1 Niech T : V — V bedzie endomorfizmem takim, Ze T™ = 0. Istniejg wowczas

skoriczone (niektore byé moze puste) zbiory wektoréw F, C V, k= 1,...,m takie, Ze kazde v € F}, jest
poczgtkiem T'-serii o wysoko$ci k oraz
(*) V = @rcm(@uer, [0])-

Przy tym, dla k < m mamy
(%) |F}.| = rank TF~! — 2rank T + rank T#+1,
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Dowdéd. Polézmy Wy, = kerTF dla k > 0 i rozwazmy lancuch {0} = Wy € Wi C ... W1 C
Wy = V podprzestrzeni V. Endomorfizm T przeprowadza Wy, 1 w Wy, wiec korzystajac z Wniosku
znajdziemy (by¢ moze zerowa) podprzestrzen U C Wy taka, ze

(1) Wi = W1 +T(Wiqa)) @ U dlak =1,...,m.

Dla niezerowych przestrzeni U, definiujemy F} jako zbiér wektoréw ustalonej bazy Uy i kladziemy Fj, = ()
jesli Uy, jest zerowa.

Przyjmujac [Uy] = Uy, + T(Uy) + ... + T*"1(Uy), zauwazmy, ze dla k =m,m —1,...,1
V=Wi1 + [Ug] + [Ugg1] + ...+ [Un].

Istotnie, dla k = m réwnos¢ wynika z warunku (), bo Wy, p1 = Wy, =V i T(W,,,) C Wy,—1. Zalézmy, ze
V =Wi+[Ugs1|+.. . +[Un]. Wtedy T(V) C T(Wi)+[Ugs1]+. .-+ [Un] CWi_1+[Ugs1|+. ..+ [Un],
wiec, odwolujac sie znowu do (f), mamy V = (Wi_1 + T(Wiy1) + Uk) + [Ugs1] + ... + [Un| C
Wiea +T(V)+ Uk + [Uggr| + - oo+ [Un] C Wit + [Uk| + [Ugg1] + ... + [Un]-

W szczegblnodcei, V' jest suma algebraiczna podprzestrzeni [Uy], k < m. Poniewaz [Uy] jest suma al-
gebraiczna podprzestrzeni [v], v € F}, wynika stad, ze V jest suma algebraiczna podprzestrzeni [v],
v € Uggm Fr- To, ze jak orzeka (), jest to suma prosta, wywnioskujemy z whasnodci (), do uzasadnienia
ktorej teraz przejdziemy.

Ustalmy k& < m. Poniewaz obciecie T*~1|Uy, jest izomorfizmem, zob. (1), |Fi| = dim Uy, = rank (T*~1|Uy).
Warunek (1) i Wy_1 = ker T*~! implikuja T (W},) = TF YT (Wi 1)) +T*1(U,). Ponadto TF1(W},) =
TFY T (W) @ TF1(Uy), bo jedli w € T(Wiy1), u € Uy i TF Y w) = TFH(u), to u —w € Wy
i zgodnie z (1), z (u — w) + w = u wynika u = 0. Zatem |F}| = rank (T*~'|W},) — rank (T%|W1).
Z Twierdzenia dostajemy rank (TF=1Wy) = dim Wy — def (T*Y W) = defTF — def TF! =
rank T*~1 — rank T*, a stad |F| = (rank T%~! — rank T%) — (rank T% — rank T#+1), czyli (**).

Poniewaz, jak zauwazylismy V' jest suma algebraiczng przestrzeni [v], v € Uy, Fk, dla uzasadnienia

(%) pozostaje wyprowadzi¢ z (x%), ze suma wymiaréw takich [v] jest réwna dim V', zob. Wniosek

Dla uproszczenia oznaczen, przyjmujemy 7; = rank 77 i zauwazmy, ze 79 = 0, rpy, = Tmg1 = O.
Kazdy wektor v € F} jest poczatkiem T-serii wysokosci k, zob. (f), wiec suma wymiaréw przestrzeni
[v], v € U Fr jest réwna

2oy k| = 2285 kl(rk—1 — 7i) — (rk — rha1)] = [ 22051 (rk—1 — 70)] — mArm — rims1) = 7o,

co konczy dowdd twierdzenia. |
Twierdzenie [6.3.1| uzupelnimy obserwacja, z ktorej skorzystamy w dowodzie twierdzenia Jordana.

Lemat 6.3.2 Dia endomorfizmu T : V — V i wartosci wlasnej A\ € Sp(T') istnieje m > 1 takie, Ze
V =ker [(T — A\id)™] @ im [(T — Aid)™],
przy czym, jesli i # N, k > 1, to ker [(T — pid)*] C im [(T — Aid)™].

Dowéd. Potézmy S = T — Aid. Poniewaz dim V jest skoficzony, tanicuch {0} # kerS C ker S? C ...
musi sie stabilizowaé, tzn. dla pewnego m > 1 mamy ker S = ker S™+! = ... .

Jesli w = S™(v) oraz S™(w) = 0, to S?™(v) = 0, stad S™(v) =01iw = 0.
To pokazuje, ze czes¢ wspdélna ker S Nim S™ jest przestrzenia zerowsa, a poniewaz suma wymiaréw tych
przestrzeni jest rowna def S™ 4 rank S” = dim V, otrzymujemy pierwsza czes¢ tezy.

Dla dowodu drugiej czeéci potézmy dodatkowo W = ker [(T — pid)¥]. Dla v € W, z przemiennoéci
endomorfizméw S = (T'—Aid) i (T'—pid) wynika, ze S(v) € W. Ponadto warunek v € Wnker S implikuje
v = 0. Istotnie, v € ker S oznacza T'(v) = Av, wiec (T —puid)(v) = (A—p)v, astad (T—pid)*(v) = (A—p)*v
izv € W wynika wtedy v = 0. Tak wiec obcigcie S|W : W — W jest izomorfizmem, a zatem
W =8"(W) Cim[(T — Aid)™]. [ |
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(B) Twierdzenie Jordana i postaé¢ Jordana macierzy.

7 zasadniczego twierdzenia algebry i z Lematu wyprowadzimy teraz

Twierdzenie 6.3.3 Jesli T : V — V jest endomorfizmem przestrzeni liniowej V nad C, to dla kazdej
wartosci wlasnej A € Sp(T') istnieje my > 1 takie, Ze

V= @ ker[(T—xid)™].
AeSp(T)

Dowéd. Dowodd przeprowadzimy indukcyjnie ze wzgledu na wymiar przestrzeni. Zatézmy, ze twierdzenie
jest prawdziwe dla przestrzeni wymiaru mniejszego niz dim V. Z zasadniczego twierdzenia algebry istnieje
A € Sp(T)). Wéwezas ker (T'— Aid) # {0} i z Lematu [6.3.2lmamy V = ker [(T'— Aid)™ ] @im [(T — Aid)™*]
dla pewnego my > 1.

Przyjmijmy U = im [(T" — Aid)"™*]. Mamy dimU < dimV i endomorfizm T przeprowadza U w siebie.
Zalozenie indukeyjne dla obcigcia T'|U daje wige rozklad U = @ ,csp (1) ker [(T'|U —pid)™+] dla pewnych
my, > 1, p € Sp(T|U). Z drugiej czesci Lematu wynika, ze ker [(T'|U — pid)™*] = ker [(T' — pid)™#]
dla € Sp(T|U) i Sp(T|U) = Sp(T) \ {\}, a to juz daje teze. [

Uwaga 6.3.4 JeSli T : V — V im,) dla A € Sp(T') sa takie jak w Twierdzeniu to dla kazdego
A € Sp(T") obciecie (T'—Aid) do ker [(T'—Aid)"™*] jest endomorfizmem nilpotentnym ker [(7'—Aid)™*|, wiec
zgodnie z Twierdzeniem istnieja skoficzone (niektére byé moze puste) zbiory wektoréw F C V,

k=1,...,m, takie, ze kazde v € F,j jest poczatkiem (7' — Aid)-serii o wysokosci k oraz
(%) ker [(T = Aid)™] = @i, (Bupepr [v])-

Przy tym dla k < my, z warunku (xx) w Twierdzeniu mamy

(%) || = rank [(T' — Xid)*™1] — 2rank [(T — Aid)¥] + rank [(T — Aid)* ],

bo (T' — Aid) jest izomorfizmem na im [(T — Aid)™*].

Ustalmy v € F, rozpatrzmy (T — Aid)-seri¢ v1 = v, v2 = (T — MNid)(v1),...,vp = (T — MNd)* " (vg_1)
i niech o, : [v] — CF bedzie uktadem wspohrzednych zwiazanym z ta seria.

Poniewaz T'(vj) = (T'—Aid)(v;) + Avj = vj41+ Av;, macierz endomorfizmu T'|[v] : [v] — [v] w ukladzie
wspoélrzednych o, jest klatkg Jordana

A 0
Je(A) = ! . ey .
0 1 A

Tak wiec, w ukladzie wspélrzednych oy na ker [(T' — Aid)"*], ktéry na [v] pokrywa sie z o,, macierz
MG (Tker [(T' — Aid)™*) jest zbudowana z klatek Jordana Ji()\) na przekatnej, przy czym liczba |F; 2|
klatek Ji(\) jest opisana wzorem (xx).

Yaczac uktady wspétrzednych oy na sktadnikach rozktadu z Twierdzenia dostajemy uktad wspot-
rzednych o : V. — C", w ktérym macierz MZ(T) endomorfizmu T jest zbudowana z klatek Jordana
Jik(A), XA € Sp(T), przy czym liczba klatek Ji(\) jest opisana wzorem (). O

Baze wyznaczajaca uklad wspétrzednych o w Uwadze bedziemy nazywaé bazq Jordana dla T. Baza
Jordana jest zlozona z (1" — Aid)-serii generujacych skladniki rozktadéw (x) dla A € Sp(T').

Macierz zbudowana z klatek Jordana lezacych na jej przekatnej nazywaé¢ bedziemy macierzq Jordana.
W jezyku macierzowym, nasze ustalenia mozna sformutowaé w postaci wniosku:
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Whniosek 6.3.5 Kazda macierz A € C}! jest podobna do macierzy w postaci Jordana. Dokladniej, istnieje
macierz odwracalna C' € C}! taka, ze Ji 0
ctAC = ,
0 Js
gdzie kazda macierz Jy jest klatkq Jordana Ji(\) dla pewnego A € Sp(A), a liczba klatek Ji(\) jest dana

wzorem rank [(A — AI,,)*~ ] —2rank [(A — AI,,)*] +rank [(A — XL, )*T1]. W szczegdlnosci, macierz Jordana
podobna do A jest wyznaczona jednoznacznie z doktadno$cig do kolejnosci klatek Jordana.

Dowdd. Z Uwagi zastosowanej do endomorfizmu 74 : C* — C" danego wzorem T'4(Z) = AZ wy-
nika, ze istnieje uktad wspétrzednych o : C* — C" taki, ze MZ(T4) = M (00T s00~t) = M(0)AM (o7 1)
jest macierza Jordana. Jako C wystarczy wiec przyja¢ macierz M(oc—1). |
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7 Liniowe przestrzenie euklidesowe

W tym rozdziale rozpatrujemy wytacznie skonczenie wymiarowe przestrzenie liniowe nad cialem liczb
rzeczywistych.

Wzorujac sie na wlasnosciach algebraicznych iloczynu skalarnego wektoréw rozpatrywanego w geometrii,
wyrdznimy pewne przeksztalcenia (, ) : V xV — R, ktére pozwalaja na okreslenie prostopadtosci wek-
toréw i dhugosci wektoréw, przy czym spelnione jest twierdzenie Pitagorasa o dtugosci bokéw tréojkatow
prostokatnych. Wprowadzone w ten sposéb liniowe przestrzenie euklidesowe (V, ( ,)), dla wymiaréw 2
i 3 mozna utozsamiaé, ze wzgledu na wlasnoéci algebraiczne i geometryczne, z przestrzenig wektorow
plaszczyzny euklidesowej lub tréjwymiarowej przestrzeni euklidesowej, odpowiednio.

7.1 Tloczyn skalarny i norma.

Definicja 7.1.1 Niech V' bedzie przestrzeniq liniowg nad R. Przeksztalcenie ( ,) : V xV — R przy-
porzgdkowujgce parze wektorow v,w € V- skalar (v, w) nazywamy iloczynem skalarnym jesli

(1) (v, w) = (w, ),

(2) <Ul + ’1)27'UJ> = <Ula U)> + <U27 ’LU),

3 (av,w) = alv, w),

(4) (v,v) >0, dla v # 0.

Norme ||v|| (diugosé) wektora v € V' okreslamy wzorem ||v|| = v/ (v, v).

Przestrzen liniowqg z wyréznionym iloczynem skalarnym (V,( ,)) nazywamy liniowq przestrzeniq eukli-
desowq.

Przyklad 7.1.2 (a) Kartezjanska przestrzen euklidesowa (R, ( ,)), gdzie (X,Y) = XTY = 3, vy
jest sumg iloczynéw odpowiednich wspélrzednych X i Y.

(b) Przestrzen rzeczywistych wielomianéw stopnia < n z iloczynem skalarnym (w, u) = fol w(t)u(t)dt.

W oznaczeniach z Przyktadu (a), znana z Analizy nieréwnosé¢ Cauchy’ego mozna zapisaé w po-
staci ((X,Y))? < (X, X)(Y,Y). Jest to szczegdlny przypadek nieréwnosci Schwarza, ktéra wykazemy
w nastepujacym twierdzeniu.

Twierdzenie 7.1.3 (nieréwnos¢ Schwarza). W liniowej przestrzeni euklidesowej (V, ( , )) prawdziwa
jest nieréwnosé
(%) ({v,w))? < (v, V)(w,w),

przy czym rowno$¢ ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy wektory v, w sq liniowo zalezne.

Dowdd. Dla kazdego = € R, zgodnie z wlasnos$ciami (1)—(3) w Definicji w(z) = (zv+w, zv+w) =
22 (v,v) + 22(v,w) + (w,w). Z wlasnosci (4) mamy w(z) > 0, wiec A = 4({(v,w))? — 4{v,v){w,w) < 0,
co daje (x). Ponadto, réwnosé w (*) oznacza, ze dla pewnego A € R, w(\) =0, a wiec \v+w=0. N

Uwaga 7.1.4 Odnotujmy, ze w liniowych przestrzeniach euklidesowych (V, ( , )) norma [|v|| = /(v,v)
ma nastepujace wlasnoéci

(1) [lv]] = 01 |Jv]| = 0 tylko dla v = 0,

2)  |lav]| = la[[[v]], a € R,

B) v+ wl <|ll] + [|wl].

Tylko ostatnia wlasnosé — nierownosé trojkgta wymaga wyjasnienia.

Z nieréwnoéci Schwarza, |(v, w)| < ||v]| ||w]], a wiec ||[v+w||? = (v4+w, v+w) = (v, v)+2{v, w) + (w, w) <
19112 + 21l [[w]] + [[w][* = (o] + [[w]])*. O
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7.2 Ortogonalno$s¢ w przestrzeniach euklidesowych.

Dwa wektory w geometrii sa prostopadte jesli ich iloczyn skalarny jest zerem. Te wlasnosé przyjmiemy
jako okreslenie prostopadtosci wektorow w liniowych przestrzeniach euklidesowych, przy czym zgodnie
z powszechnie przyjeta terminologia, bedziemy raczej méwili o ortogonalnosci.

Definicja 7.2.1 Wektory v,w w liniowej przestrzeni euklidesowej sq ortogonalne (lub prostopadle) jesli
(v,w) =0, co zapisujemy v L w.

Ortogonalno$é podprzestrzeni U, W przestrzeni V., U L W, oznacza, Ze u L w dla dowolnych v € U
iw € W. W szezegdlnosci, ortogonalnosé wektora u do podprzestrzeni W, u L W oznacza, Ze lin(u) L W.

Uwaga 7.2.2 Jesli U L W, to U NW = {0}, bo zgodnie z (4), v L v oznacza, ze v = 0. Jedli

ponadto V = U & W, to bedziemy mowié, ze V jest sumgq ortogonalng podprzestrzeni U i W. O

7 wtasnosci iloczynu skalarnego i okreslenia dlugosci wektoréw wynika natychmiast formula Pitagorasa
viw e flo—w|? =]+ [lw].

Bez zalozenia ortogonalnosci mamy ||v—w||?> = ||v]|? +||w||* — 2(v, w). Definiujac kgt miedzy niezerowymi

wektorami v, w jako liczbe 6 € [0, 7] taka, ze cosf = % (z nier6wnosci Schwarza wynika, ze ulamek

po prawej stronie jest w przedziale [—1,1]) otrzymujemy stad twierdzenie cosinusow:

[lo = wlf* = [[v]f* + [Jwl|* — 2 cos 0 ||v]] [w]l-

Definicja 7.2.3 Uklad wektoréw (v1,...,v,) w liniowej przestrzeni euklidesowej (V,( ,)) jest ortogo-
nalny jesli v; L vj dla i # j.

Uwaga 7.2.4 Ortogonalny uklad niezerowych wektoréw (vi,...,v,) jest liniowo niezalezny, bo jesli
> aiv; = 0, to dla kazdego 7, 0 = (3, a;vi, vj) = 32, aivi, v;) = aj]|v;] %, a wiec a; = 0. O
Definicja 7.2.5 Ortogonalny uktad wektoréw niezerowych (v1,...,v,) w przestrzeni (V,( ,)) rozpina-
jacy V. nazywamy bazq ortogonalng w V; jesli dodatkowo ||v;|| = 1, j = 1,...,n, mowimy, zZe uklad
(v1,...,0,) jest bazg ortonormalng V.

Pokazemy teraz, ze kazda liniowa przestrzen euklidesowa ma baze ortogonalng. Co wiecej, opiszemy
procedure — ortogonalizacje Grama-Schmidta pozwalajaca przyporzadkowaé kazdemu uktadowi liniowo
niezaleznemu uktad ortogonalny, bez zmiany powtoki liniowe;j.

Twierdzenie 7.2.6 (ortogonalizacja Grama-Schmidta). Niech (vi,...,v,) bedzie liniowo nieza-
leznym ukladem wektoréow w liniowej przestrzeni euklidesowej (V,( ,)). Okreslmy indukcyjnie wektory
wy, ..., W, formulg

k—1
<Uk’7 wz>

1 wy =V, Wk =V — T W;.

( ) 1 1 lzzl <w7,,w1> i

Woéwczas

(2) w; L wj dla i # j,

(3) lin(wy,...,w;) =lin(vy,...,v5), j=1,...,n.

Dowdéd. Zalézmy, ze uklad (wi,...,wi_1) zostal juz okreslony tak, ze (3) jest spelnione dla j < k.
Mamy pokazaé, ze dla wy, okreslonego formuty (1) uktad (wq,...,wy) jest ortogonalny i speinia (3) dla
j = k. Ta ostatnia wlasno$¢ wynika z faktu, ze wy — vg € lin(wy, ..., wi_1) = lin(vy, ..., vk_1), zob. (1).

Niech j < k. Sprawdzimy, ze w; L wy. Istotnie, z (1) i (2),

(wj, wi) = (w5, vk = Ly, 1bwi) = (), 08) = Ly, 28 (wj, w3} = (wj, vk) — (o (1), wy) = 0 W

Wyjasnimy teraz, ze w opisanej wyzej procedurze ortogonalizacji, na kazdym kroku znajdujemy wektor
wy, odejmujac od wektora vy rzut ortogonalny vg na podprzestrzen rozpieta przez poprzednie wektory.
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Twierdzenie 7.2.7 Niech W bedzie podprzestrzeniq liniowej przestrzeni euklidesowej (V, (. )). Istnieje
wowczas przeksztatcenie lintowe P :'V — V' — rzut ortogonalny V na W, takie, zZe

(1) Pw)=w dlaw e W
(2) v—Pw) LW dlaveV.

Dowdd. Zgodnie z Twierdzeniem mozemy wybraé¢ uklad ortogonalny wy, ..., w,, rozpinajacy W
i niech
m

Pw) =Y <”’w">> w.

Podobnie jak w dowodzie dla j < m,

(wj,0—=P)) = (W), 0= Vi 12%805w5) = (), 0) = Cicyn sy (wj, wi) = (wj,v) = ol (wy, wy) = 0,

a stad (w,v — P(v)) =0 dlaw =3, ajw; € W, czyli (2).
Jesliw e W, tow — P(w) e Wiz (2), (w— P(w),w— P(w)) =0, co daje w — P(w) =0, czyli (1). W

Uwaga 7.2.8 Zauwazmy, ze w sytuacji opisanej w Twierdzeniu dla v € V, warunki w € W
oraz v — w 1 W charakteryzuja wektor w jednoznacznie, co wiecej jest to jedyny wektor z W taki, ze
|lv — w|| = inf {||v — u|| : v € W}. Istotnie, dla u € W, v —w € W, wiec (v —w) L (w —u) i z formuly
Piagorasa, ||v —ul]?> = ||(v — w) + (w — w)||? = [|v — w||* + |[[w — u||* > ||v — w]||?, przy czym dla u # w
nieréwnos¢ jest ostra.

Tak wiec rzut ortogonalny P : V' — W mozna opisa¢ jako przeksztalcenie, ktére dla kazdego wektora

v € V wybiera z W (jedyny) wektor P(v) minimalizujacy dlugosci ||v — ul|, u € W. O

Jak zobaczymy za chwile, istnienie rzutu ortogonalnych pozwala uzupetni¢ kazda podprzestrzen liniowej
przestrzeni euklidesowej sktadnikiem prostym, ortogonalnym do tej przestrzeni.

Twierdzenie 7.2.9 Niech W bedzie podprzestrzeniq liniowej przestrzeni euklidesowej (V,{( ,)) i niech
Wht={veV:vl W} Wowczas V=W @ W+ jest sumg ortogonalng.

Dowéd. Niech P : V. — W bedzie rzutem ortogonalnym na W. Zauwazmy, ze im P = W oraz
ker P = W+. Poniewaz W N W+ = {0} i dimV = def P + rank P, wiec V.= W @ W+ i oczywicie
W LWt |

Podprzestrzen W nazywamy dopelnieniem ortogonalnym przestrzeni W w V. Zauwazmy, ze rzut orto-
gonalny V na W jest rzutem na W réwnoleglym do W+ zdefiniowanym w Symetrie wzgledem W
réwnolegta do W nazywamy symetrig ortogonalng wzgledem W.

7.3 Wyznacznik Grama i objetosc¢.

W tej czesci wyjadnimy, ze modut wyznacznika macierzy kwadratowej mozna interpretowaé jako objetosé
réwnoleglo$cianu rozpietego na wierszach (réwnowaznie — kolumnach) tej macierzy w wielowymiarowej
przestrzeni euklidesowej. Waznym elementem naszych rozwazan jest wyznacznik Grama wprowadzony
ponizej.

Definicja 7.3.1 Macierzq Grama ukladu wektoréw (v1, . . ., vm) w liniowej przestrzeni euklidesowej (V, (, ))
nazywamy (m X m)-macierz

(vi,v1) - (v1,Vm)
G(’Ul,...,vm):

(Vs 1) - (O, V)

Wyznacznik T'(vq, ..., v) = det(G(v1, . . ., m)) nazywamy wyznacznikiem Grama ukladu (v, ..., vp).
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Uwaga 7.3.2 Macierz Grama G(vy,...,v,) ukladu wektoréw w (V. ( , )) wyznacza wartosci iloczynu
skalarnego na lin(vy, ..., vp): dlav =37, av;, w = 3; a;vj,
by
(v,w) = <Zaivi,2ijj> :Zaibj@i,vj) =a1,...,am]G(v1,...,om) | ¢ |.
i J gl bm g

Lemat 7.3.3 Niech (v1,...,vn) bedzie ukladem wektorow w (V,( ,)) i niech wg = >, ajxvi, k < m.
Wéwczas (w1, ..., wy) = (det A)2T(vy,...,vm), dla macierzy A = @il

Dowdd. Niech A = [Ay, ..., Ay (tzn. Ay jest k-ta kolumna macierzy A) i potézmy G(vy,...,vn) = G.
Zgodnie z Uwaga [7.3.2, (k,l)-ty wyraz macierzy G(wy,...,wy,) ma postaé (wg,w;) = AFGA,;, wiec

G(wy,...,wy) = ALGA, a stad T'(w1, ..., wy) = det AT det G det A = (det A)2T'(vy,...,vm). [
Uwaga 7.3.4 Jesli uktad (vy,...,vy) jest liniowo zalezny, to I'(vy,...,vy) = 0, bo wéwczas wiersze
macierzy G(vi,...,vn) sa liniowo zalezne. O

Jak wynika w szczegdlnodci z kolejnego twierdzenia, wyznacznik Grama uktadu liniowo niezaleznego jest
dodatni.

Twierdzenie 7.3.5 Niech (vi,...,vy) bedzie ukladem wektoréw w liniowej przestrzeni euklidesowej
(V,(,)). Jesli uktad wektorow (w1, ..., wy) otrzymuje sie w procesie ortogonalizacji Grama-Schmidta
z ukladu (vi,...,vm), to D(vi,...,om) = D(wi, ..., ww) = ||wi]|?- ... - [Jwm]|?.

Dowdéd. Zgodnie z formula (1) w Twierdzeniu m Vg = >; aipwi, gdzie macierz A = [a;]]_; ma
na gléwnej przekatnej jedynki, a pod gléwna przekatng zera. Zatem det A = 1 i z Lematu [7.3.3] mamy
[(vi,...,vm) = [(wy,...,wy). Ponadto macierz G(wi, ..., wy,) jest diagonalna i ma na gltéwnej prze-
katnej wyrazy (w;, w;) = ||w;||?, wiec T(wi, ..., wm) = |Jwi]*- ... - [Jwn]* [

Whniosek 7.3.6 Niech W bedzie podprzestrzeniq liniowej przestrzeni euklidesowej (V,( ,)) rozpietq na

liniowo niezaleznym ukladzie (v1,...,vy) i niech P : V. — W bedzie rzutem ortogonalnym V na W.
Wowczas dlav €'V,
L(v1,...,0m,)
v— PW)|| = .
| Oll \/ T (or o)

Dowéd. Jedli v € W, to po obu stronach rownosci mamy zero, zob. Uwaga Niech v € W i niech
uklad (wy, ..., wn,w) bedzie wynikiem ortogonalizacji Grama-Schmidta ukladu (vy, ..., vy, v). Wowczas
w =v — P(v) oraz

D@L,y 0 0) = a2+ P ol 1 Do,y o) = [t 2. [l 2

co dowodzi tezy. ]

Uwaga 7.3.7 Wyznacznik Grama uktadu wektoréw nie zalezy od ich kolejnosci.

Istotnie, niech (v1,...,v,) bedzie ukltadem wektoréw w (V, (, ))i#7:{1,...,m} — {1,...,m} permu-
tacja. Wowezas vy(jy = >_; aijvi, gdzie A = [aij]g‘:l jest macierza powstala z permutacji kolumn macierzy
jednostkowej. Zatem (det A)? = 1 i zgodnie z Lematem m L(Ur(1ys -+ 5 Vn(m)) = L(V15 -+, V). O
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Dla uktadu wektoréw (v1,...,v,) w liniowej przestrzeni euklidesowej (V, ( , )) réwnolegloscianem roz-
pietym na tym uktadzie nazywamy zbiér

R(vi,...,vm) = {3, tiv; : t; € [0,1]}.

Jesli uktad (v1, ve, v3) jest liniowo niezalezny, to R(v1, v2) jest réwnoleglobokiem na plaszczyznie lin(vq, ve),
a R(v1,v2,v3) jest rownolegloscianem w tréjwymiarowej przestrzeni euklidesowej lin(vy, ve, v3).

Zgodnie z okresleniem przyjetym w geometrii euklidesowej objeto$é réwnolegtoécianu R(vy, ..., vy,) (dla
m = 2, pole réwnolegltoboku R(v1,v2)) powinna by¢ réwna iloczynowi objetosci podstawy R(v1, ..., Upm—1)
przez wysoko$¢ ||vm, — P(vm)||, gdzie P(vy,) jest rzutem ortogonalnym vy, na przestrzen lin(vy, ..., vpy—1)

rozpieta na podstawie.
Definicja 7.3.8 Objetoscig (n-wymiarowq) uktadu (v1, ..., vn) w liniowej przestrzeni euklidesowej (V, (, ))
nazywamy liczbe
vol(vi, ..., vm) = VI (V1. ., 0m).
Natychmiastowa konsekwencja Wniosku [7:3.6] jest
Whniosek 7.3.9 Funkcja vol(vy,...,vy) jest jedyng funkcjq, ktora ukladowi wektoréw (vi,...,vm) w

lintowej przestrzeni euklidesowej (V, ( ,)) przyporzadkowuge liczbe nieujemng w taki sposéb, ze

(1) wvol(v) = |[[v]|
(2) vol(vi, ..., vm) = ||vm — P(um)|| vol(v1, ..., vm—1),
gdzie P jest rzutem ortogonalnym przestrzeni V. na podprzestrzen lin(vy, ..., vpm—1).
Uwaga 7.3.10 Rozwazmy kartezjanskg przestrzen euklidesowa z Przykladu (a) i niech A € K
bedzie macierzg o kolumnach Ay, ..., A,.
Wtedy G(A1,...,Ay) = AT A, wiec T'(Aq, ..., A,) = (det A)? i mamy
vol(Ay, ..., A,) = |det Al. O
Nastepujaca obserwacja pokazuje, ze modul wyznacznika endomorfizmu liniowej przestrzeni euklidesowej

mozna interpretowaé jako wspoélczynnik zmiany objetosci przy tym endomorfizmie pelnowymiarowych
rownolegtoécianéw.

Twierdzenie 7.3.11 NiechT : V — V bedzie endomorfizmem liniowej przestrzeni euklidesowej (V (. )).
Dla dowolnej bazy (vi,...,v,) wV zachodzi wéwczas réwnosé

vol(T'(v1),...,T(vy)) = |det T| - vol(vy,...,vp).

Dowdéd. Niech A = [aij]?,}ﬂ bedzie macierza endomorfizmu 7" w uktadzie wspolrzednych zwigzanym z
baza (v1,...,v,) przestrzeni V, tzn. T(v;) = 3; ai;jv;. Z Lematu[7.3.3]

D(T(v1),...,T(vy)) = (det A)?-T'(vy,...,vp),

a poniewaz det T = det A, otrzymujemy teze twierdzenia. |

7.4 Orientacja i iloczyn wektorowy.

Kazdy wybor uktadu wspétrzednych o : V' — R rozbija uktady wspotrzednych w przestrzeni V na dwie
klasy: uktady wspotrzednych 7 : V. — R”, dla ktérych det(r o 0=1) > 0 oraz takie, dla ktérych ten
wyznacznik jest ujemny. To pozwala méwi¢ o orientacji przestrzeni liniowej V' nad R. Wygodniej przy
tym bedzie skupi¢ uwage na bazach (vy,...,v,) w V, a nie na zwiazanych z nimi uktadach wspélrzednych
o:V—DR" o(v;) = Ej.
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Definicja 7.4.1 Duwie bazy (v1,...,vy) @ (w1,...,w,) w przestrzeni liniowej V' nad R sq zorientowane
zgodnie (przeciwnie) jesli dla zwigzanych z nimi ukladéw wspélrzednych o : V. — R", 7 : V — R",
det(roo™1) >0 (det(roo™t) < 0). Wybdr bazy (vi,...,v,) wV ustala orientacje V - klase wszystkich
baz w V, ktore sq z nig zgodnie zorientowane. Orientacja standardowa R™ jest wyznaczona przez baze
standardowq (Ex, ..., E,).

W przestrzeniach euklidesowych (V,( ,)) pojecie orientacji ma klarowna interpretacje geometryczna:
bazy (v1,...,v,) 1 (w1,...,w,) maja zgodne orientacje jesli dla kazdego ¢ z przedziatu [0, 1] istnieje baza
(ui(t),...,un(t)) taka, ze u;(0) = v;, u;(1) = wj, oraz wektory wu;(t) zaleza od t w sposéb ciagty, tzn.
tm — to implikuje ||u;(tm) — u;(to)|| — 0. Wyjadnimy to w czesci uzupelnien.

Wtlasnoéé opisana w nastepnym twierdzeniu wyréznia klase izomorfizméw zachowujgcych orientacje V.

Twierdzenie 7.4.2 NiechT : V — V bedzie izomorfizmem. Wowczas detT > 0 wtedy i tylko wtedy,
gdy pewna (réwnowaznie — kazda) baza (vi,...,v,) wV jest zgodnie zorientowana z bazq (T'(v1), ..., T(vy)).

Dowdd. Niech ¢ : V. — R" bedzie ukladem wspolrzednych zwiazanym z baza (T'(v1),...,T(vy)).
Woéwezas 7 = oo T : V. — R” jest ukladem wspdlrzednych zwiazanym z baza (vi,...,v,). Poniewaz
Too l=00Too™ ! wiec det(r oo~ t) = det MI(T). [

Dla kazdego liniowo niezaleznego ukltadu (vy, ..., v,—1), w n-wymiarowej liniowej przestrzeni euklidesowej
(V,(,)) istnieja doktadnie dwa wektory o normie 1 prostopadle do lin(vy,...,v,—1). Ustalona orientacja
V pozwala wyrdzniaé jeden z nich, co prowadzi do waznej operacji iloczynu wektorowego.

Definicja 7.4.3 Niech baza (u1, . .., u,) wyznacza orientacje w liniowej przestrzeni euklidesowej (V, (, )).
Dla kazdego liniowo niezaleznego uktadu (vy, ..., vp—1) wV, iloczynem wektorowym wektoréw tego ukladu
nazywamy (jednoznacznie wyznaczony) wektor vy X ... X v,_1 spelniajacy nastepujoce warunki:

(1) V1 X ... X Up_q € lin(vl,...,vn_l)l,

(2) [lor X ... X vp_1]] = vol(v1, ..., Un—1),

(3) baza (Vi,...,Up—1,V1 X ... X Up_1) jest zorientowana zgodnie z (U1, ..., Uy).

Jesli uklad (vi,...,vp—1) jest liniowo zalezny, przyjmujemy vy X ... X vp—1 = 0.

Twierdzenie 7.4.4 Niech (R",{ ,)) bedzie kartezjariskq przestrzeniq euklidesowq, (X,Y) = XY,

z orientacjq standardowq. Wéwczas dla dowolnego ukladu wektoréw (Ay, ..., Ap—1) wR"
by

(%) Arx...x Ay 1= | |, gdzieb; = (=1)""detA(i) dla macierzy A(i) otrzymanej
by, z macierzy [A1, ..., An—1] przez skreslenie i-tego wiersza.

Dowéd. Niech B = [by,...,b,]T. Wéwezas (A;, B) = ATB = det[Ay,..., An_1, A;], co otrzymujemy
rozwijajac wyznacznik wzgledem ostatniej kolumny, a poniewaz wyznacznik tej macierzy jest zerem, bo
i-ta kolumna jest réwna n-tej, (4;, B) = 0. Zatem B L lin(A4;,..., Ay—1).

Niech M = det[Ai,...,Ap—1, B]. Wowczas det M = vol(Ay,...,An—1,B) = vol(Ai,...,An_1)||B]|.
Rozwijajac det M wzgledem ostatniej kolumny M widzimy tez, ze det M = (B, B) = ||B||> > 0. Tak
wiec ||B|| = vol(4y,...,A,—1) i uklad kolumn M jest zorientowany zgodnie z baza standardowa R"™. W

Z wzoru (%) w Twierdzeniu wynika, ze iloczyn wektorowy w przestrzeni (R™, ( , )) ze standardowa
orientacja jest liniowy ze wzgledu na kazdy czynnik z osobna i antysymetryczny (przestawienie dwéch
argumentow zmienia znak iloczynu).

Jak zobaczymy w nastepnej czesci, jest tak w dowolnej n-wymiarowej liniowej przestrzeni euklidesowej
z orientacja, bo uklad wspélrzednych zwiazany z ortonormalng baza dodatnio zorientowana identyfikuje
te przestrzen z (R™, ( , )) z orientacja standardowa.
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7.5 Prostokatne uklady wspélrzednych.

Wiéréd uktadéw wspolrzednych na liniowej przestrzeni euklidesowej wyrdzniong role pelnia uklady za-
chowujace iloczyn skalarny — prostokatne uktady wspoétrzednych.

Definicja 7.5.1 Uklad wspélrzednych o : V. — R™ w liniowej przestrzeni euklidesowej (V,( ,)) zwig-
zany z bazqg ortonormalng V, bedziemy nazywaé prostokgtnym uktadem wspotrzednych.

Uwaga 7.5.2 Jedli uklad wspélrzednych o : V. — R™ w przestrzeni (V,( ,)) jest zwiazany z baza
ortonormalng (vy,...,vy), to

(u,v1)
(a) o(u) = ; dlauw eV,
(u,vp)

bo mnozac u = ), x;v; obustronnie przez v; dostajemy (u,v;) = x;;

(b) (u,) = {o(w),0(v)) dlaw,veV,
gdzie po prawej stronie réwnosci jest iloczyn skalarny w kartezjanskiej przestrzeni euklidesowej
(R™, (, )) opisanej w Przykladzie (a).

Aby uzasadnié (b) rozpatrzmy u = >, z;v;, v = > Y;vj 1 zauwazmy, ze z warunku v; L v; dlai # j
oraz (v;,v;) = 1 wynika (u,v) = (3, TV ) yjvj) = > iy = (o(u), o(v)). 0

Zauwazmy tez, ze warunek zachowania iloczynu skalarnego odnotowany w (b) charakteryzuje prostokatne
uktady wspotrzednych.

Uwaga 7.5.3 7 istnienia prostokatnych uktadéw wspédtrzednych wynika takze, ze dla kazdych dwéch
n-wymiarowych liniowych przestrzeni euklidesowych (V, (, )) i (W, (, )) istnieje izomorfizm T : V — W
zachowujacy iloczyn skalarny, tzn. (u,v) = (T'(u), T (v)).

Istotnie, dla prostokatnych uktadéw wspoétrzednych o:V — R" i 7 : W — R", z Uwagi m (b)
wynika, ze T = 77! o ¢ zachowuje iloczyn skalarny. U
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8 Endomorfizmy przestrzeni euklidesowych

W tym rozdziale oméwimy dwie wazne klasy endomorfizméw T : V. — V liniowych przestrzeni eukli-

desowych (V,(,)) — endomorfizmy samosprzezone (tzn. takie, ze (v,T(w)) = (T'(v),w)) oraz izometrie

liniowe (spelniajace warunek (v, w) = (T'(v), T (w))).

Gléwnymi wynikami sg dwa twierdzenia, z ktérych pierwsze méwi, ze endomorfizmy samosprzezone maja

w pewnym prostokatnym uktadzie wspoélrzednych macierz diagonalng, a drugie, ze izometrie liniowe

maja w pewnym prostokatnym uktadzie wspotrzednych macierz majaca na przekatnej albo +1, albo tez

macierze obrotu plaszczyzny C(.)SH —sing .
sinf  cosf

Oba te fakty mozna wyprowadzié¢ z zasadniczego twierdzenia algebry, przy czym macierz obrotu o kat 6

odpowiada zespolonej wartosci wlasnej A = cos + isin izometrii liniowej. Takie uzasadnienie naszki-

cujemy w czesci [14.2] uzupelnien.

Warto tez jednak pokazaé¢ dowody tych twierdzen nie wychodzace poza dziedzine rzeczywista i to podej-

Scie przedstawimy ponizej.

8.1 Endomorfizmy samosprzezone.

Definicja 8.1.1 Endomorfizm T : V. — V liniowej przestrzeni euklidesowej (V,( ,)) jest samosprze-
Zony, jesli (v, T(w)) = (T'(v),w) dla v,w € V.

Uwaga 8.1.2 Niech A € R}'. Endomorfizm T'(X) = AX kartezjanskiej przestrzeni euklidesowej (R”, (, ))
jest samosprzezony wtedy i tylko wtedy, gdy macierz A jest symetryczna, czyli A = AT

Istotnie, warunek (X, T(Y)) = (T(X),Y) oznacza, ze XTAY = (AX)TY = XTATY, a wiec, z dowol-
noéci X,Y € R, jest on réwnowazny symetrii macierzy A. O

Dwie podstawowe wlasnosci endomorfizméw samosprzezonych (charakteryzujace te klase), to istnienie
wektoréw wlasnych i zachowywanie przestrzeni ortogonalnych do podprzestrzeni niezmienniczych.

Druga z tych wlasnosci bardzo tatwo uzasadnié.

Uwaga 8.1.3 Niech T': V — V bedzie endomorfizmem samosprzezonym liniowej przestrzeni euklide-
sowej (V,(,)) i niech W C V bedzie podprzestrzenia taka, ze T(W) C W. Wéwezas T(WL) ¢ W,

Istotnie, jesli v € W+, to dla dowolnego w € W mamy 0 = (v, T(w)) = (T(v),w), a wiec T'(v) € W+. O
Przejdziemy teraz do dowodu istnienia wektoréw wlasnych dla endomorfizméw samosprzezonych.

Twierdzenie 8.1.4 Dla kazdego endomorfizmu samosprzezonego T : V. — V liniowej przestrzeni eu-
klidesowej (V, ( ,)) istnieje wektor wlasny w € V' taki, Ze

(%) lwl[ =1 oraz (w,T(w)) = sup{{v, T'(v)) : |[v|| = 1}.

Dowdd. Istnienie wektora spelniajacego () wynika z twierdzenia Weierstrassa zastosowanego do funkcji
v — (v,T'(v)) na sferze jednostkowej {v € V : ||v|| = 1}, co wyjasnimy w uzupelnieniach, zob. Lemat
14.1.2]

Dla dowodu twierdzenia wystarczy teraz pokazaé, ze wektor w spetniajacy () jest wektorem wlasnym 7.
|[wl] [[w]|

Tak jest jesli T'(w) = 0. Zatézmy wiec T'(w) # 01 dla t z przedzialu J = (_W’ W) C R potézmy

1

"0 = )]

Okreslmy funkcje ¢ : J — R wzorem

(w+tT(w)) .

(w, T(w)) + 2t{T (w), T(w)) + t*(T(w), T?(w))
(w,w) + 2t(w, T'(w)) + t2(T(w), T(w))
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(w liczniku skorzystalismy z réwnoéci (w, T?(w)) = (T'(w), T(w)) wynikajacej z samosprzezonoéci T).

Poniewaz ||v(t)|| = 11 v(0) = w, z (%) wynika, ze funkcja ¢ osiaga maksimum w punkcie ¢t = 0, a wiec
¢'(0) = 0. Z drugiej strony,
&(0) = 2(T (w), T(w))(w, w) = 2w, T'(w)) (w, T'(w))
2 )

(w, w)

wiec (w, T'(w))? = (w, w)(T(w), T(w)) i z warunku réwnoéci w nieréwnosci Schwarza, zob. dosta-
jemy T'(w) € lin(w). [

Laczac Twierdzenie [8.1.4] i Uwage [B.1.3] otrzymujemy gléwne twierdzenie tej czesci

Twierdzenie 8.1.5 Dla kazdego endomorfizmu samosprzezonego T : V. — V liniowej przestrzeni eu-
klidesowej (V,{ ,)) istnieje baza ortonormalna V zloZona z wektoréw wlasnych T. W prostokatnym
ukladzie wspotrzednych zwigzanym z tg bazg endomorfizm T ma macierz diagonalng.

Dowdéd. Zaldézmy, ze pierwsza czesé tezy jest prawdziwa dla endomorfizméw samosprzezonych na prze-
strzeniach euklidesowych wymiaru mniejszego niz dim V.

Niech w bedzie wektorem wlasnym dla 7', ||w|| = 1 i niech U = lin(w)*. Z Uwagi obciecie T|\U
jest endomorfizmem smosprzezonym U i zatozenie indukcyjne zapewnia istnienie bazy ortonormalnej U
zlozonej z wektoréow wlasnych T'. Dolaczajac do tej bazy wektor w dostajemy ortonormalng baze V'
zlozong z wektorow wiasnych T'. Druga cze$¢ tezy wynika z czedci pierwszej, zob. Uwaga [6.1.11 |

Przed przeformutowaniem tego twierdzenia w jezyku macierzowym, wprowadzimy klase macierzy orto-
gonalnych, écisle zwigzanych z izometriami liniowymi.

Definicja 8.1.6 Macierz C € R? jest ortogonalna, jesli CT = C~1.

Zauwazmy, ze warunek ortogonalnosci, CTC = I,, oznacza, ze kolumny macierzy C tworza baze ortonor-
malna w kartezjanskiej przestrzeni euklidesowej (R™, ( , )). Ponadto, ortogonalnosé¢ C' jest réwnowazna
ortogonalnosci macierzy C7', bo warunki CTC = I,, i CCT = I,, sa réwnowazne.

Whiosek 8.1.7 Dla kazdej macierzy symetrycznej A € R} istnieje macierz ortogonalna C' € R} taka,
ze macierz CT AC jest diagonalna.

Dowdéd. Rozpatrzmy kartezjanska przestrzen euklidesowa (R™,( ,)) i endomorfizm T(X) = AX tej
przestrzeni. Jak zauwazyliémy w Uwadze endomorfizm T jest samosprzezony i niech ¢ : R* — R"
bedzie prostokatnym ukladem wspolrzednych zwiazanym z ortonormalna baza (C1,...,Cy) w (R™, (, )),
ztozong z wektoréw wiasnych T. Macierz MZ(T) = M(coT oo™ ') = M(c)AM (o~ 1) jest diagonalna,
aC =Mo" =][Cy,...,C,] jest macierza ortogonalna, wiec CT AC = C~1AC = M2(T). [ |

8.2 Izometrie liniowe.

Definicja 8.2.1 Izomorfizm T : V. — W liniowych przestrzeni euklidesowych (V,( , ))v i (W, (, ))w
nazywamy izometrig liniowg, jesli T' zachowugje tloczyn skalarny, tzn. spelnia warunek

(u,v)y = (T(u), T(v))w dla u,v e V.

W szczegolnosei, kazdy prostokatny uklad wspélrzednych o : V- — R™ jest izometria liniowa, a w [7.5.3]
zauwazyliSmy, ze dla dowolnych dwdch n-wymiarowych liniowych przestrzeni euklidesowych (V, (, )y/) i
(W, (, )w) istnieje izometria liniowa V na W.
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Uwaga 8.2.2 Endomorfizm T : R” — R”™ kartezjanskiej przestrzeni euklidesowej (R™,( ,)) jest izo-
metria liniowa wtedy i tylko wtedy, gdy macierz M (T') jest ortogonalna.

Istotnie, jesli T' jest izometria liniowa, to kolumny macierzy M(T) = [T(E1),...,T(E,)] tworza baze
ortonormalng R™ jako obrazy wektoréw ortonormalnej bazy standardowej, wiec M (T)T M(T) = I,,, czyli
M (T) jest macierza ortogonalna. Jesli M = M (T') jest macierza ortogonalna, to dla X,Y € R™ mamy
(T(X), T(Y))=(MX)TMY = XT(MTM)Y = XTI,Y = (X,Y), wiec T jest izometrig liniows. O

Uwaga 8.2.3 Dla kazdej izometrii liniowej 7' : R?> — R? dwuwymiarowej kartezjaniskiej przestrzeni
euklidesowej (R?, ( , )) istnieje prostokatny ukltad wspétrzednych o : R? — R? taki, ze

MZ(T) = l (;?rslz _(f:;z ] (i wéwcezas T jest obrotem R? o kat 0, 0 = idg2)
lub tez
MZ(T) = (1) _(1) ] (i wéwezas T jest symetria ortogonalng V' wzgledem pewnej prostej).

Istotnie, macierz M (T) = [T'(E1),T(F3)] jest ortogonalna. Jedli T(E;) = [a,b]T dla a,b € R?, to M(T)
ma postaé

a —b a b . 2 2
lb a] lub lb _a],gdmea +b" =1

W pierwszym przypadku det T = 1 i wéwczas T jest obrotem R? o kat  taki, ze a = cos 6, b = sin 6.

W drugim przypadku detT = —1, wielomian charakterystyczny wy(z) = 22 — 1 = (1 — z)(-1 — z),
wiec R? ma ortonormalng baze (C1, Co) taka, ze T(C1) = Oy i T(C3) = —Cy. W prostokatnym uktadzie
wspotrzednych o : R? — R? zwigzanym z ta baza M2 (T) jest macierza diagonalna z 1, —1 na przekatne;.

O

Z tej uwagi wynika, ze kazda izometria liniowa S : W — W plaszczyzny euklidesowej (W, ( , )) jest
obrotem tej plaszczyzny (jesli det S = 1) lub symetrig ortogonalna wzgledem pewnej prostej U C W
(jesli det S = —1). Pokazemy, ze izometrie liniowe przestrzeni euklidesowej wymiaru > 2 sa zlozeniem
obrotow we wzajemnie ortogonalnych plaszczyznach i symetrii ortogonalnej wzgledem podprzestrzeni
zawierajacej te plaszczyzny.

Twierdzenie 8.2.4 Dia kazdej izometrii liniowej T : V. — V liniowej przestrzeni euklidesowej (V, (, ))
wymiaru n istnieje prostokgtny uklad wspdlrzednych o : V. — R™ taki, ze MZ(T) ma na przekgtnej
cos) —sind

Ginfd  cosd lub skalary 1.

macierze obrotow [

W jezyku macierzowym Twierdzenie formutuje sie nastepujaco.

Whiosek 8.2.5 Dla kazdej macierzy ortogonalnej A € R} istnieje macierz ortogonalna C' taka, Ze
CTAC (= C7YAC) ma na przekgtnej macierze obrotow lub skalary +1.

Do dowodu twierdzenia potrzebna bedzie nastepujaca obserwacja wynikajaca z Twierdzenia [8:1.4]

Lemat 8.2.6 Dla kazdej izometrii liniowej T : V. — V liniowej przestrzeni euklidesowej (V,( ,))
wymiary > 2 istnieje podprzestrzen W C V' taka, ze T(W) C W oraz dim W < 2.

Dowdéd. Zauwazmy najpierw, ze podstawiajac w = T'(v) w réwnosci (u,v) = (T'(u),T'(v)), warunek
zachowania iloczynéw skalarnych mozna przepisa¢ w postaci (u, T~ (w)) = (T'(u), w). Zastepujac w tym
warunku izometrie liniowa T przez T~!: V — V, dostajemy réwniez (u, T'(w)) = (T 1 (u),w), a stad

(u, (T + T (w)) = (u, T(w)) + (u, T~ (w)) = (T~} (w),w) + (T (w),w) = (T~ +T)(u), w),
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co oznacza, ze endomorfizm T+ T~1 : V — V jest samosprzezony.

Z Twierdzenia istnieje wiec niezerowy wektor v € V i A € R takie, ze (T + T~ 1)(v) = \v. Zatem
T(T+T7 1) (v) = AT(v) i stad T?(v) = \T'(v) — v.

Niech W = lin(v, T'(v)). Poniewaz, jak zauwazyliémy 72(v) € W, mamy T(W) C W. [ |

Dowé6d Twierdzenia Zalézmy, ze teza jest prawdziwa dla izometrii liniowych przestrzeni eu-
klidesowych wymiaru mniejszego niz dim V' = n i niech W C V bedzie podprzestrzenia wymiaru k < 2
spelniajaca warunki Lematu [8.2.6)

Jesli k = 1, to T|W jest identycznoscia lub operacja mnozenia przez —1. Jesli k = 2, to T|W jest
obrotem W lub symetria ortogonalna W wzgledem pewnej prostej, zob. Uwaga [8.2.3] Zatem w W
istnieje prostokatny uktad wspétrzednych 7 : W — RF taki, ze macierz M7 (T|W) jest macierza obrotu
lub macierza diagonalna majaca na przekatnej 1, —1.

Poniewaz T jest izometria liniowa i (W) = W, mamy réwniez T'(W+) = W+. Ustalmy prostokatny
uktad wspétrzednych 7, : W+ — R" % w W+ dany przez zalozenie indukcyjne.

Dla prostokatnego uktadu wspétrzednych o : V — R"™ zwiazanego z bazg ortonormalng powstala przez
dolaczenie do bazy W+ zwigzanej z 7., bazy W zwiazanej z 7, macierz MZ(T) jest postaci opisanej
w twierdzeniu. [

Na zakonczenie tej czesci podamy Twierdzenie [8.2.8 charakteryzujace izometrie liniowe przy pomocy
warunku stabszego niz warunek przyjety w definicji, wyjasniajacego przy tym lepiej terminologie.

Uwaga 8.2.7 Dla izomorfizmu T : V. — V liniowe] przestrzeni euklidesowej (V, ( , )) warunek zacho-
wywania iloczynu skalarnego jest réwnowazny (formalnie slabszemu) warunkowi zachowywania normy

ol = IT()I| dla veV,
Istotnie, z (u — v,u — v) = (u,u) — 2(u,v) + (v,v) dla u,v € V mamy
(%) (u,v) = 5(I[ul* + 1ol = |lu —[]?),
wiec iloczyn jest wyznaczony przez norme, a stad zachowanie normy implikuje zachowanie iloczynu. [

Modyfikujac zalozenie o zachowywaniu normy w Uwadze mozemy zrezygnowaé z zalozenia linio-
woéci przeksztalcenia.

Twierdzenie 8.2.8 Jesli f : V. — V jest przeksztalceniem liniowej przestrzeni euklidesowej (V,( ,))
takim, Ze
() f0)=0 i |lu—vl[=|f(u) = f(v)|]| dlau,veV,

to f jest izometrig liniowq.

Dowdd. Niech o : V. — R" bedzie prostokatnym ukladem wspélrzednych zwiazanym z ortonormalna
baza (v1,...,v,) w V. Z (xx) i (%) wynika, ze f zachowuje iloczyn skalarny, wiec (f(v1),..., f(v,)) tez
jest baza ortonormalng V. Oznaczmy przez T prostokatny uktad wspotrzednych zwiazany z tg baza.

Z Uwagi (a) mamy o(u) = [{u,v1), ..., (u,v)]" = [(f(w), f(v1)), ..., (f(u), f(vn))]" = 7(f(u)) dla

uw €V, wiec f =71 00 jest izometria liniowa jako zlozenie dwéch izometrii liniowych. |
Udowodnimy jeszcze pewne wzmocnienie Twierdzenia [8.2.8
Twierdzenie 8.2.9% Niech A C V bedzie podzbiorem liniowej przestrzeni euklidesowej (V,( ,)) zawie-

rajgcym 0. Jesli funkcja f - A — V spelnia warunek (xx) dla u,v € A, to istnieje izometria liniowa
T:V —V taka, 2e T|A=f
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Dowdéd. Niech (v1,...,v,,) bedzie liniowo niezaleznym ukladem wektoréw z A takim, ze A jest zawarte
w U = lin(vy, ..., vy). Podobnie jak w dowodzie

(u,v) = (f(u), f(v)) dla u,v € A.

W szezegdlnodei, réwne sa macierze Grama G(vy, ..., vy) = G(f(v1),. .., f(vm)) i z Uwagi wynika,
ze uktad (f(v1),..., f(vm)) jest baza przestrzeni W = lin(f(vy),..., f(vm)). Mamy tez f(A) C W, bo
gdyby f(u) ¢ W dla pewnego u € A, to sprzecznie z Uwaga uklad liniowo zalezny (v1,...,Vm,u)
przechodzitby na uklad liniowo niezalezny (f(v1), ..., f(vm), f(w)).

Przeksztalcenie liniowe S : U — W takie, ze S(v;) = f(v;) jest izometrig liniowa, bo réwne sa macierze

Grama G(v1,...,vm) = G(S(v1),...,S5(vm)), zob. Uwaga [7.3.2]
Dlau e A, B B B
(S(u), S(v))) = (u,v5) = (f(w), fvg)) = (f(w),S(v;)) dla j<m,
wiec (S(u) — f(u),w) =0 dlaw € W, astad ||S(u) — f(u)|| = 0, czyli S|A = f.
Dla zakoniczenia dowodu wystarczy teraz przedtuzyé¢ S do izometrii liniowej T : V' — V przy pomocy
dowolnej izometrii liniowej przeprowadzajacej U+ na W+, |

8.3 *Sprzezenie endomorfizmu przestrzeni euklidesowej.

W tej czesci opiszemy kanoniczny izomorfizm przestrzeni euklidesowej z przestrzenia sprzezona i wy-
jasnimy zwiazek operacji sprzezenia endomorfizmu opisanej w Definicji [4.7.4] z pojeciem endomorfizmu
samosprzezonego przestrzeni euklidesowe;.

Niech (V,( ,)) bedzie liniowa przestrzenia euklidesowa wymiaru n. Kazdemu wektorowi v € V' przypo-
rzadkujmy funkcjonal f,, € V* okreslony wzorem

(1) fv(u) = <u,v>.

Przeksztalcenie v — f,, jest liniowe i jegli v # 0, to f, # 0 (w V*), bo f,(v) = ||[v||*> # 0, a wiec to
przyporzadkowanie jest izomorfizmem V na V*. Ten kanoniczny izomorfizm pozwala utozsamiaé V z V*,
przy ustalonym iloczynie skalarnym w V.

Zauwazmy, ze jesli (v1,...,v,) jest baza ortonormalna w V', to uktad (f,,,..., fu,) jest baza dualng do
niej w V*, bo fy,(v;) = (v, v;).

Niech T': V. — V bedzie endomorfizmem i niech T* : V* — V* bedzie endomorfizmem sprzezonym
okreslonym w [£.7.4] Utozsamienie V* z V pozwala interpretowaé¢ T* jako endomorfizm T* : V. — V
(oznaczany tak samo jak endomorfizm na V*) taki, ze dla v € V mamy (w V*)

frew)y =T (fo),

gdzie po prawej stronie réwnosci wystepuje endomorfizm 7% : V* — V*  a po lewej jego odpowiednik
T*:V — V. Z (1) obliczamy wartoé¢ funkcjonatu fr.(,) na wektorze u € V jako fr«(,y(u) = (u, T*(v)),
a z[4.7.4] prawa strona réwnosci ma na u warto$¢ T*(f,)(u) = fo(T(w)) = (T (u), ).

Wykorzystujac izomorfizm kanoniczny otrzymaliSmy wiec endomorfizm 7% : V — V taki, ze

(2) (u, T"(v)) = (T(u), v).

Endomorfizm T* : V' — V opisany formula (2) nazywamy endomorfizmem sprzezonym do T ze wzgledu
na iloczyn skalarny ( , ).

W szczegblnoéci, samosprzezonosé T oznacza, ze T* = T, a warunek T* = T~ okre§la izometrie liniowe.
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9 Przestrzenie afiniczne

W tym rozdziale skupimy uwage na geometrii — doktadniej, geometrii analitycznej. Zblizajac nasz jezyk do
jezyka geometrii, wprowadzimy pojecie przestrzeni afinicznej, obiektu, w ktoérym wyroznia sie¢ przestrzen
punktéw E' i przestrzen wektoréw swobodnych Enad E , dzialajacych na E jako bijekcje — przesuniecia,
przy czym dodawaniu wektoréw w E odpowiada skladanie przesunie¢ w F.

Zaczniemy od omdwienia struktury afinicznej przestrzeni K™.

9.1 Struktura afiniczna przestrzeni wspoéirzednych.

Struktura afiniczna przestrzeni K" zwigzana jest z warstwami — przesunieciami podprzestrzeni liniowych
tej przestrzeni oraz przeksztalceniami afinicznymi — ztozeniami endomorfizméw K" z przesunieciami.

O ile wektor zerowy w K" petni wyrdzniong role wzgledem klasy przeksztalcen liniowych, K™ jest prze-
strzenia jednorodng ze wzgledu na przeksztalcenia afiniczne — klasa takich przeksztalcen nie wyrdznia
zadnego elementu K.

Definicja 9.1.1 Warstwg podprzestrzeni W C K" przechodzgcq przez wektor Xo € K™ nazywamy zbior
Xo+W={Xo+Z:ZecW} CK".

Jesli Xo € W, to warstwa Xg + W nie jest podprzestrzenia liniowa K", bo 0 ¢ Xg 4+ W.

W Twierdzeniu pokazaliSmy, ze zbidr rozwigzan niesprzecznego ukladu réwnan AX = B, gdzie
A € K", B € K™, jest warstwa X, + N(A) podprzestrzeni N(A) rozwiazan jednorodnego uktadu
AX = 0 przechodzaca przez (dowolne) rozwiazanie X, uktadu AX = B.

Zauwazmy tez, ze dla macierzy A € K" warstwa Xo + N(A) € K" jest zbiorem rozwiazan uktadu
réwnan AX = B, gdzie B = AXy. Z Twierdzenia wynika wiec, ze kazda warstwa w K" jest zbiorem
rozwigzan pewnego niesprzecznego uktadu réwnan liniowych.

Zbiér R rozwiazan niesprzecznego uktadu réwnan liniowych AX = B wyznacza zbiér {Y — X : X|Y € R}
rozwigzan uktadu jednorodnego, wiec kazda warstwa R jednoznacznie wyznacza podprzestrzen W taka,
ze R = X,+W dla dowolnego X, € R. Wymiar W nazywamy wymiarem warstwy R. Warstwy wymiaru 1
nazywamy prostymi, a warstwy wymiaru n — 1, hiperptaszczyznami w K.

Definicja 9.1.2 Méwimy, zZe przeksztalcenie f : K" — K™ jest afiniczne, jesli f(X) = AX + B dla
A e K" B = f(0) € K™. Przeksztalcenie afiniczne f wyznacza przeksztalcenie liniowe T : K" — K™
dane wzorem T(X) = f(X) — f(0) = AX, ktére nazywamy czescig liniowg f i oznaczamy przez f.
Przeksztatcenie afiniczne f: K" — K" nazywamy izomorfizmem afinicznym K", jesli macierz A jest
odwracalna.

Uwaga 9.1.3 Niech f(X) = AX + B bedzie przeksztalceniem afinicznym K" w K.
(a) Dla dowolnego X € K"

—

(+) FIX+2) = f(X) + f(2) dla Z € K"
Istotnie, f(X +2)=AX+2)+ B=AX+AZ+B = f(X)+ AZ.

(b) JeSlim =ni f jest izomorfizmem afinicznym K", to f ma przeksztalcenie odwrotne, ktére tez jest
izomorfizmem afinicznym K®, bozY = AX+B mamy f~}(Y) = A~Y(Y-B) = A=Y +A~1(-B).

(c) Zlozenie przeksztalcenia afinicznego f z przeksztalceniem afinicznym g : K™ — K! jest prze-
ksztalceniem afinicznym go f : K® — K/, bo dla f(X) = AX + B ig(Y) = CY + D zlozenie go f
jest dane wzorem go f(X)=C(AX +B)+ D = (CA)X + (CB+ D). O

Odnotujmy na koniec, ze przeksztalcenia afiniczne f : K — K" przeksztalcaja warstwy w K" na war-
stwy w K", zob. (x) w Uwadze
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9.2 Przestrzenie afiniczne.

Przed wprowadzeniem ogdlnej definicji przestrzeni afinicznej, wyjasnimy to pojecie na podstawowym
przyktadzie kartezjanskiej przestrzeni afinicznej K".

Przyklad 9.2.1 Piszac K" wskazujemy, ze elementy n-tej potegi kartezjanskiej K traktujemy jako
punkty, odrézniajac K" od przestrzeni liniowej K™, ktorej elementami sa wektory—kolumny.

Punkty bedziemy oznaczaé literami p,q, ..., a wspolrzedne punktu bedziemy zapisywaé¢ w nawiasach
okraglych, p = (x1,...,z,). Kazda para punktéw p = (z1,...,2,), ¢ = (y1,...,Yyn) W K" wyznacza
wektor pg = [y1 — 21,...,Yn — xn]T € K",

Wektor Z = [z1,...,2,]7 € K" mozna zaczepi¢ w dowolnym punkcie p = (x1,...,z,) € K", w wyniku
czego otrzymuje sie punkt p+ Z = (x1 + 21, ..., Tp + 25) (W szezegdlnosei, p + pg = q). Tak wiee, kazdy
wektor Z € K" wyznacza bijekcje p — p+ Z przestrzeni punktéw K™ na siebie — przesuniecie o wektor
Z,przy czym p+ (X +Y) = (p+X)+Y, a wiec operacji dodawania wektoréw w K" odpowiada sktadanie
przesunieé o te wektory w K™.

Pojecie przestrzeni afinicznej pozwala uwolnié¢ sie od wspdélrzednych przypisanych punktom, jak to ma
miejsce w Przykladzie

Definicja 9.2.2 Przestrzeniq afiniczng nad ciatem K nazywamy tréjke (E, E,—H—), gdzie E jest niepustym
zbitorem punktow, E jest przestrzenig lintowg nad K, ktorej elementy nazywamy wektorami swobodnyms
nad E, a 4 : EX E—FE jest operacjq zaczepiania wektorow swobodnych w punktach takq, Ze przyjmujgc
oznaczenie 4 (p,u) = p + u, mamy

(0) p+0=pdlapeFE,

(1) (p+uw)+v=p+ u+v) dlau,vekE,

(2)  Dla kazdej pary punktow p, q € E istnieje dokladnie jeden wektor u € E taki, ze p+u = q (bedziemy
go oznaczaé symbolem pq).

Dla uproszczenia oznaczen, zamiast (F, E ,4) bedziemy czesto pisaé¢ E, a elementy E bedziemy nazywaé
po prostu wektorami nad FE.

Wymiarem dim E przestrzeni afinicznej E bedziemy nazywaé wymiar przestrzeni E.

Uwaga 9.2.3 (a) Warunek (2) w definicji oznacza, ze dla ustalonego p € E (punktu poczatkowego)
przyporzadkowanie wektorowi u € E punktu p+u € E (kofica wektora u zaczepionego w p) ustala
wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$é¢ miedzy F i E (operacja odwrotna jest przyporzadkowanie
punktowi ¢ wektora pg). Punkt poczatkowy p odpowiada wtedy wektorowi zerowemu.

(b) Warunek (1) méwi jak wektor przyporzadkowany punktowi zmienia sie w wyniku zastapienia
punktu poczatkowego p przez inny punkt ¢: podstawiajac ¢ = p + pg do r = ¢ + g7 dostajemy
r=(p+pq) +qr =p+ (pg+qr), a stad

P =i+ T
W szczegblnosei, dla r = p mamy 0 = pp = pg + qp, czyli gp = —pq. m

Przyklad 9.2.4 Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad K. Podobnie jak w Przykladzie [9.2.1] piszac
V rozpatrujemy V jako zbiér punktéw i okreslamy przestrzen afiniczng (V,V,%) definiujac operacje
zaczepienia wektora v € V' w punkcie p € V wzorem +(p,u) = p + u, gdzie plus po prawej stronie jest
operacja dodawania wektorow w V.

W przestrzeni afinicznej E wyrdznimy niepuste podzbiory odpowiadajace warstwom w K" zdefiniowanym
w pierwszej czesci tego rozdziatu.
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Uwaga 9.2.5 Niech W C E bedzie podprzestrzenia liniowa przestrzeni E wektoréw swobodnych nad E
iniech p+W = {p+w: w € W} C E bedzie zbiorem koncéw wektoréw z W zaczepionych w ustalonym
punkcie p € E. Wowczas dla kazdego punktu g € p+ W mamy ¢+ W =p+ W.

Istotnie, ¢ € p+ W oznacza, ze ¢ = p + u dla pewnego wektora u € W. Wtedy ¢+ W = (p+u) + W =
{p+ru)+tw:weWl={p+u+tw):weW}=p+W. O

Z tej uwagi wynika, ze zbiér p + W wyznacza podprzestrzen W wzorem W = {qr" : ¢,7 € p+ W} i jest
zamkniety ze wzgledu na operacje zaczepiania wektoréw z W w punktach p+W. Zatem zbior p+W C E
dziedziczy w naturalny sposob strukture afiniczna z przestrzeni (FE, E ,4): zbiorem wektoréw swobodnych
nad p+W jest W, a operacja zaczepiania wektoréw w punktach p+W jest obcieciem operacji zaczepiania
wektoréw 4 : E x E — E do (p+ W) x W.

Definicja 9.2.6 Zbiory postacip+W C E, gdziep € E, a W C E jest podprzestrzenig przestrzeni wek-
toréw swobodnych nad E nazywamy podprzestrzeniami afinicznymi E. Przestrzeniq wektoréw swobodnych
nad p + W jest przestrzen W = {qr : q¢,r € p+ W}, a dimW jest wymiarem p + W. Podprzestrzenie
wymiaruy 1 nazywamy prostymi, a podprzestrzenie wymiaru dim E — 1, hiperplaszczyznama.

Na zakonczenie tej czeéci podamy przyklad przestrzeni afinicznej innej niz wcze$niej omawiane. Warto
jednak podkresli¢, ze jak sie okaze, kazdg przestrzen afiniczng mozna utozsamic, z zachowaniem struktury
afinicznej, z przestrzenia afiniczng odpowiedniego wymiaru, opisang w Przykladzie [9.2.1]

Przyktad 9.2.7* Niech V bedzie niezerows przestrzenia liniowa nad K i niech f : V — K bedzie
niezerowym funkqonalem liniowym. Jako FE przyjmijmy zbiér jednowymiarowych podprzestrzeni V', nie
lezacych w ker f = E. OperaCJe; +:ExE —E okre$lamy nastepujaco: jesli p € E jest jednowymiarowa
podprzestrzenia V oraz u € E wybieramy niezerowy wektor v € p i definiujemy

4 (p,u) = lin(v + f(v)u).

Bez trudu sprawdza si¢, ze operacja 4 jest okreslona poprawnie (prawa strona réwnosci nie zalezy
od wyboru v € p) i spelnia warunki (0)—(2) Definicji Zatem (E, E,+) jest przestrzenia afiniczna.

9.3 Kombinacje afiniczne.

Przeniesiemy teraz do przestrzeni afinicznych operacje srodka ciezkosci uktadu punktéw z wagami, od-
grywajaca wazng role w geometrii.

Uwaga 9.3.1 Niech (po,...,pn) bedzie ukladem punktéw w przestrzeni afinicznej E nad K i niech

ag, - ..,an € K beda skalarami o sumie Z?:o a; = 1. Woéwczas, dla dowolnego punktu poczatkowego
p € E, punkt

(*) q=p+ > 0a;pp;

spelnia warunek

(xx) Z;L:() a;qp; =0,

przy czym warunek (xx) wyznacza punkt ¢ jednoznacznie, wiec ¢ w (*) nie zalezy od wyboru p.

Zanim przejdziemy do uzasadnienia, zauwazmy, ze dla E = R”, jesli skalary a; > 0 interpretowac jako
masy rozmieszczone w punktach p; € R", to punkt ¢ spelniajacy (¥x) jest punktem, wzgledem ktorego
taki uktad pozostaje w réwnowadze, to znaczy jest srodkiem ciezkosci tego uktadu.

Aby sprawdzié, ze q okreslone wzorem (x) spelnia (x*) zauwazmy, ze ze wzoru w Uwadze (b),
qp; = qp + Ppj, a wiec Y7o a;qp; = > j—o a; (@D + pp;) = (=0 a;)qP + X j—¢ a;pp; = qp + bg = 0.

Dla sprawdzenia, ze punkt ¢ dany przez () jest jedynym punktem spelniajacym (xx), zal6zmy, ze punkt
7 € E spelnia (). Wowczas 0 = 37 a;qp; — > a;7D; = Y5 a;(qD; —TP;) = >0 a;(qp; +Dj7) =
(Y=o a;)q" = qt', a wigc r = q. O
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W uzasadnieniu uwagi istotne byto zalozenie, ze wagi sumuja sie do jednosci. Mowiac o wagach ag, . .., an
rozmieszczonych w punktach po, ..., p, bedziemy zawsze zakladaé, ze Z _gaj = 1.

Definicja 9.3.2 Kombinacjg afiniczng ukladu punktow (po,...,pn) w przestrzeni afinicznej E nad K,
z wagami ag,...,an € K, 37 ga; = 1, nazywamy punkt q dany wzorem (x) (gdzie punkt p € E jest
dowolny) i przyjmujemy oznaczenie q = quzo a;p;.

Zauwazmy, ze podprzestrzenie afiniczne p + W w E sa zamkniete ze wzgledu na kombinacje afiniczne
w E, co wynika natychmiast z ().

Definicja 9.3.3 Powlokq afiniczng ukladu punktéw (po, ..., pn) w przestrzeni afinicznej E nad K nazy-
wamy zbior af(po, . .., pn) wszystkich kombinacji afinicznych tego ukladu.

Twierdzenie 9.3.4 Powloka afiniczna ukladu punktéw (po, ..., pn) w przestrzeni afinicznej E jest pod-
przestrzeniq afiniczng E postaci

af(po, ..., pn) = po + lin(popi, - - ., DoPn)-

Co wiecej, af(po, ..., pn) jest najmniejszq podprzestrzeniq afiniczng E zawierajgcg wszystkie punkty p;.

Dowdéd. Poniewaz popy = 0, z wzoru (x) dla p = py dostajemy
af(po,- - pn) = {po+ L0000} : g a; = 1} = {po+ (aohomt + Xj—y a;pop;) : Yjga; = 1} =
{po + Z?:l a;pop; : a1, .., 0y € K} = po + lin(popi, - - -, Popn)-

W szczegdlnosci, pg € af(po, - - ., pn), a poniewaz powloka afiniczna uktadu punktéw nie zalezy od ich ko-
lejnoéci, mamy stad p; € af(po, . ..,pn) dla j < n. Podprzestrzenie afiniczne w E sa zamkniete ze wzgledu
na kombinacje afiniczne, wiec af(po,...,pn) jest najmniejsza podprzestrzenia afiniczng E zawierajaca
wszystkie p;. |

Definicja 9.3.5 Mowimy, zZe uklad punktow (po,...,pn) w przestrzeni afinicznej E jest afinicznie nie-
zalezny jesli podprzestrzen af(py, ..., pn) ma wymiar n.

Uwaga 9.3.6 Z Twierdzenia wynika, ze afiniczna niezaleznosé uktadu punktéw (po,...,pn) jest

réwnowazna liniowe] niezaleznosci uktadu wektoréw (popi, ..., PoPn), Przy czym py mozna zastapi¢ do-
wolnym innym punktem uktadu, bo powloka afiniczna nie zalezy od kolejnosci punktéw uktadu. ([l

9.4 Uklad bazowy, baza punktowa.

W Uwadze (a) odnotowalismy, ze wybranie punktu poczatkowego p € E ustala WzaJemme jedno-
znaczna odpovvlednlosc punktéw E z wektorami z E g — pg¢. Dodatkowy wybér bazy w E pozwala
wiec przyporzadkowaé kazdemu punktowi wspotrzedne.

Definicja 9.4.1 Ukladem bazowym w przestrzeni afinicznej E nad K nazywamy uklad (p;vi, ..., vy)
taki, Zep € E, a (v1,...,vy) jest bazqg E.

Definicja 9.4.2 Bazq punktowg w przestrzeni afinicznej E nad K nazywamy uklad punktéw (po, - .., pn)

taki, Ze (po; Popi, - - -, DoPn) jest ukladem bazowym w E.
Jesli (po,p1,-..,pn) jest baza punktowa F, to punkt ¢ € E mozna jednoznacznie zapisa¢ w ukladzie

bazowym (po; popi, - - -, PoPn) W postaci ¢ = pg + 2?21 a;pop;. Wtedy ¢ = Z?:o a;jp;j jest kombinacjg
afiniczng (po, p1, ..., pn), w ktérej waga ap = 1 — 3774 a; jest dobrana tak, by suma wag byta jednoscia.
Wagi ay, . . ., an nazywamy wspotrzednymi barycentrycznymi punktu q.

Zbiér wspélrzednych barycentrycznych, interpretowanych jako elementy K™t!, tworzy w tej przestrzeni
hiperptaszczyzne opisang réwnaniem Z —orj=1.
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9.5 Przeksztalcenia afiniczne

Rozpatrujac przeksztalcenia miedzy przestrzeniami punktéw przestrzeni afinicznych bedziemy zawsze
zakladac, ze dziedzina i przeciwdziedzina sa przestrzeniami nad tym samym ciatem K.

Przeksztalcenia afiniczne przestrzeni afinicznych, to przeksztatcenia, ktére w ustalonych uktadach bazo-
wych sa opisane przez przeksztalcenia afiniczne z K” w K™, postaci Y = AX 4 B, okreslone na poczatku
tego rozdzialu. Wygodniej jednak bedzie przyjaé jako definicje warunek niezalezny od wyboru ukladow
bazowych.

Definicja 9.5.1 Niech E, F bedq przestrzeniami afinicznymi nad K. Funkcje f : E — F nazywamy
przeksztatceniem afinicznym, jesli dla pewnego p € E istnieje przeksztalcenie liniowe f: E — F', zwane
czescig liniowq f, spelniajgce warunek

(*) flp+v)=f(p)+ fv) dlav e E.

Uwaga 9.5.2 (a) W warunku (*) mozna, bez zmiany f , zastapi¢ punkt p dowolnym punktem g € E,
bo dla g = p+u mamy f(q+v) = f(p+u+v) = f(p)+ flu+v) = f(p)+ f(w)+ f(v) = f(q) + F(v).

(b) f jest wyznaczone przez podanie obrazu f(p) jakiegokolwiek punktu p € E i czesci liniowej f

—

(¢) Zlozenie przeksztalcen afinicznych g o f jest przeksztalceniem afinicznym i g o f— go f.
Istotnie, g(f(p +v)) = g(f(p) + f(v)) = g(f(p)) + G(f(v))- O

Niech f: F — FE bedzie przeksztatceniem afinicznym. Jesli f =0, to f jest przeksztalceniem stalym.

71 ry . . . . —) %
Jesli f =1id, to f jest przesunigciem f(p+v) = f(p) +v=(p+pf(p)) +v=(p+v)+pf(p)
Jesli f =c¢-id, ¢ # 1, to f nazywamy jednokladnoscig o skali ¢ (Srodkiem tej jednokladnosci jest punkt

% . .
g=p+(1- c)_lpf(p) spetniajacy warunek f(q) = q).
Przeksztalcenie afiniczne f : E — E nazywamy rzutem na podprzestrzen p + W rownoleglym do U
(symetrig wzgledem p + W réwnoleglg do U), jesli f(p) = p i cze$¢ liniowa f jest rzutem E na W
réwnolegtym do U (symetria wzgledem W réwnolegla do U).

Deﬁnlcja 9.5.3 Przeksztaiceme afiniczne f : E — F nazywamy izomorfizmem afinicznym jesli cze$c
liniowa f E — F jest izomorfizmem liniowym.

Uwaga 9.5.4 Izomorfizm afiniczny f : £ — F ma funkcje odwrotn@ f~' : F — E, ktéra jest
izomorfizmem afinicznym zadanym warunkami f~1(f(p)) =p i (f *1) =(f)"':F—E. O

Moéwimy, ze przestrzenie afiniczne E, F' sa izomorficzne jesli istnieje izomorfizm afiniczny E na F', co
zgodnie z Wnioskiem jest réwnowazne réwnoéci wymiaréw dim E = dim F.

Na koniec tej czesci odnotujemy wazna wlasno$é przeksztalcen afinicznych (w istocie, charakteryzujaca
te klase przeksztalcen).

Uwaga 9.5.5 Przeksztalcenia afiniczne zachowuja kombinacje afiniczne.

Istotnie, dla przeksztalcenia afinicznego f : E — F warunek (%) oznacza, ze f(m) = f(p)f(q),p,q € E.

Stad dla kombinacji afinicznej >-7_q a;p; w E, gdzie 327 _ga; =1, f(XC)_gajp;) = f(p+ X7 a;pp;) =
NN — n = n n

fp) + F(XCj=0 a;pp5) = f(p) + 20 a; f (D) = f(p) + Xj=0 a;f(P)f(pj) = Xj=0 a;f (s)- O
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9.6 Afiniczne uklady wspoélrzednych.

Przeksztalcenie n-wymiarowej przestrzeni afinicznej F nad K przyporzadkowujace punktom E ich wspoél-
rzedne w ukladzie bazowym przestrzeni E okreéla w E uklad wspdtrzednych.

Definicja 9.6.1 Afinicznym ukiadem wspdlrzednych w przestrzeni afinicznej E nad K (zwigzanym z ukla-
dem bazowym (p;v1,...,v,) w E) nazywamy przeksztalcenie op : E — K" dane wzorem

op(p+v) = o(v),

gdziep € E, ao: E — K" jest uktadem wspélrzednych w E (przyporzqdkowujgeym wektorowi v € E
jego wspdlrzedne w bazie (vy,...,vy,) przestrzeni E).

Definicja afinicznego uktadu wspdirzednych jest formalnie bardzo podobna do definicji izomorfizmu afi-
nicznego — 0, przeprowadza p na 0, a “czeé¢ liniowa” o jest izomorfizmem liniowym. W istocie, o}, ustala
odpowiednio$¢ miedzy “strukturami afinicznymi” przestrzeni punktéw F i przestrzeni wektoréw K™.

Uwaga 9.6.2 (a) Jedli 0, : E — K" jest afinicznym ukladem wspdlrzednych w przestrzeni afinicz-
nej E, to dla dowolnego ¢ = p + u € E mamy

(%) 0p(q+v) = 0,(q) +o(v) dlav e E.
Istotnie, op(¢ +v) = op(p+u+v) =o0(u+v) =o(u) + o(v) = op(q) + o(v).

(b) Jesliop, 7, : E — K" sg afinicznymi ukladami wspétrzednych w E, to zlozenie o0(7,) ! : K — K
zmienia wspéhrzedne X = 7,(r) punktu 7 € E w na wspélrzedne o,(r), bo o, o (1,)"1(X) =
ap 0 (14) 1 (74(r)) = op(r). O

Fakt, ze jak wskazalidémy, afiniczne uktady wspéirzednych w E pozwalaja utozsamiaé struktury afiniczne
w E i w K", prowadzi do nastepujacego twierdzenia (implikacja (i) = (i) w tezie méwi, ze zmiana
wspolrzednych opisana w Uwadze w (c) jest izomorfizmem afinicznym K").

Twierdzenie 9.6.3 Niech 0, : E — K" bedzie afinicznym ukliadem wspdlrzednych w przestrzeni afi-
nicznej E. Dla odwracalnego przeksztalcenia ¢ : E — K" nastepujgce warunki sg rownowazne:

(i) ¢ jest afinicznym ukladem wspdlrzednych w E;
(ii) zlozenie o0 ¢! i K® — K" jest afinicznym izomorfizmem K";

(iii) zlozenie ¢~ o op: E — FE jest afinicanym izomorfizmem E.

Dowdéd. Udowodnimy réwnowaznosé (i) < (ii). Dowdd réwnowaznosci (i) < (i4i) jest analogiczny.
(1) = (i1): jesli ¢ = 74, to o © (Tq)_l(X) =op(q + X)) = op(q) + o(t71(X)) = AX + B,
gdzie A= M(co7 1) i B=o0,(q).
(i) = (i): jesli g = 0, 0 ¢! jest izomorfizmem afinicznym K" i ¢ = (0,) 1(g(0)), to z ¢ = gt o0y

mamy
9(q+v) =g 0 ay(q +v) = g7 (0p(q) +0(v)) = g7 (9(0)) + g (0 (v)) = ()P oo (v),
wiec ¢ = 74, gdzie 7 = (§) 7! o o jest ukladem wspéirzednych w E |

Podobnie jak w Uwadze [0.5.5] sprawdza sie, ze kazdy afiniczny uklad wspélrzednych w E przeprowadza
kombinacje afiniczne punktéw E na kombinacje liniowe ich obrazéow w K".



MIMUW 10. Przestrzenie Euklidesowe 55

10 Przestrzenie Euklidesowe

W geometrii, przestrzen euklidesowa, to zbiér punktéw E z zadana odlegloscia d(p, ¢) miedzy punktami,
ktora, po wprowadzeniu odpowiedniego uktadu wspélrzednych w E, jest opisana formula d(p,q) =

\/Z?zl(y] - xj)Qv p= (3317 cee 7:1:71)7 q= (?/17 v J/n)

Pojecie przestrzeni euklidesowej wprowadzimy w przyjetym przez nas formalizmie przestrzeni afinicznych
nad cialem liczb rzeczywistych, ustalajac w przestrzeni wektoréw swobodnych iloczyn skalarny.

10.1 Afiniczne przestrzenie euklidesowe.

Definicja 10.1.1 Przestrzen afiniczng (E, (E,( , ))y4) nad R, gdzie w skoriczenie wymiarowej prze-
strzeni wektoréw swobodnych E nad E ustalony jest iloczyn skalarny ( , ), bedziemy nazywali afiniczng
przestrzeniq euklidesowq.

W dalszym ciagu bedziemy moéwili po prostu o przestrzeni euklidesowej E, jesli jasne jest jaki iloczyn
skalarny zostal ustalony w E.

Definicja 10.1.2 Odleglo$é miedzy punktami przestrzeni euklidesowej okreslamy wzorem d(p, q) = ||pq||,

gdzie ||pg|| = /PG, DQ) jest normg wektora swobodnego pg w (E, ( , ).

Przyktad 10.1.3 W przestrzeni euklidesowej R™, gdzie w przestrzeni wektoréw swobodnych R™ usta-
lony jest iloczyn skalarny <X Y) = XTY, odleglogé miedzy punktami p = (z1,...,2,), ¢ = (Y1,---,Yn)

jest okreslona wzorem d(p, q \/Z] Wy —x5)2.

Definicja 10.1.4 Rzutem ortogonalnym przestrzeni euklidesowej E na podprzestrzen afiniczng p+W C E
nazywamy przeksztalcenie afiniczne f : E — E dane wzorem f(p +v) = p+ P(v), gdzie P : E—W
jest rzutem ortogonalnym E naW. Symetrig ortogonalng E wzgledem p + W nazywamy przeksztalce-
nie afiniczne g : E — E okreslone wzorem g(p +v) = p + §(v), gdzie g jest symetrig ortogonalng E
wzgledem W.

Niech f : E — F bedzie rzutem ortogonalnym przestrzeni euklidesowej F na podprzestrzen p + W.
Zgodnie z Uwaga rzut ortogonalny r = f(q) punktu ¢ jest jedynym punktem p + W spelniajacym
warunek d(r,q) = inf {d(x,q) : x € p+ W}.

Minimalna odleglos¢ d(r, ¢) punktu ¢ od p+W jest norma rzutu ortogonalnego wektora pg na dopetnienie
ortogonalne W+ podprzestrzeni W w E nazywamy ja odlegloscig punktu q od podprzestrzeni p + W.

Jedli U i W sa podprzestrzeniami E7 p,q € E, to kres dolny odlegtosci miedzy punktami podprzestrzeni
g+Uip+W,inf{ldlp+w,q+u) :weW,uecU}=inf{dp+w—u,q): we W,u € U} jest odleglodcia
punktu ¢ od podprzestrzeni p+ (W + U) réwna normie rzutu wektora pg na podprzestrzen (W + U )
jest to odlegtosé miedzy podprzestrzeniami q + U i p+ W przestrzeni E.

Definicja 10.1.5 Afiniczny uktad wspdtrzednych oy, : E — R"™ w przestrzeni euklidesowej E nazywamy
prostokgtnym, jesli o : E —R" jest prostokgtnym uktadem wspélrzednych w E.

10.2 Izometrie przestrzeni euklidesowych.

Izometrie przestrzeni euklidesowej to przeksztalcenia f : F — FE zachowujace odlegtosé: dla p,q € F,

(*) d(f(p), f(q)) = d(p,q)

Kazdy izomorfizm afiniczny f : F — E, ktérego cze$¢ liniowa jest izometria liniowa, jest oczywiscie
izometria. Pokazemy, ze wszystkie izometrie F sa takiej postaci.

Twierdzenie 10.2.1 Izometrie przestrzeni euklidesowej E sq przeksztalceniami afinicznymi, ktorych
czesS¢ lintowa jest izometriq lintowq przestrzeni E wektorow swobodnych nad E.
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Dowéd. Ustalmy punkt p € £ i polézmy f(ﬁ) fp)f(q). _Wtedy f E — E jest dobrze okreslone
if(q) =f(p)+ ?) dla ¢ € E, wiec nasza teza mowi, ze f jest izometrig liniowg. Wyprowadzimy ja
z Twierdzenia 8 dowodzac, ze f spelnia warunek (x*) podany w zalozeniach tego twierdzenia.

Warunek f (0) = 0 jest oczywiScie spelniony. Rozwazmy wektory pq, pr € E.Z () dla q,r € E mamy
YT YR . . . . .
@l = [If(a)f(r)ll, a z drugiej strony, g = pr — pg i, analoglcznﬁ(q)f(r) = f(p)f(r) = f(p)f(a),
8

czyli |[p7 — pal| = || f(57) — f(B9)]], wiec f spehnia warunek () w u

Waznym wnioskiem z Twierdzenia [10.2.1] jest fakt, ze odleglos¢ w przestrzeni euklidesowej E pozwala
scharakteryzowaé przesuniecia tej przestrzeni (a wigc pozwala zdefiniowaé przestrzen wektoréw swobod-
nych nad E).

Whniosek 10.2.2 Przeksztalcenie f : E — E przestrzeni euklidesowej E jest przesunieciem o pewien
wektor wtedy i tylko wtedy, gdy f jest izometrig i sup {d(q, f(q)) : ¢ € E} < 0.

Dowéd. Oczywiscie, przesuniecie ¢ — ¢ + v jest izometria E i d(q,q + v) = ||v]].

Na odwrét, niech f bedzie izometria taka, ze sup{d(q, f(q)) : ¢ € E} < oo. Zgodnie z f jest
przeksztatceniem afinicznym. Ustalmy p € F i rozwazmy przeksztatcenie afiniczne g : E — FE bedace
zlozeniem f z przesunieciem o wektor f(p)p. Wtedy g(p) = p i wystarczy pokazaé, ze g = idg, bo stad
natychmiast wynika, ze f jest przesunieciem o wektor W .

Zauwazmy, ze sup{d(q,9(q)) : ¢ € E} < oo. Gdyby g(p + v) # p + v dla pewnego wektora v € E, to
z g(p +v) = p + g(v) mielibydmy g(v) — v # 0, czyli ||g(v) — v|| # 0. Wtedy lim¢—.c [|G(tv) — tv| =
limy o0 |t]||G(v) — v|| = 00, czyli limy—.o d(p + tv, g(p + tv)) = o0, sprzecznie z zalozeniem. [ |

Twierdzenie pozwala wzmocni¢ Twierdzenie [10.2.1| w nastepujacy sposob.

Powiemy, ze przeksztalcenie f : H — FE niepustego podzbioru H C F przestrzeni euklidesowej F w E
jest izometrig, jesli f zachowuje odleglosci punktéow z H, czyli spelnia warunek (x) dla p,q € H.

Twierdzenie 10.2.3* Dla kazdej izometrii f : H — E podzbioru H C E przestrzeni euklidesowej E
istnieje izometria liniowa T : E — E taka, ze f(q) = f(p) + T(pq) dla p,q € H.

Dowéd. Ustalmy punkt p € H i polézmy A = {pg: ¢ € H}. Tak jak w dowodzie Twierdzenia [10.2.1
- = e

sprawdza sie, ze funkcja f : A — A dana przez f(pg) = f(p)f(q) dla pg € A, spelnia zalozenia

Twierdzenia [8.2.9)i wyprowadza sie¢ stad teze twierdzenia. |
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11 Formy kwadratowe

W tym rozdziale rozpatrujemy wyltacznie przestrzenie liniowe nad ciatami K charakterystyki réznej od 2
(tzn. 14+ 1#0 w K).

11.1 Formy kwadratowe.

Macierz symetryczna A = AT € K" wyznacza forme kwadratowa Q : K — K wzorem
(%) QX)=XTAX, A=AT eK.

Z forma @) zwiazany jest funkcjonal dwuliniowy h : K” x K — K — forma biegunowa @,
(%) h(X,Y)=XTAY, Q(X)=h(X,X).

Zlozenie formy kwadratowej ) wyznaczonej przez A z izomorfizmem liniowym S : K" — K" jest formag
kwadratowa wyznaczong przez macierz symetryczng B = CTAC, C = M(S), tzn. Qo S(X) = XTBX;
w szczegblnoscei, macierze B i A sa kongruentne, zob. [[1.1.5

Gléwny wynik tego rozdzialu méwi, ze izomorfizm S mozna zawsze dobraé tak, aby Qo S(X) = > djx?
(x; — wspélrzedne X) lub réwnowaznie, w jezyku macierzowym, ze kazda macierz symetryczna jest
kongruentna z macierza diagonalna.

Nasze rozwazania bedziemy prowadzi¢ w ogélniejszym ujeciu. Zaczniemy od okreslenia symetrycznych

funkcjonatéw dwuliniowych na przestrzeni V' i zwiazanych z nimi form kwadratowych.

Definicja 11.1.1 Niech V bedzie przestrzenig liniowg nad K. Funkcjonal h : V x V. — K jest syme-
trycznym funkcjonalem dwuliniowym jesli h(v, w) = h(w,v) i dla kazdego w € V' funkcjonal v — h(v,w)
jest liniowy. Funkcjonal Q : V — K dany wzorem Q(v) = h(v,v) nazywamy formqg kwadratowg wyzna-
czong przez h i mowimy, ze h jest formq biegunowq dla Q.

W szczegblnosei, iloczyn skalarny (, ) w liniowej przestrzeni euklidesowej (V, (, )) nad R jest symetrycz-
nym funkcjonatem dwuliniowym — forma biegunowa dla formy kwadratowej ||v||? = (v,v).

Uwaga 11.1.2 Jesli h jest forma biegunowa dla formy kwadratowej @, to z dwuliniowosci A mamy
h(v +w,v + w) = h(v,v) + 2h(v,w) + h(w,w), wiec

(v, w) = Qv +w) ~ Q(v) ~ Qw))

czyli forma kwadratowa wyznacza swoja forme biegunows jednoznacznie. O

Podobnie jak dla iloczynu skalarnego w przestrzeniach euklidesowych, symetryczny funkcjonal dwuli-
niowy h : V x V — K pozwala zwiazaé¢ z kazdym ukladem (v1,...,v,) wektoréw w V' symetryczna
macierz Grama , zob. Definicja [7.3.1]

Gr(viy ..., vm) = [h(vg, Uj)]:‘f;':p
ktéra wyznacza wartodci funkcjonatu h na powloce liniowej tego ukladu, zob. Uwaga [7.3.2]

Twierdzenie 11.1.3 Niech h : V x V. — K bedzie symetrycznym funkcjonatem dwuliniowym, uktad
(V1,...,0,) bazg wV iniech o : V — K" bedzie ukladem wspolrzednych zwigzanym z tq bazg. Wowczas
funkcjonal h jest opisany wzorem

h(v,w) = XTAY dia X = o(v),Y = o(w),

gdzie A = Gp(v1,...,v,) jest macierzq Grama bazy (vi,...,vy).
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Dowdd. Jak w Uwadze dla v = 3, 2w, w = 3, y;05, z dwuliniowoéci h mamy h(v,w) =
h(32; iviy 225 y05) = 201 = wiyih(vi, vj) = o) T'Gh(v1,. .., v) o(w). [ ]

Uwaga 11.1.4 (a) Niech h: V x V — K bedzie symetrycznym funkcjonatem dwuliniowym i niech
bazy (v1,...,vy), (w1,...,w,) w V beda zwigzane z ukladami wspélrzednych o,7 : V. — K",
odpowiednio. Wéwczas G, (w1, ..., w,) = CTAC dla A = Gp(v1,...,v,) i odwracalnej macierzy
C = M(oo7 ') (bo j-ta kolumna C ma postaé¢ o(7!(E;)) = o(w;), zob. dowéd Lematu .

(b) Niech Q(X) = XTAX bedzie forma kwadratows na K" wyznaczona przez macierz symetryczna A
i niech S : K? — K" bedzie izomorfizmem. Wéwczas Q o S(Y) = YT(CTAC)Y dla odwracalnej
macierzy C' = M(S) (wystarczy we wzorze na Q(X) podstawi¢ X = CY i skorzystaé ze wzoru
(CY)T =YTCT lub przyja¢ w (a) o =idgn i 771 = 5). O

Uwaga [11.1.4] prowadzi do waznej relacji rownowaznosci w zbiorze (n X n)-macierzy.

Definicja 11.1.5 Macierze A, B € K sq kongruentne, jesli istnieje macierz odwracalna C' € K taka,
e B=CTAC.

Tak wiec, zgodnie z Uwaga [11.1.4] jesli @ jest forma kwadratowa opisana wzorem (x), macierze kon-
gruentne do A, sa to dokladnie symetryczne macierze opisujace formy kwadratowe () o S, gdzie S jest
izomorfizmem K".

Zauwazmy tez, ze macierze kongruentne maja réwne rzedy, bo mnozenie przez macierz odwracalng nie
zmienia rzedu macierzy.

Definicja 11.1.6 Rzedem rank (h) symetrycznego funkcjonalu dwuliniowego h : V xV — K nazywamy
rzqd jego macierzy Grama w dowolnej bazie V. Rzedem rank (Q) formy kwadratowej Q : V. — K
nazywamy rzqd formy biegunowej Q.

C

0] € K3.

, . . . 0
Na zakonczenie podamy dwa przydatne przykiady macierzy kongruentnych z macierza [ .

Przyktad 11.1.7 Dla ¢ € K:
1 -1 0 ¢ 1 1 —2c 0 1 1 0 ¢ 1 0 2¢c ¢
(a) [1 1Hc 0“—1 11:l 0201; (b) [0 1Hc 0“1 11:[00]'

11.2 Algorytm Lagrange’a.

Algorytm Lagrange’a jest uzyteczna procedura, ktérg wykorzystamy do dowodu nastepujacego gtéwnego
wyniku w tej czesci.

Twierdzenie 11.2.1 KaZda macierz symetryczna A = AT € K? jest kongruentna z macierzq diago-
nalng, tzn. istnieje macierz odwracalna C € K taka, Ze

d 0
ctac = . ,
0 dn

przy czym wyrazy niezerowe na przekginej poprzedzajg wyrazy zerowe

Zanim przystapimy do dowodu tego twierdzenia, podamy jego interpretacje w jezyku form kwadratowych
na K".

Whniosek 11.2.2 Dla kazdej niezerowej formy kwadratowej @ : K" — K istnieje izomorfizm S : K" — K"
taki, ze Qo S(Y) = Yi_y djyi, dlaY = [y1,...,yn]", gdzie d; # 0, j <r = rank (Q).
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W dowodzie twierdzenia bedziemy wykonywaé operacje elementarne na wierszach i kolumnach A. Za-
uwazmy, ze jesli macierz elementarna M jest macierza operacji elementarnej € na wierszach (czyli zgodnie
z Uwaga iloczyn M A jest macierza otrzymana z A przez wykonanie operacji £ na jej wierszach)
to iloczyn AMT = (M AT)T powstaje z A przez wykonanie odpowiedniej operacji na jej kolumnach.
Dowé6d Twierdzenia (algorytm Lagrange’a). Niech A = [aij]?,jzl € K% bedzie niezerowa
macierzg symetryczng.

(I) Zatézmy, ze a11 # 0. Wowezas odejmujac pierwszy wiersz pomnozony przez % od i-tego, dla i > 2,
wyzerujemy wszystkie wyrazy pierwszej kolumny pod aj;. Jesli M jest iloczynem odpowiednich macierzy
elementarnych, to z A = AT wynika, ze (MAMT)T = (MT)TATMT = MAMT, wiec iloczyn MAMT
jest symetryczna macierza postaci

aill ‘ 0 0
MAMT = ,
: B
0
(operowanie pierwsza kolumna M A na kolejnych kolumnach zeruje wyrazy aia = asi,...,a1n = an1

pierwszego wiersza na prawo od aq1). W szczegdlnosci, macierz B jest symetryczna.

(IT) Jesli a1; = 0 ale a;; # 0 dla pewnego @ > 1, to dla macierzy M operacji elementarnej zamieniajacej
pierwszy wiersz z i-tym macierz symetryczna M AM”T ma w lewym gérnym rogu wyraz a;;, a wiec spelnia
warunek w (I).

(IIT) Jesli aj; =0 dlai =1,...,n,toz A # 0i A = AT wynika, ze istnieja i > j takie, ze a;; # 0.
Wzorujemy sie wtedy na kongruencji z Przyktadu (a) przyjmujac M = [myl},_;, gdzie wyrazy
na przekatnej M sg jedynkami, m;; = 1, mj; = —1, a pozostate wyrazy M sg zerowe. Macierz symetryczna
MAM?T ma na przekatnej niezerowe wyrazy F2a;;, a wigc spetnia warunek w (II) (lub w (I), jesli j = 1).

Tak wigc, mnozac odpowiednie macierze opisane w (I),(II),(III) otrzymamy macierz odwracalna M; € K
taka, ze
d |0 - 0

0
M AMT = | . ) , Ay = AT dy #0.
: 1

0
Jesli macierz A; # 0, to powtarzajac te procedure dla A; otrzymamy macierz odwracalng M, € K7
(postaci M M) taka, ze

d 0 0
MoAMT = 2 O A — AT dydy£0
2 2 . : A ) 2 — 2 172#'
: : 2
0 0

Po r = rank A takich krokach znajdziemy macierz odwracalna M, € K7 taka, ze

dy 0o
M, AMT = . o [0
0 00

i przyjmujemy C = MT. |
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Uwaga 11.2.3 Macierz M, = CT wystepujaca w dowodzie twierdzenia mozna otrzymaé, podobnie jak
przy odwracaniu macierzy, z macierzy jednostkowej I,, wykonujac na jej wierszach operacje takie same
jak wykonywane w trakcie redukcji operacje na wierszach macierzy A (mnozenie z lewej strony przez
macierz M opisana w (III) odpowiada zastapieniu j-tego wiersza przez réznice j-tego i i-tego wiersza,
za$ i-tego wiersza przez sume tych wierszy, zob. Przyklad (a)). O

Twierdzenie [11.2.1] mozna sformutowa¢ rownowaznie w nastepujacy sposéb.

Twierdzenie 11.2.4 Dla kazdego symetrycznego funkcjonatu dwuliniowego h : V x V. — K istnieje
baza (wi,...,wy) wV taka, Ze h(w;,w;) =0 dlai # j oraz h(wj,w;) =0 dla j > rank (h).

Niezaleznie od wyprowadzenia Twierdzenia [11.2.4] z [11.2.1] warto tez podaé bezposrednie uzasadnie-
nie, ktére jest interpretacjg algorytmu Lagrange’a w jezyku funkcjonaléw dwuliniowych, podkreslajaca
zwiazek tego algorytmu z procedura wykorzystang przy ortogonalizacji Grama-Schmidta.

Dow6d Twierdzenia [11.2.4] Zalézmy, ze h jest funkcjonalem niezerowym i ustalmy dowolna baze
(v1,...,v,) W przestrzeni V.

(I) Jesli h(v1,v1) # 0, to przyjmujemy

h(Uz‘,Ul)v
h(vi,v)

. .
wy =v11v; =v; — , 1=2,...,m.

Woéwezas dla i > 2 mamy h(v}, wi) = h(v; — %vl,vl) = h(vi,v1) — h(v;,v1) = 0.

(IT) Jesli h(vy,v1) = 0 ale h(v;,v;) # 0 dla pewnego ¢ > 0, to zamieniamy w bazie v1 z v; miejscami
i jestedmy w sytuacji takiej jak w (I).

(IIT) Jedli h(vi,v;) = 0dlai =1,...,n, toistnieja i > j takie, ze h(v;, vj) = ¢ # 0. Woéwczas, podobnie jak
w Przykladzie[11.1.7] (a), h(v; —vi, v; —v;) = —2¢ (a takze h(v; +v, vj+v;) = 2¢ i h(v;—vi, vj+v;) = 0).
Zastepujac w bazie (v1, . .., v,) wektor vj przez v;—v;, a wektor v; przez vj+v; doprowadzamy do sytuacji
takiej jak w (II) (lub (I), jesli j = 1).

/

Tak wiec, operacje opisane w (I),(II),(IIT) pozwalaja przejsé¢ od bazy (v1,...,v,) do bazy (wy,vh, ..., v])
takiej, ze h(v),w1) =0 dlai > 2.

Stosujac te sama procedure do bazy (vh, . .., v),) przestrzeni lin(v, . .., v},) dostajemy baze (w1, wa, vy ..., v))

przestrzeni V taka, ze h(w;,w;) =0dlai < j <2 oraz h(v),w;) =0dlaj=1,2,i> 3.
Po r = rank (h) krokach dostaniemy baze (w1, ..., w,) przestrzeni V taka, ze h(w;, w;) =0dlai < j<n
oraz h(v,w) =0 dla v,w € lin(wy41,...,wy). [

Uwaga 11.2.5 (a) Opisanym w dowodzie operacjom prowadzacym od bazy (vi,...,v,) do bazy
(w1, ...,wy) odpowiadaja opisane w dowodzie Twierdzenia [11.2.1| operacje na wierszach i kolum-
nach macierzy Grama A = [a;;]7;_ = [h(vi,v))]};—; funkcjonatu h w bazie (v1,...,vn).

(b) Etapy (II) i (ITI) algorytmu mozna zastapi¢ operacja elementarna odpowiadajaca macierzy ele-
mentarnej uzytej w Przykltadzie (b). Jesli a;3 = 01ia;; = 0dlai > 1, to w macierzy A
pierwsza kolumna (i wiersz) sa zerowe. Przechodzimy wtedy do redukcji macierzy Grama ukladu
(va,...,v,) (oznaczanej przez A; w dowodzie . Jesli a11 = 01 a;1 # 0 dla pewnego i > 1,
to zastepujemy wektor v przez vi + v; (do pierwszego wiersza A dodajemy i-ty i symetrycznie, do
pierwszej kolumny dodajemy i-ta), co prowadzi do sytuacji takiej jak w (I). Po nie wiecej niz n
takich krokach dostajemy nowa baze (macierz diagonalna), ktéra po zmianie kolejnosci wektoréw

(wierszy i kolumn) spekia teze Twierdzenia [11.2.4] (11.2.1)). O



MIMUW 11. Formy kwadratowe 61

11.3 'Warunek Jacobiego.

Algorytm Lagrange’a przebiega szczegdlnie prosto dla macierzy symetrycznych spelniajacych nastepu-
jacy warunek.

n

Definicja 11.3.1 Macierz symetryczna A = [aij]i,jzl spetnia warunek Jacobiego, jesli dla k=1,...,n,

A = det[aij]f’jzl £ 0; wyznaczniki Ay nazywamy minorami wiodgcymi macierzy A.

Twierdzenie 11.3.2 Jesli A = AT € K? jest macierzq symetryczng spelniajgcg warunek Jacobiego, to
istnieje macierz odwracalna C taka, Ze iloczyn CTAC jest macierzq diagonalng majgce na przekgtnej

A Ay
wyrazy Al’ﬁ""’m‘

Dowdd. Dla macierzy symetrycznej A spelniajacej warunek Jacobiego, w algorytmie Lagrange’a przed-
stawionym w poprzedniej czesci, wykonuje sie jedynie operacje opisane w (I), bo a;; = A; # 0 1 wyko-
nywane w (I) operacje elementarne typu (I)4(1)4(;) nie zmieniaja zadnego z minoréw Ay, (dzialamy tylko
pierwszym wierszem lub kolumna na dalsze wiersze lub kolumny). W szczegdlnosci di = Ay i Ag = dyda,
gdzie ds jest wyrazem w lewym goérnym rogu macierzy Aj, co pokazuje, ze do # 0, wiec w kolejnym
kroku réwniez mozna sie ograniczy¢ do zachowujacych minory Ay operacji elementarnych.

Po n—1 takich krokach dostajemy macierz M taka, ze M AMT jest macierza diagonalng majaca na prze-

katnej wyrazy di,do,...,d, oraz minory wiodace takie jak odpowiednie minory wiodace macierzy A,
astad Ag =dy-... - dg, cayli dp = £, dla k> 1. [

Zauwazmy, ze w dowodzie zalozenie A, # 0 nie byto wykorzystywane, wiec zalozenia twierdzenia mozemy
nieco ostabié¢, do warunku Ay # 0 dla k < n.

11.4 Przestrzenie z forma kwadratows.

Wyroéznienie w przestrzeni liniowej V' formy kwadratowej Q pozwala méwié¢ o ortogonalnosci wektorow

w (V,Q).

Definicja 11.4.1 Niech (V,Q) bedzie przestrzeniq liniowg nad K z wyrézniong formaq kwadratowq Q :
V — K i niech h : V x V. — K bedzie forma biegunowq dla Q, Q(v) = h(v,v). Wektory v,w € V
sq ortogonalne, v L w, jesli Qv+ w) = Q(v) + Q(w) lub réwnowaznie, jesli h(v,w) = 0, zob. Uwaga
. Baza (w1, ..., wy) w przestrzeni (V, Q) jest ortogonalna jesli w; L w; dla i # j.

Zgodnie z Twierdzeniem [11.2.4] w kazdej przestrzeni (V, Q) istnieje baza ortogonalna.

Definicja 11.4.2 Niech Q : V — K bedzie formqg kwadratowg. Mowimy, ze wektor v € V jest
izotropowy dla Q, jesli Q(v) = 0. Anihilatorem formy Q nazywamy podprzestrzeri liniowg An(Q) =
{veV:vLlwdla kaidego w € V} przestrzeni V.

Zilustrujemy te pojecia na waznym przyktadzie ptaszczyzny Minkowskiego.
Przyktad 11.4.3 Ptaszczyzna Minkowskiego (R?, 2% — 23) nazywamy przestrzen liniowa R? z forma
kwadratowa Q(X) = 2% — 22 dla X = [x1,z2]7.

Jesli wektor Y = [a,b]” jest taki, ze Q(Y) = a? — b? = 1, to wektor Z = [b,a]” jest ortogonalny do Y
na plaszezyznie Minkowskiego (bo Q(Z) = —1, wiec Q(Y +2) = (a+b)2— (a+b)? =0 = Q(Y) +Q(2)).
Kazda taka para (Y, Z) jest baza ortogonalna w (R?, 22 — z3).

Wektory [1,1]7, [1,—1]7 sa izotropowe na plaszczyznie Minkowskiego i rozpinaja R?, ale An(Q) = {0}.

Uwaga 11.4.4 Jedli (wy,...,wy) jest baza ortogonalnag w przestrzeni (V, @), to anihilator An(Q) jest
rozpiety na wektorach izotropowych z tej bazy i dim An(Q) = n—rank (Q), bo macierz Grama Gp (w1, . . ., wy)
formy biegunowej h dla @, jako diagonalna macierz rzedu rank (Q), ma n — rank (Q)) zerowych wierszy
(i kolumn) odpowiadajacych wektorom izotropowym bazy (w1, ..., w,) rozpinajacym An(Q). O
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11.5 Twierdzenie Sylvestera o bezwladnoSci.

Dla przestrzeni liniowych nad cialem liczb rzeczywistych wzmocnimy Twierdzenie [I1.2.4] i uzupelnimy
w istotny sposéb obserwacje z Uwagi |11.4.4]

Uwaga 11.5.1 W przestrzeni liniowej (V, Q) nad R istnieje baza ortogonalna (u1,...,u,) taka, ze dla
r = rank (Q) i pewnego s < r

(*) Q(Z] | Zjug) = %+---+2§_Z§+1_---_237

tzn. diagonalna macierz Grama Gp(uq, . .., u,) formy biegunowej dla () ma na przekatnej s jedynek, r—s

minus jedynek i n — r zer.

Istotnie, zgodnie z Twierdzeniem [11.2.4/1 Uwaga [11.4.4] istnieje baza ortogonalna (w1, ..., w,) w (V. Q)
taka, ze An(Q) = lin(wy41,. .., wy,). Zmieniajac kolejnoéé wektoréw (wy, ..., w,) mozemy ponadto zato-

zyé, ze Qw;) >0dlaj=1,...,si Q(w;) <0dlaj=s+1,...,r

Z ortogonalnosci bazy (wi, ..., w,) wynika, ze Q(X 7 yjw;) = >0 Qyjw;) = 3754 yJZQ(wj). Kladac
uj = ‘Ql( .)le dlaj <riu; =w;dlaj > r otrzymujemy baze ortogonaln@ (uq,...,uy) spelniajaca (%),

bOQ(Z 1 2jUy) = Z] IQ(ZJﬁwJ)+Z r+1Q(ZJwJ) Z] 1 j|Q |Q( 5)- 0

Pokazemy, ze wskazniki s i 7 — s po prawej stronie wzoru (*) nie zaleza od wyboru bazy.

Twierdzenie 11.5.2 (o bezwladnosci). Niech (V, Q) bedzie przestrzeniq liniowg nad R z wyrézniong
formq kwadratowq. Istnieje wéwczas rozklad na sume prostg V.= An(Q) ®U @ W taki, Ze Q(u) > 0 dla
ue U\{0}, Q(w) <0 dlaw e W\{0}, przy czym wymiary s+ (Q) = dimU, s_(Q) = dim W nie zalezq
od wyboru U « W w tym rozkladzie.

Dowdd. Jesli (uy, ..., uy), rissatakie jak w Uwadze|11.5.1} Vi = lin(uy, ..., us), Vo = lin(usy1, ..., uy)
oraz An(Q) = lin(uy41,...,uy), to z (*x) mamy

(%) Q(u)>0dlauwe Vi \{0} iQw)<0daweV_\{0},
co pokazuje, ze rozktad V = An(Q) & Vi @ V_ spelnia warunki twierdzenia.

Niech V = An(Q) @ U & W bedzie dowolnym rozkladem V' takim, ze forma @ jest dodatnia na U \ {0} i
ujemna na W\ {0}. Wtedy forma @ jest niedodatnia na An(Q)@ W (i nieujemna na An(Q)®U), bo dla
v+w e An(Q)® W, z v L w mamy Q(v+w) = Q(v) + Q(w) < 0 (i podobnie dla v+u € An(Q) & U).

Z (x%) mamy wiec Vi N (An(Q) ® W) = {0}, co daje dim V; < dim U (i analogicznie, dim V_ < dim W,
bo V_N(An(Q) @ U) = {0}), a poniewaz dim Vy +dim V_ = dim U +dim W = n —r, otrzymujemy stad
dimU = dim V} oraz dimW = dim V_. |

Twierdzenie o bezwladnodci pozwala, jak zobaczymy w [I1.5.4] na prosta klasyfikacje macierzy syme-
trycznych w R z dokladnoscia do relacji kongruencji.

Definicja 11.5.3 Sygnaturg formy kwadratowej nazywa sie liczbe s(Q) = s1(Q) — s—(Q).

Zauwazmy, ze poniewaz rank (Q) = s4(Q) + s—(Q) ,

L rank (@) — 5(@))

Lok (Q) +5(Q), 5-(Q) =

5+(Q) = 5

Uwaga 11.5.4 Niech J,, € R} bedzie macierzg diagonalng majaca na przekatnej kolejno s jedynek,
r — s minus jedynek i n — r zer. Macierz symetryczna A = AT € R” jest kongruentna z macierza Jor
wtedy i tylko wtedy, gdy dla formy kwadratowej @ : R® — R danej wzorem Q(X) = X7 AX mamy

r=rank (Q)is=s+(Q).
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Istotnie, macierz A jest kongruentna z macierza Js , wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje izomorfizm liniowy
S : R — R" taki, ze Qo S(Z) = Z1Js, Z zob. Uwaga (b). Interpretujac S~! jako uktad
wspolrzednych 7 : R" — R”™ zwiazany z baza (S(F1),...,S(Ey,)), zob. Uwaga widzimy, ze jest
to rownowazne istnieniu opisanej w Uwadze bazy ortogonalnej w przestrzeni (R", Q). Z definicji
sygnatury, istnienie takiej bazy oznacza, ze rank (Q) =r i s1(Q) = s. O

Na zakonczenie podamy wazna charakteryzacje dodatniej okreslonoéci form kwadratowych — kryterium
Sylvestera.

Uwaga 11.5.5 Niech A = AT € R?

n’
11.3.1)) i niech Q(X) = XTAX.

(a) Forma kwadratowa @ jest dodatnio okreslona, tzn. ma sygnature s(Q) = n, wtedy i tylko wtedy,
gdy wszystkie minory A; sa dodatnie i wowczas forma biegunowa dla @, h(X,Y) = XTAY jest
iloczynem skalarnym w R™.

niech Ay,..., A, beda minorami wiodacymi macierzy A (zob.

(b) Forma kwadratowa @ jest ujemnie okreslona, tzn. ma sygnature s(Q) = —n, wtedy i tylko wtedy,
gdy (-1)/A; >0dlaj=1,2,....

Istotnie, jesli forma @ jest dodatnio okreslona, to forma biegunowa h(X,Y) = XTAY jest iloczynem
skalarnym, wiec wszystkie minory A; sa dodatnie jako wyznaczniki macierzy Grama Gy (E1, ..., E;),
zob. Twierdzenie Jedli forma @ jest ujemnie okreslona, to —h jest iloczynem skalarnym, wiec
wszystkie minory wiodace macierzy —A sa dodatnie. Implikacje odwrotne wynikaja z Twierdzenia[I1.3.2]

O
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12 Funkcje kwadratowe

Takze i w tym rozdziale utrzymujemy zalozenie, ze cialo K ma charakterystyke rézng od 2.

12.1 Funkcje kwadratowe na K".

Definicja 12.1.1 Funkcjg kwadratowg na K™ nazywamy funkcje f : K* — K postaci
(%) f(X)=XTAX + BTX +c, gdzie A= AT ¢ K, A#0, B K", c= f(0) € K.
Niezerowq forme kwadratowg Q(X) = XT AX bedziemy nazywaé czescig kwadratowq funkcji f.

Uwaga 12.1.2 Funkcja kwadratowa f wyznacza swoja cze$¢ kwadratowa. Istotnie, dla X, Y € K" mamy
FX+Y)—f(X)—fY)+ f0) = X+ V) TAX+Y)+ BT (X +Y)+c— (XTAX + BTX +¢) -
(YTAY + BTY +¢)+c= XTAY + YTAX =2XTAY. O

Dla n = 1 funkcje kwadratowa f(z) = az? +bx + ¢ = 0, a # 0, redukuje sie do postaci ay? + ¢
podstawieniem y = = + % odpowiadajacym zlozeniu f o g funkcji f z przesunieciem g(y) = y — %.
Ta obserwacja jest szczegélnym przypadkiem gltéwnego twierdzenia w tej czesci — twierdzenia o redukcji

afinicznej.

Uwaga 12.1.3 Dla izomorfizmu afinicznego g : K» — K" danego wzorem ¢(Z) = MZ + X, zob.
i funkcji kwadratowej f : K" — K opisanej formula (x), zlozenie f o g : K* — K jest funkcja
kwadratowa opisang wzorem

(k)  fog(Z)=ZTAZ+BTZ+ ¢, gdzie A = MTAM, B' = 2XFA+ BT)M, ¢ = f(Xo).

W szczegdlnosei, macierz A’ czedci kwadratowej funkcji f o g jest kongruentna z macierza A.

Istotnie, podstawiajac g(Z) = M Z+ Xg do (%) dostajemy (M Z+Xo)TA(MZ+Xo)+BT (M Z+Xg)+c =
(MZ)TAMZ)+((M2)TAXo+ X AM Z+ BT M Z)+(XT AXo+ BT Xo+-c) i poniewaz skladniki tej sumy
sa skalarami, a macierz A jest symetryczna, mamy (M Z)T AXy = Xg AMZ, wiec wyrazenie w pierwszym
nawiasie mozna zapisa¢ w postaci (2X{ A+ BT)M Z. O

Pokazemy, ze izomorfizm g mozna dobraé tak, by zlozenie f o g(Z) bylo dane prostym wzorem.

Twierdzenie 12.1.4 (o redukcji afinicznej). Dia kazdej funkcji kwadratowej f : K — K istnieje
izomorfizm afiniczny g : K" — K" taki, Ze f o g(Z) jest dane jednym ze wzordw:

(AI), fog(Z)=di22+...+d.22+ ¢, dj #0 dla j <,
(AID), fog(Z)=di22 +...+dp22+ 2z, d; #0 dla j <1 <mn,
gdzie Z = [z1,...,2,)", ar =rank (Q) jest rzedem czesci kwadratowe; f.

Dowdéd twierdzenia. Niech f bedzie funkcja dana wzorem (x). Z Twierdzenia istnieje macierz
odwracalna M € K” taka, ze M7 AM jest macierza diagonalna majaca na przekatnej niezerowe wyrazy
di,...,d, na kolejnych pierwszych r miejscach oraz n — r zer na pozostalych miejscach.

Dla izomorfizmu liniowego g1(Y) = MY, gdzie Y = [y1,...,ya]7, zlozenie f o g jest opisane wzorem
foqY) =Y MTAMY + BTMY + c i przyjmujac BTM = [ay,...,ay], dostajemy f o gi(Y) =
diyi+. ..+ dpyp Faryi+Fapyn e =di(yr +5h)? o+ de (Y +550)7 iy + ot anyn +

Izomorfizm go odwrotny do podstawienia z; = y; + %j dla j <riz =y;dla j > r jest przesunigciem
takim, ze zlozenie fogjogs jest opisane wzorem fogiogo(Z) = di23+. . . +dp22+ar 11241+ . . Fanzn+c,
Z=z1,...,za)".

(I) Jesli wszystkie wspétezynniki a,41, ..., a, sa zerowe, to dla g = g1 0 go mamy wzér (Al),.

(IT) Jesli dla pewnego i > r wspélezynnik a; # 0, to podstawienie Z; = ayy12p41 + ... + apzn + ¢
oraz z; = zj dla j # i jest odwracalne, a izomorfizm afiniczny g3 odwrotny do tego podstawienia
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prowadzi do wzoru f o g, 0 gs 0 g3(Z) = diZ+ .. +d 2+ E, Z =[z1,...,2n)7, z ktérego po zmianie
wspolrzednej Z; z Z,, okredlajacej izomorfizm gy, dostajemy dla g = g1 0 g2 0 g3 0 g4 wzér (AIl),. |

Uwaga 12.1.5 Jesli, w oznaczeniach Twierdzenia [12.1.4] uklad réwnan 2AX + B = 0 ma rozwiazanie
Xo € K", to 07 = (24Xo+B)T = 2XF A+ BT wiec z (x*) dla izomorfizmu afinicznego g(Z) = M Z + X,
(gdzie macierz M jest taka jak w dowodzie twierdzenia), zlozenie f o g jest opisane wzorem (AI),. O

Uwaga [12.1.5| wskazuje wlasno$é wyrézniajaca funkcje kwadratowe redukujace sie do postaci (Al),.

Definicja 12.1.6 Wektor Xy € K" nazywamy srodkiem symetrii funkcji f : K" — K, jesli f(Xo+X) =
f(Xo—X) dla X € K". Zbior srodkéw symetrii funkcji f oznaczamy przez C(f).

Pokazemy, ze uktad réwnan z Uwagi [[2.1.5 opisuje zbiér srodkéw symetrii funkcji kwadratowej f.

Uwaga 12.1.7 Dla funkcji kwadratowej f danej wzorem (x) réwnosé f(Xo+ X) = f(Xo — X) oznacza
(ze wzoru (%) dla M = +1,,), 7e XTAX +(2XTA+BT) X+ = (- X)TA(-X)+(2XFA+BT) (- X))+,
czyli (2XF' A+ BT)X =0, a stad zbiér C(f) jest zbiorem rozwiazan ukladu réwnah 2AX + B =0. O

Uwaga 12.1.8 Niech f i g beda takie jak w Twierdzeniu [12.1.4] i zalézmy, ze f' = f o g jest dana
wzorem (Al),. Zbiér C(f') jest opisany ukladem réwnan z; = ... = 2z, = 01 f’ jest stale réwna ¢’ na tym
zbiorze. Co wiecej, C(f) = g(C(f")) (bo dla Xg = g(Zy) i X = §(Z) mamy f(Xo+ X) = f(9(Zo + Z2)),
wiec Xo € C(f) jesli Zp € C(f’)) i f jest stale réwna ¢ na C(f). Funkcja f” dana wzorem (AII), nie
ma $rodkéw symetrii, wiec nie moze byé zredukowana do zadnej funkcji danej wzorem (AI),.. 0

12.2 Klasyfikacja funkcji kwadratowych na R".

Dla K = R tez¢ Twierdzenia [I2.1.4 mozna wzmocnié, korzystajac z Uwagi [I1.5.1]
Twierdzenie 12.2.1 Dla kazdej funkcji kwadratowej f : R™ — R istnieje izomorfizm afiniczny g : R™ — R"™
taki, ze zloZenie f o g(Z) jest opisane jednym ze wzordw:
(AI)g 0og(Z)=z}+...+22 22, —...— 22+, s<r<mn,
(AIT)s og(Z)=2t+...+22—22 — ... =22+ 2z, s<r<mn,
gdzie 7 = [zl, oo zn)T, ar =rank (Q) i s = 54 (Q) dla formy Q bedqgcej czesciq kwadratowq f.

Definicja 12.2.2 Powiemy, ze funkcje f, f' : R" — R sq afinicznie réwnowazne jesli istnieje izomor-
fizm afiniczny g : R — R"™ taki, ze f' = fog.

Z Uwag [12.1.8]1 wynika nastepujaca obserwacja.

Uwaga 12.2.3 Kazda funkcja kwadratowa na R jest afinicznie réwnowazna doktadnie jednej z funkcji

typu (AI)s, lub (AIl)s, z Twierdzenia [12.2.1 O

W kartezjanskiej przestrzeni euklidesowej (R™, ( , )) redukcje opisana w Twierdzeniu [12.1.4] z pewnymi
niewielkimi zmianami, mozna zrealizowaé¢ przy pomocy izometrii (czyli izomorfizméw afinicznych R™,
ktorych cze$é liniowa jest opisana macierza ortogonalna, zob. Twierdzenie |10.2.1]).

Twierdzenie 12.2.4 (o redukcji euklidesowej). Dia kazdej funkcji kwadratowej f : R — R na kar-
tezjaniskiej przestrzeni euklidesowej (R™, ( , )) istnieje izometria g : R™ — R"™ taka, Ze zloZenie f o g(Z)
jest opisane jednym ze wzorow:

(EDx, ., fog(Z)= 22+ ...+ 22+, MZ...2NiX#0dlaj<r
(EID)x, .2, fog(Z) =M+ .. .+ M2 +bzn, M =...2> )\ i #0dlaj<r<mn,
gdzie Z = [z1,...,20)7, a Ai,..., A\ sq@ niezerowymi wartosciami wlasnymi symetrycznej macierzy

A € R? takiej, Ze forma Q(X) = XTAX jest czescig kwadratowq f.
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Dowéd. W dowodzie trzeba jedynie dokonaé¢ nastepujacych modyfikacji.

Izomorfizm g; nalezy zastapi¢ izometria liniowa g1 (X) = M X, gdzie M jest macierza ortogonalna otrzy-
mana z wystepujacej we Wniosku macierzy ortogonalnej C', ktérej kolumny zostalty uporzadkowane
tak, aby odpowiadajacy im ciag wartosci wlasnych miat na poczatkowych r = rank A miejscach niero-
snacy ciag wyrazéw niezerowych i n — r zer na koncu.

Izomorfizm g3ogy w kroku (II) nalezy zastapi¢ izometria liniowa g3 = 71, gdzie 7 : R® — R™ jest prosto-
katnym uktadem wspétrzednych nie zmieniajacym pierwszych r wspotrzednych wektora Z = [z1, ..., z,]7
i zastepujacego ostatnia wspolrzedna suma %(arﬂzrﬂ .o tanzy+d), gdzie b= /370y a?. Macierz
ortogonalna M(g3) = M(7)~! = M(7)T ma kolumny g3(E;) = E; dla j < r, a jej ostatnia kolumna jest
g3(En) = bE] r41 G5 Ej. u

Definicja 12.2.5 Powiemy, ze funkcje kwadratowe f, f' : R — R na kartezjariskiej przestrzeni eukli-
desowej (R™, ( ,)) sq euklidesowo réwnowazne, jesli istnieje izometria g : R™ — R taka, ze f' = fog.
7 Twierdzenia podobnie jak w Uwadze [12.2.3] wynika nastepujaca obserwacja.

Uwaga 12.2.6 Kazda funkcja kwadratowa na kartezjanskiej przestrzeni euklidesowej (R™,( ,)) jest
euklidesowo réwnowazna dokladnie jednej z funkcji typu (EI)y, . a, lub (EII)y, .\, z Twierdzenia|l2.2.4
]
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13 Hiperpowierzchnie stopnia 2.

W dalszym ciagu zakladamy, ze cialo K ma charakterystyke rézna od 2.

13.1 Hiperpowierzchnie stopnia 2.

Hiperpowierzchnie stopnia 2 w przestrzeni afinicznej F sa niepustymi zbiorami punktéw w E opisanymi
w ustalonym afinicznym uktadzie wspotrzednych réwnaniem kwadratowym, to znaczy rownaniem postaci
f(X) =0, gdzie f jest funkcja kwadratowa na K". Dodatkowo uznajemy, ze hiperplaszczyzn w E, ktére
mozna opisaé¢ réwnaniem liniowym BT X + ¢ = 0 (a takze réwnaniem kwadratowym (BT X + ¢)? = 0)
nie bedziemy uwazaé za hiperpowierzchnie stopnia 2. Doktadniej, przyjmujemy nastepujaca definicje.

Definicja 13.1.1 Niech E bedzie przestrzeniq afiniczng. Niepusty zbior H € FE, ktory nie jest hi-
perptaszczyzng, jest hiperpowierzchniq stopnia 2, jesli dla pewnego afinicznego uktadu wspolrzednych
op: E — K" i funkcji kwadratowej f : K" — K,

H={xeFl: f(X)=0dlaX =o0,(x)}.

Bedziemy wtedy mowili, ze réwnanie f(X) =0 opisuje H w ukladzie wspdtrzednych op,.
Twierdzenie 13.1.2 Dla hiperpowierzchni H stopnia 2 w przestrzeni afinicznej E nad K mozna wybrac

afiniczny uktad wspétrzednych 1, : E — K" taki, ze hiperpowierzchnia H jest opisana w tym ukladzie
jednym z rownan

(AI), dizi+...+de22+d =0, d; #0 dlaj <r,
(AII), d122 4. 4+ dez2 42, =0, dj #0 dla j <7 <n,
gdzie T4(x) = [21,. .., 2] L.

Dowdéd. Ustalmy afiniczny uktad wspoétrzednych o), : £ — K" i funkcje kwadratows f : K" — K taka,
ze réwnanie f(X) = 0 opisuje H w ukladzie o). Z twierdzenia o redukcji afinicznej, istnieje izomorfizm
afiniczny g : K" — K" taki, ze zlozenie f o g jest dane jednym z wzoréw (AI), lub (AII),. Wéwczas

H={x€E:fooy(x)=0}={x€E:(fog)o(gtoa,)(x) =0},
a wiec, korzystajac z réwnowaznosci (i) < (i7) w Twierdzeniu mozemy przyja¢ 7, =g 1oo, M

W réwnaniu (Al), mozna ponadto zakladaé, ze ¢’ jest zerem lub jedynka, bo jesli ¢’ # 0, to obie strony
(AI), mozna pomnozyé przez (¢')~!, nie zmieniajac zbioru rozwigzan.

W dalszej czesci bedziemy rozwazaé wytacznie hiperpowierzchnie w przestrzeni afinicznej F nad ciatem
liczb rzeczywistych. Dla K = R, zastepujac w powyzszym dowodzie twierdzenie o redukcji afinicznej
Twierdzeniem [12.2.1] mozna dodatkowo uprosci¢ rownania (Al), i (AII),.

Twierdzenie 13.1.3 Dla hiperpowierzchni H stopnia 2 w przestrzeni afinicznej E nad R mozna wybrac
afiniczny uktad wspotrzednych 7, : E — R" taki, Ze hiperpowierzchnia H jest opisana w tym ukladzie
jednym z rownan

(Alp)s,r A+ 42222, —22=0, 0<5<s<r<mn,
(AIy)gr A4+ -2, - =2 +1=0, 0<s<r<mn,
(AIT)s A4+ - =22+, =0, 0<§<s<r<n,
gdzie T4(x) = [z1,..., 2] 7.

Dowdéd. Jak w dowodzie Twierdzenia [13.1.2] zal6zmy, ze f : R® — R jest funkcjg kwadratows taka,
ze réwnanie f(X) = 0 opisuje H w afinicznym uktadzie wspétrzednych o, : E — R".

Jesli f ma $érodek symetrii Xo, to mozemy zalozyé, ze f przyjmuje w Xy wartos¢ 0 lub 1, bo jedli
f(Xo) # 0, to f mozna zastapi¢ przez %f
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Jesli f zeruje sie w swoim $rodku symetrii, lub tez f nie ma $érodka symetrii, to zastepujac w razie
potrzeby f przez — f, mozemy zalozy¢, ze cze$¢ kwadratowa @ funkeji f spelnia warunek s (Q) > s—(Q).
Dla s = 5(Q) i 7 = rank (Q) = 54 (Q) + 5—(Q) mamy wtedy r < 2s, czyli § < s.

Dla tak zmodyfikowanej funkcji kwadratowej f, opisujacej H w ukladzie 0, istnieje izomorfizm afiniczny
g : R™ — R™ taki, ze zlozenie f o g jest dane jednym z wzoréw (Al), lub (AIl), z Twierdzenia [12.2.1
Podobnie jak w dowodzie Twierdzenia [13.1.2] dostajemy stad tez¢ przyjmujac 7, = g~ 1 o 0. |

Wystepujace w Twierdzeniu [13.1.3| réwnania bedziemy nazywali réwnaniamsi kanonicznymi.

Réwnania (Aly),, (postaci 27+...+22+1 = 0) sa sprzeczne, a réwnania (Aly),,. (postaci 27+ ..+22 = 0)
opisuja podprzestrzenie afiniczne wymiaru n—r w E (zbiory rozwiazan ukladu réwnan z; = ... = z, = 0).

Definicja 13.1.4 Niech E bedzie przestrzenig afiniczng nad R. Mowimy, ze H C E jest hiperpowierzch-
nig wtasciwg w E, jesli H jest hiperpowierzchnigq stopnia 2, ktora nie jest podprzestrzeniq afiniczng E.

7Z kolejnej uwagi wynika, ze wszystkie pozostate rownania kanoniczne opisuja hiperpowierzchnie wtasciwe.

Uwaga 13.1.5 Jesli hiperpowierzchnia H stopnia 2 w przestrzeni afinicznej F nad R jest, w ukladzie
wspoélrzednych 7, zwigzanym z uktadem bazowym (¢;wi,...,wy,) w E, opisana jednym z réwnan ka-
nonicznych, z wylaczeniem réwnan typu (Alp),, i (Al),,, to istnieje prosta Ly C E przecinajaca H
w doktadnie dwéch punktach.

Istotnie, dla kazdego z takich réwnan kanonicznych mozemy zdefiniowaé¢ prosta Lo w ukladzie wspot-
rzednych 7, nastgpujaco:

— prosta z, = 11 z; = 0 dla pozostatych j > 2 (Lo = ¢+ wy +lin(wy)) dla réwnan (Alp)s,, s <7,
—prosta z; =0dla j#r (Lo = q + lin(wy)) dla réwnan (Aly)s,, s <r,
— prosta 2,41 = —1 i z; = 0 dla pozostalych j > 2 (Ly = q+ (—wy4+1) +lin(w1)) dla réwnan (AIl),,. O

Podamy teraz przyktady hiperpowierzchni wlasciwych w R™ dla n = 2,3 uwzgledniajac, dla kazdego
z typow réwnan kanonicznych, wskazane przez nas ograniczenia na indeksy s i r:

(Alp)sr ~0<5<s<r<mn,

(AL)syr — 0<s<r<n,
(All)s, ~0< 5 <s<r<n.

Hiperpowierzchnie wlaéciwe w R? nazywamy krzywymi stopnia 2.

’ grupa \ r \ S \ rownanie kanoniczne ‘ krzywa ‘
’ (Alp) ‘ 2 ‘ 1 ‘ 22— 25 =0 ‘ para przecinajacych sie prostych (z; = £22) ‘
(AL) |21 22 — 254+ 1 =0 | hiperbola
—n— 1210 —2f — 23 +1=0 | elipsa
—n— | 1]0 —2z} +1 =0 | para prostych réwnoleglych (21 = +1)
’ (AII) ‘ 1 ‘ 1 ‘ 2+ 29=0 ‘ parabola ‘

Hiperpowierzchnie wlasciwe w R3 nazywamy powierzchniami stopnia 2. W identyfikacji powierzchni
pomaga analiza jej przekrojow plaszczyznami (na przyklad takimi jak wskazane w tabeli).
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’ grupa ‘ r ‘ S ‘ réwnanie kanoniczne | przekroje | powierzchnia ‘
(Alp) | 3|2 22425 —25=0| 23=c | stozek
—n— |21 z% — z% =0 para przecinajacych sie plaszczyzn (z1 = +23)
(ALy) |3 ]2 22 +25—224+1=0] 23=c | hiperboloida dwupowlokowa
—n— | 3|1 22 —25—254+1=0| 2 =c | hiperboloida jednopowlokowa
—— 3]0 —2f—-23—-23+1=0 elipsoida
—n— |21 2 —254+1=0 walec hiperboliczny
—n— 210 22 —254+1=0 walec eliptyczny
—n— | 110 —224+1=0 para plaszczyzn réwnoleglych (21 = +1)
(AIT) | 2|2 22+ 23 +23=0] 23=c | paraboloida eliptyczna
—n— |21 22— 254+ 23=0 paraboloida hiperboliczna
—n— |11 224 20=0 walec paraboliczny

13.2 Klasyfikacja hiperpowierzchni wtasciwych.

Jesli hiperpowierzchnia H stopnia 2 w E jest podprzestrzenig afiniczng F wymiaru n —r opisang w pew-
nym afinicznym ukladzie wspétrzednych réwnaniem kanonicznym 22 + ...+ 22 = 0, to r > 1 (bo H
nie jest hiperptaszczyzna) i H jest tez opisana réwnaniem 2z7 + ...+ 22 = 0, ktére nie jest krotnoécia
rownania kanonicznego. Natomiast hiperpowierzchnia wtasciwa wyznacza swoje réwnanie z doktadnoscia
do stalej.

Twierdzenie 13.2.1 Niech H bedzie hiperpowierzchnig wlasciwg w przestrzeni afinicznej EE nad R. Jesli
fy fe : R" — R sq funkcjami kwadratowymi takimi, ze réwnania f(X) =01 f.(X) = 0 opisujg H w tym
samym afinicznym ukladzie wspélrzednych w E, to f. = Af dla pewnego A € R.

Dowdéd tego twierdzenia podamy w czesci uzupelnien.

Whniosek 13.2.2 Hiperpowierzchnia wlasciwa w przestrzeni afinicznej E nad R wyznacza swoje réwna-
nie kanoniczne.

Dowéd. Niech 0,7, : £ — R" beda afinicznymi ukladami wspoétrzednych w E, f, f, : R" — R
funkcjami kwadratowymi i zat6zmy, ze réwnanie f(X) = 0 opisuje H w ukladzie o, a réwnanie f,(Z) =0
jest kanoniczne i opisuje H w ukladzie 7,. Pokazemy, ze redukcja réwnania f(X) = 0 prowadzi do
réwnania kanonicznego takiego samego typu i z takimi samymi indeksami r, s jak réwnanie f.(Z) = 0.

Mamy x € H < foo,(x) = 0 & foo,o((7,) tor,)(x) = 0. Zatem réwnanie fo(a,0(7,)~1)(Z) = 0 opisuje
hiperpowierzchni¢ H w ukladzie 7, i z Twierdzenia istnieje A € R takie, ze f. = Af o (0,0 (1,)7h).
Zgodnie z Twierdzeniem ztozenie o}, o (7'[1)_1 : R" — R” jest izomorfizmem afinicznym R, wiec
funkcje f. oraz Af sa afinicznie réwnowazne i teza wynika z Uwagi [

Definicja 13.2.3 Mdéwimy, ze hiperpowierzchnie wiasciwe H, H' w przestrzeni afinicznej E nad R majg
ten sam typ afiniczny, jesli istnieje izomorfizm afiniczny g : E — E taki, ze g(H) = H'.

Twierdzenie 13.2.4 Hiperpowierzchnie wlasciwe H, H' w przestrzeni afinicznej E nad R majg ten sam
typ afiniczny wtedy i tylko wtedy, gdy wyznaczajg to samo réwnanie kanoniczne.

Dowdd. Niech g : E — E bedzie izomorfizmem afinicznym. Jesli g(H) jest hiperpowierzchnia stopnia 2
opisang w ukladzie 7, réwnaniem f(Z) = 0, to x € H & g(x) € g(H) & fo1(g(x)) = 0, wiec
hiperpowierzchnia H jest opisana réwnaniem f(X) = 0 w ukladzie o), = 74 0 g, zob. Twierdzenie [9.6.3]

Jesli 0y, 74 : £ — R" s afinicznymi ukladami wspoétrzednych w E takimi, ze dla funkcji kwadratowej
f:R™ — R réwnanie f(X) = 0 opisuje H w ukladzie 0, a réwnanie f(Z) = 0 opisuje H' w ukladzie 74,
tox € H & foo,(x) =0 & fo(r,o(r,) Hooy(x) =0 & for,o((ry) tooy)(x) =0 & (1,) " too,(x) € H'.
Izomorfizm afiniczny (7,)"! o 0, : E — E przeprowadza wiec H na H’, zob. Twierdzenie |
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Geometryczna wlasnoscia odrézniajaca hiperpowierzchnie opisane réwnaniami typu (Al)g, (AI); od hi-
perpowierzchni opisanych réwnaniami typu (AII) jest istnienie $rodka symetrii hiperpowierzchni.

Definicja 13.2.5 Niech H bedzie niepustym podzbiorem przestrzeni afinicznej E. Punkt p € E nazy-
wamy Srodkiem symetrii zbioru H jesli dla v € E warunkip+v € E i p+ (—v) € E sqg réwnowazne.

Twierdzenie 13.2.6 Niech H bedzie hiperpowierzchnig wlasciwg w przestrzeni afinicznej ¥ nad R. Jesli
f:R™ — R jest funkcjq kwadratowq takq, Ze réwnanie f(Y) = 0 opisuje H w ukladzie wspdlrzednych
op : E — R", to punkt q € E jest srodkiem symetrii H wtedy i tylko wtedy, gdy o,(q) jest $rodkiem
symetrii funkcji f.

Dowdéd. Ustalmy g € E, Xo = 0p(q) i niech X =o(v) dlav € E. Wtedy

op(g+v)=Xo+ X oraz op(qg+ (—v)) = Xo — X.
Zatem q jest srodkiem symetrii hiperpowierzchni H, jesli Xy jest srodkiem symetrii funkcji f.
Zalbézmy, ze q jest Srodkiem symetrii H i niech g : R* — R" bedzie symetria afiniczng R" wzgledem X,
tzn. g(Xo + X) = Xo — X. Zlozenie f, = fog: R" — R jest funkcja kwadratowa taka, ze réwnanie
f+«(Y) = 0 opisuje H w uktadzie o), bog+ve Hoqg—veH & f(Xo—X)=0& fi(Xo+X)=0.
Z Twierdzenia [13.2.1] istnieje A € R takie, ze f = Afy, czyli f(Xo+ X) = Af(Xo— X) dla X € R"
i pozostaje wykazaé, ze A = 1. Jedli funkcja f jest dana wzorem (x) z Definicji [12.1.1} to rachujac jak
w Uwadze|12.1.7, dostajemy XTAX +(2XTA+BT) X +c = (- X)TAA(-X)+ 22X A+BT) (- X)+ )\,
a poniewaz f wyznacza swoja czes¢ kwadratowa, A = AA i z A # 0 wnioskujemy, ze A = 1. |

Whniosek 13.2.7 Niech H bedzie hiperpowierzchniq wla$ciwg w przestrzeni afinicznej E nad R.

(D)o Jesli H jest opisana réwnaniem kanonicznym typu (Al)g, to H ma Srodek symetrii ¢ zawiera
wszystkie swoje Srodki symetrii.

(I); Jesli H jest opisana réwnaniem kanonicznym typu (Al)1, to H ma $rodek symetrii i nie zawiera
zZadnego swojego Srodka symetrii.

(IT) Jesli H jest opisana réwnaniem kanonicznym typu (AII), to H nie ma Srodkéw symetrii.

Na zakoniczenie tej czesci podamy kilka uwag dotyczacych hiperpowierzchni wlasciwych w przestrzeni
euklidesowej F.

Podobnie jak w Twierdzeniu|13.1.2] dowodzi sig, ze kazda taka hiperpowierzchnia jest opisana w pewnym
prostokatnym uktadzie wspétrzednych 7, réwnaniem f(Z) = 0, gdzie f jest jedna z funkcji wystepujacych
w Twierdzeniu Z Twierdzenia [13.2.1] wynika, ze takie réwnanie jest wyznaczone z dokladnoscia
do statej A € R.

Uznajac dwa takie proporcjonalne réwnania za réwnowazne, dowodzi sie, podobnie jak w Twierdzeniu

nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 13.2.8 Hiperpowierzchnie wiasciwe H, H' w przestrzeni euklidesowej E sq izometryczne
wtedy 1 tylko wtedy, gdy w pewnych prostokgtnych ukladach wspolrzednych sq¢ opisane réwnowaznymi
rownaniams.
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14 Uzupelnienia

14.1 Twierdzenie Weierstrassa.

W tej czesci wyjadnimy pominiete w tekscie elementy dowodéw zwiazane z twierdzeniem Weierstrassa
o istnieniu ekstreméw funkeji ciaglych.

Zaczniemy od Lematu [6.2.3] uzytego w dowodzie zasadniczego twierdzenia algebry.

Lemat 14.1.1 Dla wielomianu zespolonego w(z) = ag+a1z+...+2" i K = {z € C: |Rez|, |Imz| < M}
istnieje zo € K takie, Ze |w(zo)| = inf {Jw(2)| : z € K}.

Dowdéd. Zaczniemy od warunku (ustalajacego ciagltoéé funkcji |w(z)| zmiennej zespolonej). Dla kazdego
ciagu (zm)m liczb zespolonych

(%) limy, |2m — 20| =0 = limy, |w(zm)| = |w(z0)]-

Istotnie, dla h € C mamy w(zo + h) — w(z0) = A1h + ...+ A,h",
stad [ |w(zo + h)| — [w(z0)| | < [w(zo0 + ) — w(z0)| < [R[(|A1]+ ... + [An]|[h[*).

Podstawiajac w tej nier6wnosci za h réznice z,, — zo dostajemy (x).

Niech
w=1inf{Jw(z)|: z € K}.

Dla m = 1,2,... wybierzmy z,, = an, + ib,, € K tak, by ciag (|w(zm)|)m zbiegal do p. Z twierdzenia
Bolzano-Weierstrassa mozemy zalozy¢, przechodzac w razie potrzeby do podciagu, ze ciag (@ )m jest
zbiezny do pewnego ag z przedzialu [—M, M]. Przechodzac ponownie do podciagu mozemy ponadto
zatozy¢, ze ciag (bm)m jest zbiezny do pewnego by € [—M, M]. Dla zp = ag + ibgp mamy |z, — 20| =
V(@ — ag)? + (b, — bo)2, wiec lim,, |2, — 20| = 0, a stad i z () dostajemy p = lim,, |w(zm)| = |w(z0)].

|

W dowodzie Twierdzenia[8.1.4 korzystaliSmy z pewnej wlasnosci funkcji na sferze jednostkowej w liniowej
przestrzeni euklidesowej, analogicznej do udowodnionej w Lemacie [14.1.1}] Podamy teraz uzasadnienie
tej wlasnosci, przy czym podobienstwo do dowodu Lematu [I4.1.1] nie jest przypadkowe — obie wlasnosci
wynikajg z twierdzenia Weierstrassa o funkcjach ciaglych na zwartych przestrzeniach metrycznych.

Lemat 14.1.2 Dia endomorfizmuT : V. — V liniowej przestrzeni euklidesowej (V,( , )) istnieje wektor
w eV taki, Ze ||w|| =1 oraz (w,T(w)) =sup{(v,T(v)): ||v|]| =1}.

Dowdéd. Polézmy Q(v) = (v,T(v)) dla v € V. Sprawdzimy najpierw, ze dla kazdego ciagu wektoréw
(Um)m takich, ze |lv,|| =1
(%) limy, ||vy, — w|| =0 = lim, Q(vy) = Q(w).
Ustalmy baz¢ ortonormalng (u1,...,u,) w V, potézmy M = 37, ||T(u;)|| i niech u = 37, aju; € V.
Mamy
T (w)l| = 1T (2 agu)l| < 32 lag] 11T ()| < [lul[M.

Warunek (%) wynika teraz z oszacowania
|Q(vm) — Q(w)] = [{vm, T'(vm)) — {w, T(w))| < [vm, T(vm)) — (w, T'(vm))| + [{w, T (vm)) — {w, T (w))| =
[(vm = w, T(vm))| + [{w, T(vm) = T(w))| < [[vm = wl[ [T (vm)] + |[w] T (0m — w)]| <

[om = wl| M [[om|| +[|w][ M |[vm —wl].
Niech teraz

p=sup{Q(v) : [[v]| =1}.

Dla m = 1,2,... wybierzmy wektory v,, o normie 1 tak, by ciag (Q(vm))m zbiegal do p. Podobnie jak

w dowodzie Lematu [14.1.1| wystarczy teraz pokazaé, ze dla pewnego podciagu (v, )r istnieje w € V
takie, ze limy, ||vy,, —w|| = 0, bo z warunku | ||vy,|| —||w||| < ||vm —w|| wynika, ze wtedy takze ||w|| = 1.
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Udowodnimy przez indukcje ze wzgledu na dim V', ze dla kazdego ciagu wektoréw V' o normie < 1 mozna
znalez¢ taki podciag (vpm, )i 1 wektor w. Dla przestrzeni jednowymiarowych teza wynika z twierdzenia
Bolzano-Weierstrassa. Zalézmy, ze dim V' > 1 i teza jest prawdziwa dla przestrzeni wymiaru mniejszego
niz dim V.

Niech V = W & L bedzie suma ortogonalng, gdzie dim L = 1 i niech vy, = wy, + up, bedzie rozktadem
vm na ortogonalne skladowe. Z zatozenia indukcyjnego wynika, ze ciag (wm)m zawiera podciag (wm;);

taki, ze lim; ||wy,; —wol| = 0 dla pewnego wy € W. Z twierdzenia Bolzano-Weierstrassa mozemy wybrac
z ciagu (up,,); podciag (um]k) . zbiezny do pewnego ug € L. Dla wektora w = wg + ug mamy wowczas
limy, [[vy;, —w|[ = 0. |

14.2 Zespolona wartos¢ wlasna macierzy rzeczywistej.

Dla macierzy A € R} oznaczmy przez T endomorfizm T'(X) = AX przestrzeni R” wyznaczony przez A
i zaltozmy, ze Z = X +1Y € C", gdzie X, Y € R", jest wektorem wltasnym A odpowiadajacym zespolonej
wartoéci wlasnej A = a + ib € R. Pokazemy, ze

(a) wektory X,Y rozpinaja w R" plaszczyzne W = lin(X,Y") taka, ze T (W) = W i macierz endomor-
fizmu T|W : W — W w ukladzie wspétrzednych zwigzanym z baza (X,Y) plaszczyzny W ma

3 a b |
postac[_b a]’

(b) AT # A, por. Twierdzenie

(c) jesli A jest macierza ortogonalna, to |A\| = 1 i w kartezjanskiej przestrzeni euklidesowej, zob.
(a), [|X|| = Y]] oraz X LY. W szczegdlnosci, T|W jest obrotem W, por. Lemat

Istotnie, z réwnoséci AZ = AZ mamy AX +iAY = (a+ib)(X+iY) = (aX —bY)+i(bX +aY'). Poréwnujac
czesci rzeczywiste i urojone po obu stronach dostajemy stad wzory

() AX =aX —bY oraz AY =bX +aY
pokazujace, ze T(W) C W.

Polézmy Z = X —iY. Z () mamy AZ = AX —iAY = (aX —bY) —i(bX +aY) = (a—ib)(X —iY), czyli
wektor Z jest wektorem wlasnym A odpowiadajacym wartosci wlasnej . Zatem wektory Z, Z rozpinaja
plaszezyzne lin(Z, Z) C C". Wektory X = 2(Z+ Z) 1Y = —4(Z — Z) sa baza tej plaszczyzny (nad C),
wiec sg réwniez liniowo niezalezne nad R.

Stad wynika (a), bo (*) okresla posta¢ macierzy T|W w tej bazie, a z det(T|W) = a® + b = |A\| > 0
mamy T (W) = W.

Dla dowodu (b) zalézmy, Zze macierz A jest symetryczna. Wtedy (AZ)TZ = ZT(AZ), wiec N(ZTZ) =
(AZ)1Z = ZT(AZ) = ZV(\Z) = N(ZTZ). Poniewaz ZT7Z = (X +iY)T(X —iY) = || X2|| + ||Y]]? > 0,
dostajemy \ = A, sprzecznie z zatozeniem, ze A & R.

Jesli A jest macierza ortogonalna, to T jest izometria liniowa kartezjanskiej przestrzeni euklidesowej, wiec
det(T'|W) =1 = |A[, co daje pierwsza czes¢ (c). Mamy tez AZ = \Z oraz 4TZ = A"1Z = \"1Z. Zatem
NZT2) = (A2)TZ = ZT(ATZ) = ZT(\"1Z) = N(ZT Z). Poniewaz A # ), dostajemy stad Z7Z = 0,
czyli 0 = (X +iV)T(X +4Y) = (||IX?| — ||Y]]?) + 2i(XTY), co dowodzi (c).

14.3 Orientacja liniowej przestrzeni euklidesowej.

Powiemy, ze macierz A € R} jest nieosobliwa jesli det A # 0 (réwnowaznie, macierz A jest odwracalna,

zob. Uwaga [5.1.4)).
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Drogg nieosobliwg w R} taczaca macierze nieosobliwe A, B € R bedziemy nazywali przyporzadkowanie
kazdemu ¢ z przedziatu [0, 1] C R macierzy nieosobliwej A(t) = [a;;(t)]};—; takie, ze A(0) = A, A(1) = B
i kazda z funkcji a;; jest ciagta.

Funkcja det A(t) jest wtedy ciagla i nie zeruje sie na [0, 1], wiec det A, det B maja ten sam znak.

Pokazemy, ze z réwnosci znakéw wyznacznikéw wynika istnienie takiej drogi: jesli det A > 0, to ist-
nieje nieosobliwa droga lgczaca macierz A z macierza jednostkowa I,; jesli dodatkowo macierz A jest
ortogonalna, to istnieje taka droga zlozona z macierzy ortogonalnych.

Zalézmy najpierw, ze A jest macierza ortogonalna. Z Wniosku [8:2.5]istnieje macierz ortogonalna C' taka,
ze J = CT A C ma na przekatnej macierze obrotéw i jedynki (2 wyrazy —1 na przekatnej J okreélaja obrét
o kat m w odpowiedniej plaszczyznie). Poniewaz macierz obrotu R? o kat 6 mozna polaczyé (mnozac
kat obrotu przez 1-t) z macierza I, istnieja macierze ortogonalne J(t) tworzace droge taczaca J z I,,.
Macierze C.J(t) CT sa wtedy ortogonalne i okreslaja droge taczaca A z I,,.

Dla odwracalnej macierzy A nietrudno zauwazyé, interpretujac geometrycznie kolejne kroki procesu
ortonormalizacji Grama-Schmidta uktadu kolumn A, ze powstajaca w tym procesie macierz ortogonalng
mozna polaczyé¢ droga nieosobliwa z macierza A. Wraz z wcze$niejsza obserwacja daje to nieosobliwa
droge taczaca macierz A z I,,.

Istnienie takich drég pozwala na nastepujaca interpretacje orientacji w liniowej przestrzeni euklidesowej
R™: baza (Ai,...,A,) jest zorientowana zgodnie z baza standardowa (E1,..., E,) wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego t z przedziatu [0, 1] istnieje baza (A1 (t),..., An(t)) taka, ze A;(0) = A;, A;(1) = E; oraz
wspolrzedne wektorow A;(t) zaleza od t w sposéb ciagly. Co wiecej, dla ortonormalnej bazy (A1, ..., Ay)
istnieja takie bazy (A1(t),..., An(t)), ktére sa dodatkowo ortonormalne.

14.4 Roéwnania opisujgce hiperpowierzchnie wtlasciwa.
W tej czeéci podamy dowdd Twierdzenia [13.2.1] méwigcego, ze hiperpowierzchnia wlaéciwa H stopnia 2
w przestrzeni afinicznej F nad R wyznacza swoje réwnanie z doktadnoécig do statej.

Zalézmy wiec, ze f, fi : R™ — R sg funkcjami kwadratowymi takimi, ze réwnania f(X) =01 fu(X) =0
opisuja H w afinicznym uktadzie wspéhrzednych o, : F — R". Dla uproszczenia oznaczen polézmy
¢ = foopi ¢ = fioo0, Pokazemy, ze ¢, = A¢ dla pewnego A € R.

Niech funkcja f bedzie dana wzorem

f(X)=XTAX + BTX +¢, gdzie A= AT e R", BER",cc R
i oznaczmy przez Q czeéé kwadratowa f, Q(X) = XTAX.
Jesli L = g+lin(w) jest prosta w E, X = 0,,(q) i Z = o(w), to op(q+tw) = op(q)+o(tw) = X +tZ, wiec
wartoéci funkcji ¢ na prostej L sa dane wzorem ¢(q+tw) = f(X+tZ) = t?ZT AZ+t(2XT A+BT)Z+f(X)
(zob. Uwaga |12.1.3|dla g(Z) = tZ + X). Zatem
(—) (g +tw) = at? +bt + ¢, gdziea=Qoo(w)ic=¢(q).
Zgodnie z Uwaga [13.1.5] istnieje prosta Lo = qo + lin(wg) przecinajaca H w dokladnie dwéch punktach.
Z (—) wynika, ze a = Q(o(wp)) # 0. Bez zmniejszenia ogélnosci mozemy zalozyé, ze a > 0 (zastepujac
w razie potrzeby ¢ przez —¢) oraz ¢(qo) < 0 (przesuwajac w razie potrzeby punkt poczatkowy gg na Lg).
Poléimmy A = %) i niech E. = {q € E : ¢.(q) = Aé(g)}. Oczywiscie H U {qo} C E.. Z (—) dla funkeji
¢« 1 funkcji \¢ wynika, ze kazda prosta w E zawierajaca trzy punkty zbioru F, zawiera sie w F,.
Niech L = gp+lin(w) bedzie prosta taka, ze Q(o(w)) > 0. Z () dla ¢ na L wnioskujemy, ze zbiéor LN H
jest dwupunktowy, a go € L\ H daje wtedy L C E.. PokazaliSmy wiec, ze {qo + w : Q(c(w)) > 0} C E,.

Wezmy teraz dowolne ¢ = qo + v € E. Punkty prostej L, = ¢ + lin(wp) mozemy przedstawi¢ w postaci
qo + (u+twg). Powtarzajac uzasadnienie (—) widzimy, ze Q(o(u-+twg)) = t2Q(c(wp)) +tb+Q(c(u)) > 0
dla dostatecznie duzych ¢ (bo Q(o(wp)) > 0). Dla takich ¢ punkty go + (u + twyg) prostej L, sa w E,
wiec cala prosta L, jest w Fy istad ¢ € Ly C E,. Mamy wigc E, = E, co daje teze.
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