Zadanie 1. Czy prawdziwa jest nastepujaca implikacja? Jesli L C A* jest
jezykiem regularnym, to regularnym jezykiem jest tez

L' = {vw : vuw € L dla pewnego u € A* takiego, ze |u| = |[v| + |w|}

Rozwiazanie. Niech
A=(A,Q,q1, F,9)
automat, ktéry rozpoznaje L. Dla stanéw p, q € @), rozwazmy trzy jezyki.
1. Rozwazmy najpierw jezyk:
L,,={we A" : istnieje bieg po w zaczynajacy w p i konczacy w ¢}

Jest to oczywiscie jezyk regularny, rozpoznaje go automat A ze zmienio-
nymi stanami poczatkowymi i koncowymi.

2. Rozwazmy nastepnie jezyk
K,q,={we A" :ueL,, da pewnego u tej samej dtugosci co w}

Jest to tez jezyk regularny, rozpoznaje go ten sam automat co L, 4, tyle
ze kazde przejScie umozliwiamy po kazdej literze.

3. Rozwazmy wreszcie jezyk

M

g ={w € A" 1 wu € L, , dla pewnego u tej samej dlugosci co w}

Jest to jezyk regularny, jako suma konkatenacji jezykéw regularnych

My = Lpr N Ky g
req

Na tych samych zasadach, regularny jest

M, ,={w e A" :uw € L, 4 dla pewnego u tej samej dtugosci co w}

Sam jezyk L’ z tresci zadania jest regularny, bo przedstawia si¢ jako

/I __ . /
= \J M, M,
pel,qeQ,reF



Zadanie 2. Niech L bedzie zbiorem wyrazen regularnych nad alfabetem {a},
ktére generuja przynajmniej jedno stowo diugosci parzystej. A wiec alfabet dla
jezyka L to

()0 - a x +

Aby nie wdawaé sie w priorytety operacji, zalézmy, ze interesuja nas wyrazenia,
gdzie kazde podwyrazenie jest otoczone nawiasami, jak np.

((((a) - (a))") + (a))
Czy jezyk L jest bezkontekstowy?

Rozwiagzanie. Tak, jezyk jest bezkontekstowy. Ponizej opisujemy gramatyke.
Dla podzbioru X C {0,1}, bedziemy mieli nieterminal Nx. Niezmiennik
bedzie nastepujacy:

e Ny opisuje wyrazenia regularne generujace stowa zaréwno parzystej jak
i nieparzystej dtugosci

e Ny opisuje wyrazenia regularne generujace tylko stowa parzystej dtugosci

e N, opisuje wyrazenia regularne generujace tylko stowa nieparzystej diu-
gosci

e Nj opisuje wyrazenia regularne nie generujace zadnych stow
Mamy wreszcie nieterminal startowy S, o regule

S = No | Npoy
Podstawowe reguly to

Ny — 0
Npy — (a)

Rozwazmy teraz operacje sumy w wyrazeniach regularnych. Jesli X,Y, Z C
{0,1} sa zbiorami takimi, ze X =Y U Z, to gramatyka zawiera regule

Nx — (Ny—I—Nz)

Rozwazmy teraz operacje konkatenacji w wyrazeniach regularnych. Jesli
X,Y,Z C{0,1} sa zbiorami takimi, ze

X={i+jmod2:i€Y,jeZ},
to gramatyka zawiera regule

Nx — (Ny-Nz)



Rozwazmy wreszcie gwiazdke. Dla niej mamy reguty:

Nyy — (Np)*

Ny — (Ngoy)”
N{o,l} - (N{1}>*
N{o,l} - (N{o,l})



Zadanie 3. Niech bin(n) oznacza dwéjkowy zapis liczby n, np. bin(12) = 1100.
Niech w® oznacza stowo w napisane do tytu. Czy bezkontekstowy jest jezyk

L = {bin(n)#(bin(n*))® : n € N}

Rozwiagzanie. Jezyk nie jest bezkontekstowy. Trudno$é wystepuje juz przy
kwadratach liczb, ktérych rozwiniecie dwojkowe jest postaci 101 dla n > 1.
Rozwazmy przeciecie jezyka L z regularnym jezykiem

K =100"1#(0 + 1)*

Ponizej pokazemy, ze przeciecie L N K nie jest bezkontekstowe, z czego wynika,
ze sam jezyk L nie jest bezkontekstowy.

Jak wyglada kwadrat liczby, ktorej rozwiniecie dwéjkowe jest zgodne z wy-
razeniem 100*17 Jesli rozwinieciem jest 101, dla n > 1, to kwadrat wynosi

(27 4 1)2 = (2712 9. gt 1 = 9202 | ond2 4
a wiec, przy zalozeniu n > 1, rozwiniecie dwojkowe kwadaratu to
10" t10m .
Czyli jezyk LN K to
{10™1#10" 10" M i n > 1},

Teraz pokazemy, ze powyzszy jezyk nie jest bezkontekstowy. Dowdd jest ten
sam co dla jezyka {a"b"c" : n € N}. Zastosujmy do jezyka L N K lemat o pom-
powaniu dla jezykéw bezkontekstowych (wystarczy zwykly lemat, niepotrzebny
jest silniejszy lemat Ogdena). Niech M € N stala z lematu o pompowaniu.
Rozwazmy stowo

w=10M1#10M 11011 e LN K.
Na mocy lematu istnieje podziat
wW = W1W2W3W4Ws

taki, ze stowo wow, zawiera przynajmniej jedna litere, oraz zachodzi nastepujacy
warunek pompowania

wywhwzwiws € LN K dla dowolnego i € N.

Pokazemy, ze takiego podzialu byé¢ nie moze, co dowodzi, ze jezyk L N K nie
moégt by¢ bezkontekstowy. Po pierwsze, stowa wsy, w4 nie moga zawiera¢ ani 1
ani #, bo inaczej przy pompowaniu dla ¢ = 2 bysmy dostali w jezyku L N K
stowo, ktére ma wiecej niz pie¢ jedynek, albo wiecej niz jeden #. A wiec kazde
ze stéw wo 1 w4 musi sie miesci¢ w catoéci w jednym z trzech blokéow zer, ktore
wystepuja w stowie w. Wéwcezas pompowanie dla ¢ = 2 zmieni dlugo$é¢ przy-
najmiej jednego ale co najwyzej dwoch blokow, bez zmiany dlugosci trzeciego
bloku, co spowoduje wypadniecie z jezyka L N K.



Zadanie *. Rozwazmy automat ze stosem, ktéry oprécz normalnych instrukeji,
moze tez wykonaé¢ instrukcje “usun wszystkie wystapienia litery b ze stosu”.
Inaczej méwiac, dozwolone sa tez przejscia postaci:

(p, a, usun(b), q)

gdzie p,q sa stanami, a jest litera alfabetu wejéciowego (moze byé tez a = ¢),
oraz b jest litera alfabetu stosowego.

Czy opisany powyzej model automatu potrafi rozpoznawaé tylko jezyki bez-
kontekstowe?

Rozwiazanie. Tak. Niech A bedzie automatem w nowym modelu. Pokazemy
automat A’, w zwyklym modelu automatu ze stosem, ktory rozpoznaje ten sam
jezyk co A.

Zal6zmy, ze automat A korzysta tylko z przej$¢ typu push i pop, oraz ze
akceptuje przez stan akceptujacy. Nowy automat A’ bedzie mial te same stany
co automat .4, ten sam stan poczatkowy, te same stany akceptujace (no i oczy-
wiscie ten sam alfabet wejSciowy). Zmienia sie tylko alfabet stosowy i przejscia.
(Uwazny czytelnik zauwazy, ze wszystkie przejscia typu push i pop oryginalnego
automatu sa zachowane w nowym automacie, dochodzi jednak kilka nowych
przejsé.)

Niech B bedzie alfabetem stosowym oryginalnego automatu A. Alfabet sto-
sowy nowego automatu A’ zawiera wszystkie symbole z oryginalnego alfabetu
B, oraz dodatkowe symbole

{usun(C) : C C B}.

Idea jest taka, ze jesli stos zawiera sybmol usun(C), to wszystkie wystapienia
liter ze zbioru C' pod tym symbolem nalezy uznaé¢ za niebyte.
Ponizej opisane sg przejécia nowego automatu A’.

1. Przejscie postaci (p, a, usun(b), ¢) w automacie A zastepujemy w automa-
cie A’ przez przejscie, ktére czytajac litere a zmienia stan z p na ¢, oraz
kladzie na stosie symbol usun({b}).

2. Chcemy, zeby na stosie symbole typu usun nie sgsiadowaly ze soba. Aby
to osiagnaé, sasiednie wystapienia taczymy ze soba. Dla kazdego stanu ¢,
dodajemy e-przejscie,

q, usun(Cy) - usun(Cs) 5 q, usun(Cy U Cy).

3. Zalézmy, ze oryginalny automat 4 mial przejscie postaci pop, czyli
0,b = p,e.

Przejécie takie moze by¢ wykonane jesli symbol b jest przykryty symbolem
usuwajacym litery nie zawierajace b, czyli za pomoca przej$¢ postaci:

¢, usun(C) - b % p,usun(C) dla C Z 0.



(W powyzszym napisie, czubek stosu jest z lewej strony, a wiec b jest przy-
kryte symbolem usun(C).) Moze sie tez zdarzyé, ze b nie jest przykryte
zadnym symbolem usuwajacym, wowczas mozemy zastosowaé oryginalne
przejscie

a,b 5 p,e.

4. Przejscia push pozostaja bez zmiany.

To konczy opis automatu A’. Ponizej opisany jest niezmiennik, ktéry dowodzi,
ze automat A’ akceptuje te same slowa co automat A.

Dla stosu nad nowym alfabetem stosowym, definiujemy jego redukt, ktéry
jest stosem nad oryginalnym alfabetem stosowym, w nastepujacy sposéb:

e usuwamy wszystkie wystapienia symbolu b, ktére sa przykryte wystapie-
niem symbolu usun(C) takiego, ze b € C.

e nastepnie usuwamy wszystkie symbole typu usun(C).

Na przyktad redukt stosu
usun({bl}) . bg . usun({bg}) . bl . b2 . b3 . usun({bl, bg}) . bg

to stos by - b3 - bs3.

Korzystajac z pojecia reduktu, mozemy sformulowaé niezmiennik. Niezmien-
nik moéwi, ze dla kazdego stowa w i kazdej zawartosci stosu v nad oryginalnym
alfabetem stosowym, nastepujace warunki sg rownowazne:

1. Istnieje bieg p automatu A po stowie w, ktory konczy sie¢ w stanie g z
zawartoscia stosu 7. 7.

2. Istnieje stos /, ktérego redukt to -, oraz bieg p’ automatu A’ po stowie
w, ktéry konczy si¢ w stanie ¢ z zawartoScia stosu 7.

Implikacje z géry na dét dowodzi sie przez indukcje po ilosci przej$¢ w biegu p,

a implikacje z dotu do géry dowodzi sie przez indukcje po ilosci przej$¢ w biegu
/

o



