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1 Podstawowe operacje na jezykach

Rozwazamy skonczony zbiér X, ktéry nazywamy alfabetem, a jego elementy symbolami.
Skoniczony ciag symboli nazywamy stowem, w szczeg6lnosci ciag pusty jest stowem pustym
oznaczanym €. Zbior wszystkich stow nad alfabetem > oznaczamy ¥*. Slowo w € ¥*

mozna przedstawi¢ w = (wy, ..., w,) gdzie w; € 3, dla¢ = 1,...,n. Liczba n > 0 jest
dtugoscia stowa w oznaczana |w|, zauwazmy, ze |e| = 0. Dla dwéch stéw w = (wy, ..., w,)
iv=(v1,...,0n), konkatenacjq w i v jest stowo

WU = (W1, ...y Wy, V1, e ey Upy)

Latwo sprawdzié, ze operacja konkatenacji jest laczna, tzn. (wv)u = w(vu), co uza-
sadnia notacje beznawiasowa wvu. Utozsamiajac stowa jednoliterowe z literami, mamy
w szczegolnosci w = wy ... w,. Zauwazmy, ze stlowo puste jest elementem neutralnym
operacji konkatenacji, tzn. we = ew = w.

Uwaga. W jezyku algebry méwimy, ze zbior ¥* z operacja konkatenacji i stowem
pustym tworzy strukture zwana monoidem.

Dla kazdego przedstawienia u = wv, stowo w jest prefiksem (segmentem poczatkowym )
a stowo v sufiksem stowa u. Relacja “by¢ prefiksem” jest relacja czesciowego porzadku,
ktéra bedziemy oznaczaé po prostu <. Oczywiscie, stowo puste jest elementem najmniej-
szym w tej relacji.

Zbiory stéw nazywamy jezykami. Oprocz zwyklych operacji teoriomnogosciowych:
sumy, przeciecia i réznicy, bedziemy wykonywaé nad jezykami pewne operacje specjalne.

Konkatenacjq jezykow L, M C 3* jest jezyk

LM ={wv : we Lve M}

Nietrudno zauwazy¢, ze konkatenacja jezykéw jest taczna.

Pytanie. Co jest elementem neutralnym operacji konkatenacji jezykéw?

W notacji zwykle zaklada sie, ze operacja konkatenacji wiaze silniej niz operacje teo-
riomnogosciowej sumy i przeciecia, np. ABUC' znaczy tyle samo co (AB)UC. Zauwazmy,
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ze konkatenacja jest rozdzielna wzgledem operacji sumy, tzn. dla dowolnych jezykow
K,L,M,
K(LUM)=KLUKM

(KULM = KM ULM

Pytanie. Czy operacja konkatenacji jest rozdzielna wzgledem operacji czesci wspélnej
n?

Prawo rozdzielnosci mozna uogdlni¢ na przypadek, kiedy sumowanie obejmuje dowolna
rodzing jezykow.

Fakt 1 Niech L C P(X*) bedzie rodzing jezykow i niech M C ¥*. Wowczas

ML= MK

Kel

UM =y KM

KeLl

7 kolei okreslimy operacje iteracyi zwana tez operacja “gwiazdki”

n<w
gdzie L = {e} i L™ = L"L. (Symbol w oznacza pierwsza nieskoniczona liczbe porzadkowa,
czyli innymi stowy zbiér liczb naturalnych.)
Cwiczenie. (a) Czemu jest réwne (*?
(b) Wykazaé, ze dla dowolnego L C ¥*, (L*)* = L*.
O ile nie bedzie to prowadzitlo do nieporozumieri, bedziemy opuszczaé akolady {} dla
zbioréw jednoelementowych, piszac np. abLbaa zamiast {ab}L{ba}{a}.

Przyktad 1 Niech ¥ = {a,b}. Zbiér {aa}* obejmuje stowa ztozone z parzystej ilosci a,
Y*aX* jest zbiorem stéw zawierajacych przynajmniej jedno a, natomiast (X —{a})*(a(X —
{a})*a(2 — {a})*)* zbiorem stéw, w ktérych liczba wystapieni a jest parzysta.

Rodzina jezykéw nad ustalonym alfabetem wraz z operacjami teorio-mnogosciowymi
oraz operacjami konkatenacji i gwiazdki tworzy pewna strukture algebraiczna. Jak to
czesto bywa w matematyce, struktura algebraiczna zacheca do budowania i rozwiazywania
rownan. Udowodnimy teraz pewna wlasno$é¢ réwnan, jaka bedzie przydatna pdzniej.

Lemat 1 (Arden) Niech A,B C ¥*, e ¢ A. Wowczas réwnanie

X=AXUB

ma doktadnie jedno rozwigzanie w P(X*) réwne A*B.
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Dowdd. Nietrudno sprawdzié, ze A*B = AA*B U B, zatem X = A*B jest rozwiazaniem
rownania. 7 kolei przypusémy, ze jakis jezyk M spelnia M = AM U B, pokazemy, ze
M = A*B.

“C” Przez indukcje ze wzgledu na |w|, pokazemy, ze w € M = w € A*B. Gdy w = ¢,
to poniewaz € ¢ Aiw € AM U B, wiec w € B C A*B. Gdy |w| > 0, to albo w € B,
albo w = vu, gdzie v € Aiu € M, przy czym |u| < |w|, zatem, z zalozenia indukcyjnego,
u € A*B. W obu przypadkach w € A*B.

“D” 7 rozdzielno$ci konkatenacji wzgledem dowolnej sumy, mamy w szczegdlnosci
A*B = U,<,(A"B). Z faktu, ze M spehia réwnanie wynika natychmiast, ze B = A°B C
M, oraz ze A"B C M implikuje A(A"B) = A""'B C M, co koticzy dowdd. O

Z kolei rozwazymy operacje lewo- i prawostronnych #lorazow.
L'M={w: e Lvwe M}

LM ={v:3we Mowe L}

Uwaga. Te notacje trzeba rozumieé calosciowo, samo wyrazenie L~! nie oznacza zadnego
jezyka.

Przyktad 2 Zbiér stéw jezyka L, ktére zaczynaja sie od a mozna przedstawi¢ a(a 'L).

Wprowadzimy teraz bardzo wazna w studiach nad jezykami operacje podstawienia.
Niech 3, " beda alfabetami i niech f : ¥ — P(I'*) bedzie funkcja przyporzadkowujaca
literom z X jezyki nad I'. Funkcje f rozszerzamy do funkcji f : ¥* — P(I'™*) przez

fle) = {e}

~ ~

flwo) = f(w)f(o)

dla w € ¥*, 0 € X. Wreszcie, funkcje f rozszerzamy do operacji okreslanej na jezykach
(oznaczanej tak samo). Mianowicie, dla L C ¥*, kladziemy

f(y=U fw)

weL

Funkcje f nazywamy podstawieniem indukowanym przez f. Jezeli, dla kazdego o € X,
moc zbioru f(o), |f(o)| = 1, podstawienie nazywamy homomorfizmem.

Uwaga. Gdy I' = ¥ = {o0y,...,0,}, podstawienie mozna uwazac za n + 1 argu-
mentowa operacje na P(X*), ktéra jezykom L, M, ..., M,, przyporzadkowuje rezultat
podstawienia indukowanego przez o; — M;, zastosowanego do L.

Przykiad 3 Podstawienie indukowane przez a — € powoduje “wymazanie” litery a. Pod-
stawienie indukowane przez x — {1,2, €}, zastosowane do stowa yx + zz, daje w rezultacie
zbiér

{yl+ 21, yl + 22, yl + 2z, y2 + 21, y2 + 22, 2+ z, y + 21, y + 22, y + 2}
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Cwiczenia
1. Przedstawié jezyk {ab}* jako kombinacje jezykéw W = {a,b}*, {a}, {b}, uzywajac
operacji konkatenacji, sumy i réznicy, ale nie uzywajac .

Uwaga : dla jezyka {aa}* jest to niemozliwe.
2. Podaé przyklad, ze L(K N M) # LK N LM.
3. Dowiesé, ze dla dowolnych jezykéw L, M, (L*M*)* = (LU M)*.
4. Jakie relacje zachodza pomiedzy zbiorami L*, L=1L* i L*L~'?
5. Czy z faktu, ze LK = M wynika, ze L™'M = K ?
6. Czy (LK-Y)M = L(K~'M) ?

7. Kody. Zbiér C C Y nazywamy kodem jedli kazde stowo w € ¥* dopuszcza co
najwyzej jedna faktoryzacje wzgledem C (tzn., da sie “odkodowac”). Niech ¥ =
{a,b}. Dowies¢, ze zbiér {aa, baa,ba} jest kodem, a zbiér {a, ab, ba} nie jest.

2 Jezyki regularne

2.1 Wyrazenia regularne

Niech Reg(X) bedzie najmniejsza rodzina jezykéw nad alfabetem 3, ktéra zawiera zbidr
(), dla kazdej litery o € X zawiera zbiér {c}, a ponadto, jesli L 1 M sa jezykami w Reg(2),
to réwniez LM, L U M i L* naleza do tej rodziny. Zbiory z rodziny Reg(¥) nazywamy
jezykami regularnymi nad . Kiedy dopuszczamy dowolne alfabety, méwimy o klasie
jezykow reqularnych.

Tradycyjnie, jezyki regularne sa reprezentowane poprzez tzw. wyrazenia reqularne, po-
dobnie jak np. liczby catkowite moga by¢ reprezentowane przez wyrazenia arytmetyczne.
Wyrazeniami takimi postugiwalismy sie juz nieformalnie przed chwila, a teraz zdefiniu-
jemy je dokiadnie. Z naszego punktu widzenia istotne jest to, ze wyrazenia uzywane do
reprezentacji jezykow, same sa stowami nad pewnym alfabetem.

Zbior wyrazen regularnych nad alfabetem ¥, R(X), okreslamy jako najmniejszy zbidr
stow nad alfabetem X U {0, +, , (,)}, taki ze

e ) € R(Y),
e dla kazdego 0 € X, 0 € R(Y),
e jeli s € R(X), to (rs), (r+ s), (r*) € R(X)

Interpretacjq wyrazenia r € R(X) jest jezyk L[r] C ¥* okre§lony indukcyjnie w tatwy do
odgadniecia sposéb: L[] = 0, Llo] = {o}, L[(r + s)] = L[r] U L[s] L[(rs)] = L[r] L[s],
L{(r*)] = Llr]*. Jak mozna oczekiwa¢, mamy nastepujacy

Fakt 2 Jezyk L C ¥* jest reqularny wtedy i tylko wtedy, gdy L = Llr|, dla pewnego
wyrazenia reqularnego r € R(X).
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Dowaod. Latwo jest widzie¢, ze klasa jezykdéw opisywanych przez wyrazenia regularne nad
Y (tzn. {L[r] : r € R(X2)})

(*) zawiera zbiory 0 i {o}, dla o € X, oraz jedli L i M sa w tej klasie, to naleza
tam rowniez LM, L UM i L*.

A zatem, skoro Reg(X) jest najmniejsza rodzina o wlasnosei (*), to kazdy jezyk regularny
jest postaci L[r], dla pewnego r € R(X).

Na odwrét, jesli klasa K spetnia warunek (*), to przez indukcje ze wzgledu na dlugosé
wyrazenia regularnego r, latwo jest wykazaé, ze L[r] € K. Stosujac te uwage do K =
Reg(X), otrzymujemy, ze kazdy jezyk L[r| jest regularny. O

Uwaga 1. W zastosowaniach praktycznych zbiér wyrazen regularnych czesto okresla
si¢ bardziej liberalnie, dopuszczajac opuszczanie nawiaséw. Przyjmuje si¢ wowczas, ze
“*7 wiaze silniej niz “4” i konkatenacja, a konkatenacja silniej niz “+”. Np. ab* + ¢ ma
taki sam sens jak ((a(b*)) + ).

Uwaga 2. Nietrudno zauwazy¢, ze ten sam jezyk moze by¢ reprezentowany przez
wiele wyrazen regularnych. Np. L[(a*)] = L[(aa)* + a(aa)*]. Prowadzi to do pytan o
reprezentacje w jakims$ sensie optymalne, pytan, ktére czasem okazuja sie nieoczekiwanie
trudne. Np. algorytm znajdowania wyrazenia o minimalnym zagniezdzeniu operacji *
zostal podany przez Hashigushi’ego dopiero w roku 1988, a dowdd poprawnosci liczy
kilkadziesiat stron. (Dla poréwnania, omawiane w nastepnych rozdzialach Twierdzenie
Kleene’'go o wyrazeniach regularnych pochodzi z r. 1956.)

Jak zobaczymy nieco pdzniej, klasa jezykéw regularnych obejmuje wiele naturalnych
przyktadéw jezykow, réwniez o znaczeniu praktycznym. 7 drugiej strony, klasa ta jest
zamknieta na wiele operacji, jakie z danych jezykdéw tworza nowy jezyk. Wprost z definicji
wynika, ze suma, konkatenacja i gwiazdka jezykéw regularnych jest jezykiem regularnym.

Pokazemy teraz, ze réwniez operacja podstawienia nie wyprowadza poza jezyki regu-
larne.

Fakt 3 Niech f : X — P(I™) bedzie funkcja taka, Ze, dla kaidego o € %, [(o) jest
jezykiem regularnym. Wowczas, jesli L C X* jest jezykiem regularnym, to f(L) jest
rowniez jezykiem reqularnym.

Dowdéd. 7 uwagi na indukcyjna definicje rodziny jezykéw regularnych Reg(X), wystarczy
wykazac, ze rodzina jezykow regularnych L C »*, dla ktorych f (L) jest rowniez jezykiem
regularnym, zawiera () oraz zbiory {c}, dla o € ¥ i jest zamknieta na operacje binarnej
sumy, konkatenacji i gwiazdki. Gdy L = (), lub L = {o}, dla o € X, teza jest oczywista.
Dalej, nietrudno jest sprawdzic¢, ze

A F(LiLy) = fj(Ll)Jf(Lg)
f(La LAJ Ly) = ]i(Ll) U f(La)
f(LY) = f(L1)"

Zatem, gdy Ly i Lo sa jezykami regularnymi speliajacymi teze Faktu, to spelniaja ja
rowniez Ly Lo, L1 U Ly 1 L]. Ta uwaga konczy dowdd. O
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Cwiczenia
1. Napisaé wyrazenie regularne nad alfabetem {0, 1}, opisujace nastepujacy jezyk:
(a) zbidr stéw zawierajacych dwa kolejne wystapienia tego samego symbolu,
(b)
(c) zbidr stéw o dlugosci nieparzystej,
)

(d

zbior stéw nie zawierajacych dwdéch kolejnych wystapien tego samego symbolu,

zbiér stéw, gdzie po kazdej parze kolejnych zer (niekoniecznie bezposrednio po)
wystapi para kolejnych jedynek,

(e) zbidr stéw nie zawierajacych 101 jako podstowa,
2. Napisa¢ wyrazenie regularne nad alfabetem {0, 1}, opisujace nastepujacy jezyk:

(a) zbidr stéw zawierajacych parzysta liczbe jedynek,
(b) zbiér stéow przedstawiajacych w postaci binarnej liczby naturalne podzielne
przez 3.

3. Opisa¢ w jezyku polskim lub dowolnym jezyku naturalnym zbiory oznaczone przez
wyrazenia regularne:

(a) (14 01+001)*(e+ 0+ 00)
(b) (114 0)*+ ((11)*1 +0)*

4. Skonstruowaé¢ wyrazenie regularne nad alfabetem {0, 1}3, opisujace zbiér takich §téw
(ah b1, Cl)a (az, by, CZ)a ) (ak, b, Ck)7 ze aiay...ap + biby... by = cicy...cp, gdzie
ciagi aias...ay, biby... by, cico...cp traktuje sie jako przedstawienia liczb natu-
ralnych w postaci binarnej, ewentualnie poprzedzone zerami. (Jesli trdjki (a, b, c)
zapisywaé pionowo, to stowo takie przedstawia zwykle dodawanie pisemne.)

5. Lustrzanym odbiciem stowa w = wiwy . .. wy jest stowo

R
W =g WWg—-1 ... WaW1

Dla jezyka L,
LR =df {wR W e L}

Opisa¢ algorytm, ktéry, dla danego wyrazenia regularnego « konstruuje wyrazenie
a® o tej samej dhugosci, takie, ze L[a'] = (L[a])™.

6. (*) Dowiesé, ze dla dowolnego podzbioru L C {0}*, jezyk L* jest regularny.

2.2 Automaty skonczone

Niedeterministyczny automat skonczony (w dalszym ciagu krétko: automat skonczony)
nad alfabetem 3 jest ukladem
A=(2,Q,1,0,F)

gdzie
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Q@ jest skonczonym zbiorem standw,

I C @Q jest zbiorem standéw poczatkowych,

0 C Q x X xQ jest relacja przejscia,
o I C () jest zbiorem stanow akceptujacych.

Elementy relacji ¢ bedziemy nazywaé przejsciami (ang. transition), a fakt, ze przejscie
(q,0,¢) nalezy do & bedziemy takze zapisywa¢ ¢ — ¢'. Intuicyjnie, powyzsze przejscie
rozumiemy nastepujaco: jesli automat znajduje sie w stanie ¢, to po otrzymaniu informacji
a (np. po przeczytaniu kodu litery a na tasmie) moze zmieni¢ stan na ¢'. Zauwazmy, ze
stanéw ¢’ o tej wlasnosci moze by¢ wiele, moze tez nie by¢ zadnego takiego stanu; na
tym wlasnie polega niedeterminizm. Jedli dla kazdego stanu ¢ i litery a, istnieje doktadnie
jeden stan ¢, taki ze ¢ = ¢/, to automat nazywamy deterministycznym!. Pojeciem tym
zajmiemy sie jeszcze w dalszym ciagu wykladu.

Relacje przejscia § rozszerzymy do relacji 6 C Q X X* x @), okreslonej jako najmniejszy
podzbiér () x X* x @), taki ze

e (¢.6,q) €, dla kazdego g € Q,
o jesli (q,w,r) €6i (r,0,p) €6, to (¢, wo,p) € 0.

Stwierdzenie, ze (q,w,q’) € d, bedziemy takze zapisywaé ¢ - ¢'. (Jesli w = o jest stowem
zlozonym z jednej litery, to notacja ta pokrywa sie z notacja wprowadzona wezesniej dla
przej$é, bo (¢,0,9') € 0 & (q,0,¢') € 90.)

Relacje 5 mozemy scharakteryzowa¢ w sposob bardziej dynamiczny, odwolujac sie
do mozliwych ciagdéw kolejnych przejsé, jakie automat moze wykonaé, przyjmujac infor-
macje zawarta w dostarczonym mu stowie. Dowdd ponizszej charakteryzacji mozna tatwo
przeprowadzi¢ przez indukcje ze wzgledu na dtugosé stowa. Szczegoéty pozostawiamy Czy-
telniczce lub Czytelnikowi.

Fakt 4 Niech q,q € Q, w € ¥*. Wowczas ¢ — ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy w = € i
q=¢ lwbw=o01...0,, gdzien >0io0; €%, dlai=1,...,n, iistnieje ciqg standw
qo, 41, ---,4n, taki ze

=030 20. . oS g1 D=4

Ciag przej$¢ w postaci o jakiej mowa w powyzszym fakcie, tzn.

(q07 01, Q1)7 (q1> 02, CI2)7 SR (%—27 On—1, qu—l)? (Q’n—la On, Qn)

lub, w notacji “strzatkowej”

o1 o) On—1 On
go — q1—q2 ... 4p—2 — Gn-1 7 Qn

W niektérych opracowaniach mozna spotkaé stabsza, definicje, w ktorej doktadnie jeden jest zastapione
przez co najwyzej jeden. Automat deterministyczny w tym slabszym sensie latwo jest sprowadzi¢ do
wymaganej przez nas postaci dokladajac co najwyzej jeden stan (,,czarna dziure”).
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nazwiemy przebiegiem automatu A, na stowie o105 . .. 0, startujacym ze stanu qq i zakoriczonym
w stanie g,.

Przebieg nazwiemy obliczeniem, gdy jego stan startowy nalezy do I. Obliczenie jest
akceptujace, gdy jego stan konicowy nalezy do F. Stowo w € ¥* jest akceptowane (czasem
mowi sie takze : rozpoznawane) przez automat A, jesli istnieje obliczenie akceptujace na
stowie w (nie wykluczamy, Ze automat niedeterministyczny moze mie¢ na stowie akcep-
towanym réwniez obliczenia nie akceptujace). Zauwazmy, ze stowo € jest akceptowane
wtedy 1 tylko wtedy, gdy I N F # 0. Zbiér stéw akceptowanych przez A stanowi jezyk
akceptowany przez A, ozrnaczany L(A). Mamy wiec

LA ={wex*: q¢5 ¢ dlapewnychqe I, ¢ € F}

Méwimy, ze jezyk L C 3* jest rozpoznawalny przez automat skonczony (po angielsku:
finite—state recognizable), jesli L = L(A) dla pewnego automatu A.

Przyklad 4 Rozwazmy automat A = (X,Q,1,6,F), gdzie ¥ = {0,1}, Q = {q0, 1},
I = {QO}f 0= {<q0a07QO)7 (q07 17Q1)a (Chao?ql)? (qla 15Q0)}7 F= {(h}

Nietrudno wykazaé, ze L(A) jest zbiorem stéw, ktére zawieraja nieparzysta liczbe
jedynek.

Przyktad 5 Niech A = ({0,1},{q0, %1, %2, 43},{q0},9,{q}) bedzie automatem, ktérego
relacja (w tym przypadku funkcja) § przedstawiona jest na rysunku.
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L(A) jest zbiorem tych stéw zero-jedynkowych, w ktérych zaréwno 0 jak i 1 wystepuja
parzysta ilo$¢ razy.

Cwiczenia
1. Skonstruowaé¢ automat nad alfabetem {0,1,...,8,9} rozpoznajacy
(a) zbidr stéw reprezentujacych liczby podzielne przez 7,

(b) zbidr stéw, ktérych lustrzane odbicia sa podzielne przez 7.

(c) Skonstruowaé automat deterministyczny rozpoznajacy zbiér z poprzedniego
punktu.

(d) Uogdlni¢ niniejsze zadanie.

2. Skonstruowac¢ automat niedeterministyczny rozpoznajacy zbiér stow nad alfabetem
{a,b} o dlugosci co najmniej 2, takich, ze przedostatnim symbolem jest a. Skon-
struowa¢ automat deterministyczny rozpoznajacy ten sam jezyk.

3. Narysowa¢ automat rozpoznajacy zbioér stow o nastepujacej wiasnosci : pewne dwa
a sa rozdzielone slowem o dlugosci 3k, dla pewnego k.

4. Dla danego automatu A, skonstruowaé¢ automat rozpoznajacy jezyk (L(A))".

5. Dla danych automatéw A i B, skonstruowaé¢ automat rozpoznajacy jezyk L(A) N
L(B).

6. Dla danych automatéw A i B, skonstruowaé automaty rozpoznajace jezyki (L(A)) "' L(B)
i L(A)(L(B)) "

7. Wykazaé, ze dla dowolnego automatu A nad alfabetem X i dowolnego jezyka X C 3%,
istnieja automaty rozpoznajace jezyki X 'L(A) i L(A)X 1.
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Uwaga. Dowdd istnienia odpowiednich automatow nie moze byé¢ tutaj konstruk-
tuwny, gdyz zbiér X nie jest zadany w sposob efektywny.

8. Dla danego automatu A rozpoznajacego jezyk L, skonstruowaé¢ automat rozpo-
znajacy jezyk
Cycle(L) = {vu : wv € L}

2.3 Twierdzenie Kleene’go

Naszym celem bedzie teraz wykazanie, ze automaty skonczone rozpoznaja doktadnie jezyki
regularne. Bedzie to pierwszy w tym wykladzie rezultat pokazujacy rownowaznosé dwoch
modeli obliczen: w tym wypadku wyrazen regularnych i automatéw skonczonych. Pod-
kreslmy, ze, teraz i w przysziosci, interesowac nas bedzie nie tylko samo istnienie jakiegos
obiektu (np. wyrazenia regularnego opisujacego jezyk rozpoznawalny przez automat), ale
takze algorytm konstruowania tego obiektu i ewentualnie zlozonosé tego algorytmu.

Twierdzenie 1 Dia kazdego wyrazenia reqularnego mozna skonstruowac niedetermini-
styczny automat skoriczony, kltory rozpoznaje jezyk opisany przez wyrazenie. Co wiece],
automat mozna dobraé tak, ze |Q| < 2|a|, gdzie o oznacza wyrazenie, a @ 2bidr standw
automatu.

Dowaod rozpoczniemy od lematu.

Lemat 2 Dia dowolnych automatow A = (X,Q4, 14,64, F4) i B = (X,Q5, 15,05, FP)
mozna skonstruowaé automaty C, D i E, takie, ze L(C') = L(A)UL(B), L(D) = L(A)L(B)
i L(E) = (L(A))*, pray czym Q7] <| Q4| +1Q"], |Q"] < Q% +1Q"], 1Q°] <[ @4+ 1.
Dowéd Lematu. Ograniczymy sie tu do podania konstrukeji, dowéd ich poprawnosci

pozostawiajac Czytelnikowi.
Mozemy zalozy¢, ze zbiory stanéw Q4 i QP sa roziaczne.

Automat C Q° =QAUQP, I =TAUIP FC =FAUFB, §¢ =54U65.
Automat D QP = QAU QP IP =14,
FD:{ FAUFB gdy IPNFB £
FB W przec. przyp.
60¢ =64UdBU{(q,0,p) : q€ FA N (3r € IP)(r,0,p) € 68}.

Automat E QF = Q4U{q}, gdzie § jest nowym stanem, I” = [*u{q}, F¥ = FAU{q},
0% =64 U{(gr,0,9) : gr € FA(Tp € I?)(p,0,q) €6},

Dowod Twierdzenia 1 prowadzimy przez indukcje ze wzgledu na zlozono$é wyrazenia re-

gularnego, o. Dla o = () lub o = o, z latwoscia mozna podaé automat z dwoma stanami

rozpoznajacy L[al]. Z kolei zalézmy, ze mamy juz automaty rozpoznajace Lla] i L[5] o

odpowiednio < 2|a| i < 2|3| stanach. Wéwczas z lematu otrzymujemy

e automat dla L[(a + 8)] o liczbie stanéw < 2|a + 2|3| < 2|(a + B3)],
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e automat dla L[(af3)] o liczbie stanéw < 2|a| + 2|5| < 2|(af)|,
e automat dla L[(a*)] o liczbie stanéw < 2|a| + 1 < 2|(a*)].

Na podstawie powyzszych obserwacji nietrudno jest zaprojektowaé algorytm, ktory reku-
rencyjnie rozklada wyrazenie regularne na wyrazenia prostsze, znajduje dla nich automaty,
a nastepnie syntetyzuje z nich automat dla wyrazenia oryginalnego za pomoca konstrukcji
C,D lub E z dowodu Lematu 2. O

Pokazemy teraz, ze transformacja odwrotna, tzn. automatu w wyrazenie regularne, jest
rowniez wykonalna, cho¢ dowdd jest tu nieco trudniejszy. Wtasnie teraz wykorzystamy
wprowadzone juz wczesniej pojecie rownania w algebrze jezykdw.

Niech A = (X,Q, 1,9, F) bedzie automatem. Dla kazdego ¢ € @, niech L(A, q) bedzie
zbiorem stow akceptowanych przez automat, ktéry rézni sie od A co najwyzej tym, ze
jego jedynym stanem poczatkowym jest ¢, tzn.

L(A,q)={w : 3pe F)q=p}

Z automatem A zwiazemy teraz pewien uktad réwnan, F(A), w ktérym, jako niewiado-
mych uzywaé bedziemy zmiennych ze zbioru {X, : ¢ € Q}. Jak sie pézniaj okaze, zbiory
L(A, q) beda stanowi¢ (jedyne) rozwiazanie tego uktadu.

Niech ¢ € @ i niech §(q) bedzie zbiorem wszystkich przej$¢ o poczatku g, tj. przejsé
postaci (¢,0,q'), ¢ € Q,0 € X. Ponadto niech

e gdygqeF

Empty(q) = { () w przec. przyp.

Okreslamy réwnanie E(q) nastepujaco. Jesli zbidr przejsé d(q) jest pusty, to
E(q) : X, = Empty(q)
jesli zas 0(q) = {(q,01,q1)s- -, (¢, 0m,qm)}, to
E(q) : X,=0,X1U...U0,X,, UEmpty(q)
Niech E(A) bedzie zbiorem wszystkich otrzymanych w ten sposéb réwnar,
E(A) = {E(q) : €@}
Dowdd nastepujacego lematu pozostawiamy jako tatwe ¢éwiczenie.

Lemat 3 Podstawienie L(A,q) za X,, dla q € Q, jest rozwigzaniem uktadu rownan E(A)
w dziedzinie P(X"). O

Cwiczenie. Udowodni¢, ze opisane powyzej podstawienie jest jedynym rozwiazaniem
uktadu.

Mozemy juz udowodnic¢

Twierdzenie 2 Istnieje algorytm, ktory dla dowolnego automatu skonczonego A, produ-
kuje wyrazenie regularne opisujace jezyk L(A).
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Dowdéd. Niech E(A) bedzie ukladem réwnan stowarzyszonym z A, okreslonym jak wyzej.
Uktad ten bedziemy transformowaé do kolejnych postaci E(A) = Ey(A), E1(A4),..., Ei(A),...
zachowujac nastepujace niezmienniki:

e dla kazdego ¢ € @, w uktadzie E;(A) jest dokladnie jedno réwnanie, ktérego lewa
strona jest X,, przy czym jest ono postaci

Xg=a Xy U.. .U, Xy, UB

gdzie oy, ..., qm, 3 sa wyrazeniami regularnymi nad X, oraz € € L], dla i =
1,...,m (zakladamy, ze stany qi, ..., ¢, sa rézne),

e podstawienie X, < L(A,¢q) jest rozwiazaniem ukladu E;(A), tzn. dla kazdego
rownania, w opisanej wyzej postaci, rownosé

L(A,q) = Llaa]L(A, q1) U ... U L[] L(A, gm) U L{J]
jest spelniona.

Z Lematu 3 warunki te sa spelmione przez poczatkowy uklad E(A). Pokazemy, Ze po
skonczonej ilosci krokow i przy zachowaniu niezmiennikéw osiagniemy uktad, w ktérym
kazde réwnanie bedzie w postaci rozwiqzanej, tzn. postaci X, = 3. Wobec drugiego
niezmiennika otrzymamy L(A, q) = L[]

Algorytm jest nastepujacy (bedziemy uzywali tutaj zmiennej E, ktérej wartosciami
sa uktady réwnan):

Na starcie, E staje sie uktadem FE(A). Dalej, jesli E nie jest jeszcze w postaci
rozwiazanej, wybieramy dowolna zmienna wystepujaca po prawej stronie ktoregos z réwnan,
powiedzmy X, i rozwazamy réwnanie X, = R. (Takie réwnanie jest w naszym uktadzie
zgodnie z pierwszym niezmiennikiem.)

7 kolei rozwazamy dwa przypadki.

e Jezeli zmienna X, wystepuje w R, to réwnanie to mozemy przedstawié (uzywajac
przemiennosci U) X, = aX, U Ry, gdzie Ry nie zawiera X,. Wéwczas zastepujemy
je réwnaniem X, = (a*)R;, a nastepnie na wszystkie wystapienia zmiennej X,
w pozostalych réwnaniach podstawiamy (a*)R;. W razie potrzeby, porzadkujemy
prawe strony réwnan, tak by kazda zmienna wystepowala co najwyzej raz, uzywajac
prawa rozdzielnosci AX U BX = (A + B)X, zapewniajac w ten sposéb pierwszy
niezmiennik. Zauwazmy, ze po tym kroku zmienna X, zniknela z prawych stron
réwnan. Niezmiennik drugi jest spelniony przez nowe réwnanie X, = (a*)R; na
mocy Lematu Ardena, a dla pozostalych rownan jest oczywista konsekwencja.

e Jedli zmienna X, nie wystepuje po prawej stronie réwnania X, = R, to wszyst-
kie wystapienia X, na prawych stronach pozostatych réwnan zastepujemy przez
R. Podobnie jak poprzednio wykonujemy ewentualne porzadkowanie dla utrzyma-
nia réwnan w standardowej postaci. (Réwniez i po tej operacji, ilos¢ zmiennych
wystepujacych po prawej stronie rownan zmniejszyta sie o 1. Niezmienniki zostaly
oczywiscie zachowane.)
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Jak wynika z komentarzy poczynionych w trakcie opisu algorytmu, uklad E osiagnie w
konicu postaé rozwiazana, {X, = 3, : ¢ € @}, i to po nie wiecej niz |(Q)| obrotach petli (za
kazdym razem, z prawych stron réwnan znika jedna zmienna). Niezmiennik drugi daje
nam wiec przedstawienie L(A, q) = L[G,], dla kazdego ¢ € Q). Oczywiscie,

L= U L[ﬁq]

qel

poszukiwanym wyrazeniem regularnym dla L jest wiec > ,c; . O

Uwaga. Analiza powyzszego algorytmu pokazuje, ze konstruowane wyrazenie osiaga
rozmiar rzedu 2°U9D . Najczesciej nie jest to wyrazenie najkrétsze. Jednak w pesymi-
stycznych przypadkach, wyniku tego nie mozna poprawié?.

Przyklad 6 Rozwazmy automat

QOAQI

T

1 C\
0 10
¥

O]z

1

gdzie qq jest stanem poczatkowym i akceptujacym. Automat ten rozpoznaje liczby po-

dzielne przez 3 zapisane w systemie binarnym (dopuszczamy prefiks zer). Dokladniej,

automat przyjmie stan g; jesli przeczytana dotad liczba daje reszte ¢ z dzielenia przez 3.
Postepujac jak w dowodzie Twierdzenia 2, otrzymujemy najpierw uklad réwnan

Xy = €U0X, U1lX,
Xg = 1Xg U0X,,
Xy = 0X, UlX,,
Stosujac krok algorytmu oparty na Lemacie Ardena do réwnania dla X,,, otrzymujemy
X, = 170X,
skad po podstawieniu do réwnania dla X, i ponownym uproszczeniu mamy
X, = 1X,U0170X,
= (0170)"1X,,
skad wreszcie
X, = €U0X,, Ul(0170)"1X,,
= cU(0+1(0170)"1) X,
= (04 1(0170)*1)*

co daje nam poszukiwane wyrazenie.

2Zob. prace A. Ehrenheucht, P. Zeiger, Complexity Measures for Regular Ezpressions, Journal of
Computer and System Science 12, 134-146 (1976).
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Twierdzenia 11 2 mozemy podsumowaé w nastepujacej rOwnowaznosci.

Twierdzenie 3 (Kleene) Jezyk jest rozpoznawalny przez automat skoniczony wtedy i
tylko wtedy, gdy jest reqularny.

Cwiczenia
1. Skonstruowaé¢ wyrazenia regularne reprezentujace jezyki z przyktadéw 4 1 5.
2. Niech L bedzie jezykiem regularnym. Dowies$¢, ze nastepujace jezyki sa réwniez
regularne:
o 1L =4 {w: (3u)|ul =|w| Awu € L}
o VL =4 {w: wwel}
3. (*) Niech L bedzie jezykiem regularnym. Dowiesé, ze nastepujace jezyki sa réwniez
regularne:
(a) Root(L) ={w : (In € N)w" € L}

(b) Sart(L) = {w : (Ju)|u| = |w|* Nwu € L}
Wskazéwka. n? =1+3+...(2n — 1).

(c) Log(L) = {w : (3u)|u| = 2" Awu e L}
Wskazéwka. 2% =142+ 22 42771 1.

(d) Fibb(L) = {w : (Fu)|u| = Flu ANwu € L}
gdzie F}, jest n-ta liczba Fibonacciego tzn.

F1:F2:1
Fn+2:Fn+Fn+1

4. Niech L bedzie jezykiem regularnym nad alfabetem {0, 1}. Dowiesé, ze nastepujacy
jezyk jest regularny:

{w : w € LA sposréd stéw o dlugosci |w|, w jest najmniejsze w porzadku leksykograficznym}

5. (*) Przyjmujemy, ze kazde niepuste stowo binarne w € {0,1}*, w = wy...wy,
reprezentuje pewien utamek w przedziale [0, 1),

o 1 1
bin(w) = w1§ —i—wZ? +...+wk?

Dla liczby rzeczywistej r € [0, 1], niech
L, ={w : bin(w) <r}
Dowiesé, ze jezyk L, jest regularny wtedy i tylko wtedy, gdy liczba r jest wymierna.

6. Udowodni¢ wspomniane wyzej gérne oszacowanie na rozmiar wyrazenia regularnego,
jakie konstruuje algorytm z dowodu Twierdzenia 2.
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2.4 Kryterium nieregularnosci

Jak wykazaé, ze jakis jezyk nie jest regularny?

Matematyczny dowdd nieistnienia jakiegos obiektu (w naszym przypadku: automatu
rozpoznajacego jezyk) wymaga czesto glebokiej analizy problemu, nawet jesli sam fakt wy-
daje si¢ intuicyjnie oczywisty. Pomocne moze by¢ wskazanie jakiejs wlasnosci przystugujacej
wszystkim jezykom regularnym — brak takiej wiasnosci wyklucza regularnosé jezyka.

Podamy teraz przykiad takiej wlasnosci.

Lemat 4 (o pompowaniu) Niech A = (X,Q,1,0, F) bedzie automatem skoriczonym,
|Q| = n. Jesli automat akceptuje stowo w o dlugosci |w| > n, to istnieja stowa W', v, w",
takie Ze w = w'vw”, |wW'v| < n, v #e€, oraz, dla kazdego m =0,1,2,..., wv™w” € L(A).
Dowdd. Przypusémy, ze p L q,gdziep €I, g€ Fiw=ww,...w, Z charakteryzacji
relacji 0 (Fakt 4), mamy przebieg

o w1 w9 W —1 Wi, -
P=4q —q — 4 ---Gk—2 — qk-1 — G =4(

Jesli teraz k > |Q)], to istnieja i,j, 1 < i < j < n, takie ze ¢; = ¢;. Polézmy
w = wy...w; (€ jesi ¢ = 0), v = Wiy ... w;, W = wjyy ... wy. Oczywiscie, zalozenia
o diugosciach w'v i v sa spelnione. Przyjmujac ¢; = ¢; = ¢, mamy wiec p v, g, ¢ = g

iq W q. Stad, stosujac ponownie charakteryzacje z Faktu 4, nietrudno otrzymac, ze

w/wl/

= q, a takze p wiovw” q, p

w’vvvw'’

q, itd. , ogdlnie p Wi q, dla kazdego m = 0,1, .. ..
O

Zauwazmy, ze, z Lematu o pompowaniu, jesli A akceptuje pewne stowo w o dtugosci
nie mniejszej niz n, to A akceptuje takze stowo w'w”, gdzie |w'w”| < |w|. Stosujac ten
argument dostatecznie wiele razy, otrzymujemy nastepujacy fakt.

Whiosek 1 Niech A = (3,Q,1,0,F) bedzie automatem skoriczonym, |Q = n. Jesli
automat A akceptuje jakies stowo, to rowniez akceptuje pewne stowo o dlugosci mniejszej
nizn. O

Przyklad 7 (dowdd nieregularnosci) Niech 3 = {a,b} i L = {a™" : n € N}. Jezyk
L nie jest regularny. Istotnie, przypusémy przeciwnie, ze L jest akceptowany przez au-
tomat o p stanach. Z Lematu o pompowaniu, stowo a?b? mozna przedstawié¢ jako uvw’
gdzie |uv| < p, a zatem u = @', v = o’ i W' = a*VP, gdzie i + j + k = p, przy czym j > 0.
Z tezy lematu, réwniez stowo a‘a/a’a*b? = aP*IbP € L, whrew definicji jezyka L.
Cwiczenia

1. Dowies¢, ze zbiér palindromow nie jest regularny.

2. Dowies¢, ze zbidr wyrazen regularnych nie jest regularny.

3. Dowies¢, ze nastepujace jezyki nie sa regularne:

e {a*" : ne N}
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e {a? : p jest liczba pierwsza}
e {a'¥ : nwd(i,j) =1}
4. Niech L bedzie jezykiem regularnym. Dowies¢, ze jezyki:

o L, ={w: (Fu)|ul =2/w| ANwu € L}
o L, ={w:(Ju)2ul =|w| ANwu € L}
o L ={w:(Fu,v)ul=|v| =|w| ANuwv € L}

sa jezykami regularnymi, a jezyk
o Ly . ={w : (Fw) |u| = |v| = |w| Nuwv € L}
nie jest regularny.

5. Czy z faktu, ze jezyk Cycle(L) = {vu : uv € L} jest regularny, mozna wnioskowac,
ze jezyk L jest regularny?

6. Stowo nad alfabetem jednoliterowym mozna utozsami¢ z jego dtugoscia. Zatem jezyk
nad takim alfabetem mozna utozsamic¢ ze zbiorem liczb naturalnych. Dowies¢, ze
zbior liczb naturalnych jest regularny wtedy i tylko wtedy, gdy mozna go przedstawic¢
jako sume skoniczonej liczby zbioréw postaci {a + b-n : n € N} (taki zbiér nazywa
sie semi-liniowym).

2.5 Problemy decyzyjne i algorytmy

Problem 1.
Dane: Automat A = (X,Q, 1,4, F) i stowo w € ¥*, w = wy ... wy.
Pytanie: Czy w € L(A)?
Dla kazdego o € ¥, okreslmy operacje na zbiorach stanéw Y C Q)

Step, (Y)={q: BpeY)p>q}

Rozwazmy nastepujacy algorytm:

Algorytm 1

Wejscie: stowo w i automat A

X =1

Dlai=1,...,|w| wykonuj

X = Step,,,(X);

Wynik: wartosé logiczna relacji X N F # ()

Nietrudno sprawdzi¢, ze algorytm istotnie rozwiazuje Problem 1. Dokladniej, po i-
krotnym wykonaniu instrukcji petli, wartoscia zmiennej X jest zbiér {¢ : (3p € I)p ="
q}. Czas wykonania operacji Step, jest rzedu O(|Q|?), tak wiec taczny czas dzialania
algorytmu mozna oszacowac® przez O|(w||Q]?).

3Lepszym oszacowaniem dla operacji Step jest |Q|m, gdzie m jest maksymalna liczba strzatek o danej
etykiecie wychodzacych z dowolnego stanu; wéwczas taczny czas dzialania algorytmu jest O(|Jw|m|Q)).
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Problem 2.
Dane: Automat A = (X,Q, 1,0, F) istowo w € ¥*.
Pytanie: Czy w zawiera prefiks w L(A)?
Algorytm 2
Dane: stowo w i automat A
1. X :=1;1:=0;
2. Dopéki (XNF =0 A i< |w|), wykonuj
1 =1+ 1;
X := Step,,, (X);
Wynik: warto$é logiczna relacji X N F # ()

Po wykonaniu tego algorytmu, jesli wynikiem jest prawda, a wartoscia zmiennej ¢ jest
i, t0 wy ... w; jest pierwszym prefiksem w nalezacym do jezyka L(A).

Algorytm 2 znajduje zastosowanie w konkretnych sytuacjach, w ktérych interesuje
nas wyszukanie danego wzorca we wiekszym tekscie, przy czym wzorzec moze by¢ zadany
wyrazeniem regularnym. Sytuacja taka wystepuje w edytorach tekstu, pojawia sie takze w
pierwszej fazie kompilowania, jaka jest tzw. analiza leksykalna. Np. instrukcja zastapienia
w tekscie blokéw symboli b (“blank”) przez jeden symbol, wymaga najpierw znalezienia
podstéw opisanych wyrazeniem b(b*). Przypusémy, ze w tekscie ¢ szukamy wzorca opisa-
nego wyrazeniem regularnym «. Problem sprowadza sie do pytania, czy t zawiera prefiks
nalezacy do jezyka (X)*L]a]. Na podstawie Twierdzenia 1, mozemy skonstruowaé¢ auto-
mat (niedetreministyczny) A o O(|a|) stanach, rozpoznajacy jezyk (X)*L[a]. Nastepnie,
wystarczy zastosowaé¢ Algorytm 2 dla tego automatu i stowa, ¢.4

Bardzo naturalny jest tzw. problem niepustosci, czyli jest pytanie, czy automat ak-
ceptuje w ogole jakies stowo.

Problem 3.

Dane: Automat A = (X,0Q,1,6, F)

Pytanie: Czy L(A) # (7

Tym razem algorytm poprzedzimy dokladniejsza analiza problemu. Wygodnie bedzie
wprowadzi¢ nastepujace pojecie. Powiemy, ze stan ¢ jest osiagalny ze stanu p, jesli istnieje
w € ¥*, takie ze p = ¢. Podobnie, stan ¢ jest osiggalny ze zbioru standw E, jedli jest
osiagalny ze pewnego stanu p € E. Zauwazmy, ze L(A) # () wtedy i tylko wtedy, gdy czesé
wspolna zbioru F'i zbioru stanéw osiagalnych z I jest niepusta. Wobec tego zadanie mozna
sprowadzi¢ do obliczenia tego ostatniego zbioru. W tym celu trzeba umieé¢, dla danych
stanéw p, q, rozstrzygnaé, czy (Jw € ¥*)p = q. (Jezeli automat przedstawiamy jako
graf, wlasno$¢ ta polega na istnieniu jakiejkolwiek $ciezki z wierzchotka p do ¢.) Pewna
trudnos¢ wynika z faktu, ze a prior: nie ograniczamy tu dlugosci stowa w. Jednakze, z
lematu o pompowaniu (Lemat 4, por. takze uwage przed Wnioskiem 1) wiemy juz, ze jesli
p — q, to istnieje v, |v] < |Q|, takie ze p = q.

Niech teraz operacja Step dzialajaca na podzbiorach zbioru stanéw () bedzie okreslona

4Nasze rozumowanie prowadzi do algorytmu dzialajacego w czasie O(|t||a|?). W rzeczywistosci, algo-
rytm mozna ulepszy¢ do liniowego wzgledem |«|, tj. O(|t||a), por. Aho, Hopcroft,Ullman, Projektowanie
1 analiza algorytmow komputerowych, PWN 1983, str.414.
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nastepujaco:
Step(Y') = |J Step,(Y)
oeX
Mozemy juz przedstawic¢ algorytm.

Algorytm 3

Dane: Automat A

1. X =0, X, :=1;

2. Dopdki (X; # () wykonuj

3. X =XUXy

4. Xy = Step(X1) \ X;

Wynik: warto$é logiczna relacji X N F # ()

Zauwazmy, ze linia 3 moze by¢ wykonana co najwyzej |Q| razy (za kazdym razem
doktadamy co$ do X), zatem algorytm na pewno sie zatrzymuje po wykonaniu nie wiecej
niz |@Q| obrotéw petli 2. Dalej, nietrudno jest wykazaé, przez indukcje ze wzgledu na
k, k = 0,1,..., ze po k-krotnym wykonaniu petli 2, wartoscia zmiennej X jest zbior
wszystkich stanéw, ktore sa osiagalne z I w mniej niz k krokach, tzn. zbiér {q : (Ip €
DNBw € %) (p = q) A |w| < k}, a wartodcia zmiennej X, jest zbidr tych stanéw, ktére
sa osiagalne z I po raz pierwszy w doktadnie k£ krokach. Zatem, z wniosku z lematu o
pompowaniu (Wniosek 1) wynika, ze koficowa wartoscia zmiennej X jest zbiér wszystkich
stanéw osiagalnych z I, tzn. zbiér {q: (3p € I)(Bw € T*)p = ¢}.

Czas wykonania operacji Step jest rzedu O(|Q?), tak wiec taczny czas dziatania
powyzszego algorytmu mozna oszacowaé przez O(|Q]3). Przedstawiliémy ten algorytm
ze wzgledu na jego prosty schemat; nie jest to jednak algorytm optymalny. Czytelnik
zauwazyt by¢ moze, ze zamiast obliczania kolejnych iteracji funkcji Step, mozemy po pro-
stu przeszukiwaé graf automatu algorytmem przeszukiwania wglab (DFS), nie zwracajac
uwagi na etykiety krawedzi, dopdki nie na trafimy na stan akceptujacy. Osiagamy w ten
spos6b ztozonosé O(|Q] + 14]).

Problem 4.

Dane: Automat A = (X,Q, 1,6, F)

Pytanie: Czy L(A) jest nieskoriczony?

Wybieramy jedno z kilku mozliwych podej$é¢ do tego problemu.

Powiemy, ze stan p jest produktywny, jesli jakis stan akceptujacy q € F' jest osiagalny
Z p.

Powiemy, ze stan p jest Scisle produktywny, jesli jakis stan akceptujacy g € F' jest
osiagalny z p poprzez stowo niepuste (tj. (3¢ € F)(Fw # €)p = q ).

Zauwazmy, ze stan produktywny a nie $cisle produktywny musi by¢ akceptujacy.

Zbioér standéw produktywnych mozna wyznaczy¢ stosujac wariant algorytmu 3 dla au-
tomatu dualnego A~1, tj. automatu z odwrécona relacja przejscia

(g,0.p) €67 & (p,o,q) €S

Nietrudno zauwazy¢, ze zbiér stanéw produktywnych automatu A to zbiér standéw osiagalnych
z F w automacie A~!. Zbiér stanéw $cile produktywnych mozna wyznaczyé¢ bardzo po-
dobnie (rozwazajac, zamiast F, stany “o jeden krok przed F™); szczegdly pozostawiamy
Czytelnikowi.
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7 kolei powiemy, ze stan p jest ograniczony jeéli zbiér {w € X* : (3¢ € F)p = q} jest
skoniczony. Oczywiscie, L(A) jest nieskoriczony wtedy i tylko wtedy, gdy przynajmniej
jeden stan w I nie jest ograniczony. Zadanie sprowadza sie wiec do wyznaczenia zbioru
stanoéw ograniczonych i poréwnania go z I.

Wygodnie bedzie wprowadzi¢ operacje w pewnym sensie dualna do operacji Step,

BackStep(Y) ={p : (Vo €)(Vg € Q)(p > q) = q€ Y}

Ponizszy algorytm, strukturalnie bardzo podobny do Algorytmu 3, oblicza zbiér stanow
ograniczonych automatu A i odpowiada na pytanie, czy L(A) jest nieskoriczony. Zakladamy
przy tym, na podstawie uwag powyzej, ze mamy juz procedure wyznaczajaca zbiér standéw
Scidle produktywnych.

Algorytm 4

Dane: Automat A

1. X = 0; X, := zbidr standw, ktére nie sq Scisle produktywne;
2. Dopdki (X; # () wykonuj

3. X =XUXy;

4. Xj 1= BackStep(X;) \ X;

Wynik: warto$¢ logiczna relacji —=(I C X)

Tu réwniez, podobnie jak w algorytmie 3, linia 3 moze by¢ wykonana co najwyzej |Q)|
razy, zatem algorytm na pewno sie zatrzymuje po wykonaniu nie wiecej niz |@Q| obrotéw
petli 2. Dalej, przez indukcje ze wzgledu na k, £ = 0,1, ..., mozna wykazaé¢, ze po k-
krotnym wykonaniu petli 2, wartoscia zmiennej X jest zbiér tych standéw p, ze kazde
stowo akceptowane z tego stanu (tzn. takie stowo w, ze p — ¢ dla pewnego q € F) jest
dtugosci mniejszej niz k, podczas gdy warto$cia zmiennej X jest zbior tych stanow p,
ze najdhuzsze stowo akceptowane z p ma diugos¢ doktadnie k. Zatem, wartoscia koncowa
zmiennej X jest zbior tych standéw p, ze najdluzsze stlowo akceptowane z tego stanu ma
dhugos$é mniejsza niz |@Q|. Z lematu o pompowaniu wiemy jednak, ze jesli z jakiego$ stanu
automat akceptuje stowo o dtugosci réwnej lub wiekszej od |Q)|, to akceptuje z tego stanu
nieskoniczenie wiele stow. Tak wiec, wartoscia koncowa zmiennej X w naszym algorytmie
jest doktadnie zbiér stanéw ograniczonych automatu A.

Tu réwniez czas dziatania algorytmu mozna oszacowaé przez O(|Q?). Ulepszenie
algorytmu pozostawiamy Czytelnikowi.

Cwiczenia
1. Zaprojektowac¢ algorytm, ktéry dla danych automatéw deterministycznych A, B,
rozstrzyga, czy L(A) = L(B).

2. Niech A bedzie ustalonym automatem deterministycznym. Zaprojektowac algorytm,
ktéry dla danej liczby n oblicza ilo$é stéw dtugosci n akceptowanych przez A.
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Jezyki, Automaty i Obliczenia. Odcinek 2
Optymalizacja automatu skonczonego.
Whasnosci jezykow regularnych.

Damian Niwinski

Pazdziernik 2003

1 Optymalizacja automatu skonczonego

1.1 Determinizacja

O automatach A i B powiemy, ze sa rownowazne, jesli akceptuja ten sam jezyk, tzn.
L(A) = L(B).

Automat A = (X,Q, 1,0, F') nazwiemy deterministycznym, jesli ma on doktadnie jeden
stan poczatkowy, a relacja ¢ jest dobrze okreslona funkcja z () x ¥ w @, tzn., dla kazdych
q,0, istnieje dokladnie jedno ¢' takie, ze (q,0,¢') € 6. W takim przypadku mozemy
pisa¢ d(q,0) = ¢’ zamiast (q,0,¢") € 6. Podobnie, jesli zbiér stanéw poczatkowych jest
singletonem, powiedzmy, I = {q;}, to zwykle opuszczamy nawiasy {}, przedstawiajac
automat A = (2, Q, qz,0, F).

Zauwazmy, ze w automacie deterministycznym, dla kazdego stanu ¢ i kazdego stowa
w, istnieje doktadnie jeden przebieg automatu na stowie w startujacy ze stanu ¢; w
szczegblnosei istnieje dokladnie jedno obliczenie automatu na w (tj. przebieg startujacy
ze stanu poczatkowego). Tak wiec, réwniez relacja ) (okretona w Odcinku 1, w punkcie
2.2) jest wtedy funkcja, 5 : Q x X — @, ktéra ponadto spelnia nastepujace réwnania
rekurencyjne

A

5(Q1>€) = dqr (1)

~ ~

0(qr,wo) = 0(d(qr, w), o) (2)

Wartosé 0 (qr,w) jest wlasnie tym stanem, jaki automat osiaga w obliczeniu na stowie w.
O deterministycznym automacie skoriczonym mozemy mysle¢ jak o maszynie reali-

zujacej pewien algorytm, mianowicie algorytm rozpoznawania stow jezyka L(A). Przyklady

automatéw deterministycznych widzielidmy juz w Odcinku 1 (Przyktady 4,5,6).

Przyktad 1 Niech ¥ = {0,1,...,9} i niech L bedzie zbiorem stéw stanowiacych przed-
stawienia w systemie dziesietnym liczb podzielnych przez 3. Jezyk ten jest rozpoznawany
przez nastepujacy automat A = (X,Q,s,0, F).

b Q = {S;Q(b(ha(h}
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® g =S5
b (S(S,d) = {dd mod 3, 6(Q17d> = {(i+d) mod 3, dla d € 272 = O, 172

o I'={q}

Cwiczenie. Uogélni¢ powyzszy przyklad, konstruujac automat dla jezyka Ly, 1, ztozonego
ze stéw, ktére w systemie o podstawie k reprezentuja liczby naturalne podzielne przez m.

Przyklad 2 Zbiér stéw nad alfabetem {0, 1}, takich ze przedostatnia cyfra jest 0 mozna
tatwo rozpoznawaé¢ automatem niedeterministycznym:

1,0

(Y, o 10

=0 ——0 —>0

Konstrukcja automatu deterministycznego dla tego samego zadania jest bardziej skom-
plikowana:

Okazuje sie, ze determinizacja automatu jest zawsze mozliwa, cho¢ na ogdt kosztem
wyktadniczego wzrostu liczby stanéw.

Twierdzenie 1 Dia kazdego automatu skoriczonego o n stanach, mozna skonstruowaé
rownowazny mu automat deterministyczny o nie wiecej niz 2" stanach.

Dowéd. Niech A = (3,Q,1,9, F) bedzie dowolnym niedeterministycznym automatem
skoriczonym. Idea jest nastepujaca: deterministyczny automat A’ symulujacy A powinien,
w miare czytania kolejnych liter stowa w mie¢ informacje o wszystkich stanach, do jakich
mogltby dojsé w tym miejscu automat A. Zauwazmy, ze jesli juz mamy taka informacje
dla jakiego$ stowa w, to nietrudno ja “zaktualizowa¢” dla przediuzenia w o litere o € X,
wo, itd.

Doktadniej, okreslamy deterministyczny automat A’ = (3, P(Q), I, ', F”), ktérego sta-
nami sa zbiory stanow automatu A, stanem poczatkowym jest zbiér standéw poczatkowych
automatu A, oraz

e (X, 0)={q: (Ipe X)(p,o,q) €0},dla X € P(Q), 0 € X.
o F'={X:XNF#(}
Dla dowodu, ze L(A") = L(A), wystarczy pokazaé, ze

dla kazdego w € X*, 5’([,21)) ={qeQ : (Fpep>q}
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Stosujac dla funkcji ¢’ réwnania rekurencyjne (1) i (2) ze str. 1, otrzymujemy
o(Ie) = I
= {¢€Q:Gpep—q}

oraz
§(I,wo) = &I, w),o0)
= {g: (3¢ € (1, w))(d,0,9) €6}
(z definicji o)
= {¢: (3 €@ pep—4d>4q
( z zalozenia indukcyjnego)
= {¢: Gpehp=aq}
Ta uwaga konczy dowdd. O

Udowodnione przed chwila twierdzenie zastosujemy do wykazania waznej wlasnosci
klasy jezykow regularnych.

Twierdzenie 2 Rodzina jezykow regularnych nad alfabetem ¥ jest zamknieta na operacje
binarnej sumy, przeciecia (tzn. czesci wspélnej) i réznicy.

Dowaod. Zamknietosé na sume wynika wprost z definicji jezykow regularnych. Ze wzgledu
na zaleznosci pomiedzy pozostalymi operacjami, wystarczy wykazac, ze uzupetnienie >* —
L jezyka regularnego L jest jezykiem regularnym. Niech L = L(A) dla deterministycznego
automatu A = (3,Q, I,6, F'). Tworzymy automat A’, ktéry rézni sie od A tylko tym, ze
role stanéw akceptujacych przejmuja teraz stany nie-akceptujace A, tzn. F' = Q — F.
Nietrudno sprawdzi¢, ze L(A’) = ¥* — L. O

Cwiczenie. Podaé explicite konstrukcje automatu rozpoznajacego cze$¢ wspélna L(A)N
L(B). Wskazéwka: za zbiér stanéw nowego automatu przyjaé Q4 x Q.

1.2 Twierdzenie Myhilla-Nerode’a

Widzielismy juz do tej pory, ze jezyk regularny moze by¢ okreslony na rézne sposoby:
poprzez wyrazenie regularne, poprzez niedeterministyczny automat skonczony i wreszcie
poprzez deterministyczny automat skonczony. Udowodnimy teraz bardzo wazne twierdze-
nie, ukazujace, ze reqularnos¢ jezyka moze by¢ scharakteryzowana poprzez cechy struk-
turalne samego jezyka, bez odwolywania sie do obiektéw ,,z zewnatrz”, ktore definiuja
jezyk, takich jak wyrazenia regularne lub automaty. Niejako produktem ubocznym tego
twierdzenia bedzie konstrukcja automatu deterministycznego o minimalnej liczbie standw.

Dla dowolnego jezyka L C ¥* okreslamy binarna relacje ~; na ¥* nastepujaco: dla
kazdych u,w € ¥*
U~ w Sgp {u}'L={w} 'L
& MeX)(ww el wvel)
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Cwiczenie. Sprawdzi¢, ze ~, jest relacja rownowaznosci.

Klase abstrakcji stowa w w relacji ~; bedziemy oznaczaé [w]y. Odnotujmy dwie
uzyteczne wilasnosci relacji ~.

Lemat 1 1. Vu,w € ¥*)(Vo € L)u ~p w = uo ~p wo

2. L:UwEL[w]L' O

Dowdd. Dla pierwszego punktu zauwazmy, ze {uc} 'L = {o}~*({u}~'L), podobnie dla
w. Zatem réwnosé ilorazéw {u} 'L = {w} 'L implikuje {uc} 'L = {wo}'L.

W punkcie 2, inkluzja “C” jest oczywista. Dla dowodu inkluzji przeciwnej, wystarczy
wykazaé, ze w ~ u i w € L implikuje u € L, co wynika z definicji ~p przy v = e. O

Przypomnijmy, ze Indeksem relacji rownowaznosci nazywamy liczbe jej klas abstrakc;ji.
Przyklad 3 Niech ¥ = {0,1}. Niech #,(w) oznacza liczbe wystapien symbolu = w
stowie w. (a) Niech L bedzie zbiorem ciagéw o parzystej ilosci jedynek. Wéwezas u ~p w
wtedy i tylko wtedy, gdy #1(u) = #1(w) (mod 2). Indeks relacji ~, jest réwny 2. (b)

Niech M bedzie zbiorem stéw v, w ktérych #¢(v) = #1(v). Wowezas u ~p w wtedy i
tylko wtedy, gdy #1(u) — #o(u) = #1(w) — #o(w). Indeks relacji ~j; jest nieskoriczony.

Twierdzenie 3 (Myhill-Nerode) Niech L C ¥*. Nastepujace warunki sq réwnowazne:
1. relacja ~1, ma skonczony indeks;
2. jezyk L jest reqularny.

Ponadto, jezeli warunki te zachodzq, to indeks relacji ~y jest rowny minimalnej liczbie
stanow, jaka musi mie¢ automat deterministyczny rozpoznajacy jezyk L.

Dowdd.
(2) = (1) Niech L = L(A), gdzie A = (X, Q, qr,0, F') jest deterministycznym automa-
tem skonczonym. Okreslamy relacje ~4 na >*,

U~ w &S 5(q[,u) = 5(q1,w)

Oczywiscie, ta relacja jest réwnowaznoscia o indeksie nie wiekszym niz |Q|. Z drugiej
strony, pokazemy, ze ~4Cn~y. Istotnie, jesli 5(QI7U) = 5(QI,w) ix € X* jest dowolnym
stowem, to 5(q1,ux) = 5(q1,wx), a zatem ux € L & wx € L.

Z inkluzji ~4C~p wynika, zZe indeks ~ jest niewiekszy' niz indeks ~ 4, ktéry z kolei
jest niewiekszy od liczby stanéw automatu A.

(1) = (2) Przypomnijmy, ze [u];, oznacza klase abstrakeji stowa u w relacji ~ . Okreslamy
deterministyczny automat AL = (3, QF, ¢F, 6%, FL) nastepujaco:

o QL ={[u]p : ue X}

L Jezeli r, s sa réwnowaznogciami na tym samym zbiorze i 7 C s, to klasy abstrakcji relacji s sa sumami
klas abstrakcji relacji r.
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o qf = el
o 5(uls,0) = [uols
o FL ={[u], : ue L}

Z lematu o relacji ~; wynika, ze funkcja 6 jest dobrze okreslona oraz, ze [w|, € F <
w € L. Zauwazmy, ze liczba stanéw automatu A” jest réwna indeksowi relacji ~..
Dla dowodu, ze L(AL) = L, wystarczy wiec wykazaé, ze dla kazdego w € ¥,

A

6E(qr,w) = [w]p,

Argument przebiega przez indukcje ze wzgledu na diugosé w. Stosujac réwnania rekuren-
cyjne dla 6% ze str. 1, otrzymujemy

o 0X(qr,€) = qr =[]z,
o 0%(qr,wo) = 658 (g1, w), 0) = 6% ([w]y, 0) = [wol,

O

Pytanie. Dlaczego rozumowania z powyzszego dowodu nie mozna rozszerzy¢ na przy-
padek dowolnego automatu niedeterministycznego i tym samym udowodnié, ze indeks ~,
jest niewiekszy od liczby stanéw dowolnego automatu skoniczonego rozpoznajacego L7

1.3 Automat minimalny

W poprzednim punkcie wykazalidmy, ze sposrod wszystkich automatéw deterministycz-
nych akceptujacych jezyk regularny L, automat AL opisany w dowodzie Twierdzenia
Myhilla-Nerode’a ma minimalna mozliwa liczbe stanow.

Obecnie zastanowimy sie nad mozliwoscia skonstruowania automatu A, Zauwazmy,
ze automat ten zdefiniowaliémy odolujac sie do relacji ~, o ktérej wiemy, ze istnieje,
ale ktora a priori nie jest nam znana, nawet jesli mamy dane wyrazenie regularne lub
automat rozpoznajacy jezyk L. W konkretnych przypadkach, mozemy czesto te relacje
“odgadna¢” i przy jej pomocy zbudowaé¢ automat AL (tak bedzie w wiekszodci zadar).
Doktadniej méwiac, wystarczy wskazac skonczony zbior stéw i dowiesé, ze kazde stowo jest
rownowazne jednemu z nich. Jednakze nie jest to metoda dostatecznie ogdlna. Zobaczymy
wszakze, ze automat A mozna zawsze otrzymac¢ z dowolnego automatu deterministycz-
nego rozpoznajacego L za pomoca “sklejenia” niektérych jego stanow.

Potrzebne nam bedzie uscislenie pojecia “sklejania” a takze jasne kryterium, kiedy
mozna utozsamia¢ dwa automaty. Ponizsze pojecia mozna wprowadzi¢ w przypadku
ogo6lnym, jednak dla naszych potrzeb wystarczy rozwaza¢ automaty deterministyczne.
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Izomorfizm. Intuicyjnie, powinno by¢ oczywiste, ze mozemy utozsamic¢ automaty, ktore
réznia sie jedynie nazwami stanéw. Bardziej dokladnie, niech A = (X,Q,q;,d, F) i
B = (3,Q',q},0', F') beda automatami deterministycznymi nad tym samym alfabetem
Y, takimi, ze |Q| = |Q'|. Funkcje bijekcje h : Q — Q' nazywamy izomorfizmem z A w B,
jesli

o hiqr) =q;
e (Vg,q' € Q)(Vo € X) h(d(q,0)) = d'(h(q),0)
e VgeQ)qe F < h(q) € F

Zauwazmy, ze jedli h jest izomorfizmem z A w B, to funkcja odwrotna A=! : Q' — Q jest
izomorfizmem z B w A.

Jesli istnieje izomorfizm z A w B, to o automatach A i B méwimy, ze sa izomorficzne
lub, ze sa rowne z doktadnosciq do izomorfizmu.

Lemat 2 Jesli automat deterministyczny A rozpoznajacy jezyk L ma tyle samo stanow,
co automat A", to jest z nim izomorficzny.

Dowdd. Niech L = L(A), gdzie A = (2,Q,qr, 6, F) jest automatem deterministycznym i
niech A* bedzie automatem skonstruowanym w dowodzie Twierdzenia Myhilla-Nerode’a,
przy czym zaktadamy, ze |Q| = |QF|.

Przypomnijmy pojecie relacji ~ 4 jakie zdefiniowaliémy w tymze dowodzie (str. 4) :

w~qw S (g u) = 0(q,w)

Jak zauwazyliSmy wowczas, zachodzi inkluzja ~,C~p, przy czym indeks relacji ~4 jest
wiekszy lub réwny od indeksu relacji ~, a mniejszy lub réwny od liczby stanéw automatu
A. Jedli jednak, jak zaktadamy, te skrajne wartosci sa réwne, to relacje ~4 i ~p maja ten
sam indeks. Skoro jednak liczba ich klas abstrakcji jest skonczona, a ponadto zachodzi
inkluzja ~4C~p, to relacje te musza byé réwne?, a zatem

A ~

dqr,u) =0(qr,w) & wur~pw (3)

Wykazemy teraz, ze funkcja h : Q¥ — Q, okreslona

~

h: [w]p — (qr,w)

jest izomorfizmem automatéw w sensie okreslonym powyzej.
Zauwazmy najpierw, ze z réwnowaznosci ( 3) wynika, iz

1. funkcja h jest dobrze okreslona, tzn. nie zalezy od wyboru reprezentanta w € [w];

2. funkcja h jest réznowartosciowa.

2Por. Przypis 1.
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Wobec zalozone]j rownolicznosci zbiorow @ i QF dowodzi to, ze funkcja ta jest bijekcja.
Oczywiscie h([e]L) = d(qr, €) = qr.
7 kolei, mamy

h(e*([wle, o)) = h([wolr)
o

qr
§(QI7 U}), U)

I
[=%)

Wreszcie, dla kazdego w € ¥,

wlp € F' & wel
& d(qw) e F
& h(lw]p) € F

Wykazalidémy, ze funkcja h jest izomorfizmem automatéw A i A~. O

Konstrukcja automatu ilorazowego. Niech A = (3,Q,q;,d, F') bedzie automa-
tem deterministycznym i niech r bedzie dowolna relacja rownowaznosci na zbiorze jego
stanéw Q. Klasy abstrakeji relacji r bedziemy oznaczaé [q],. Intuicyjnie, relacja r “skleja”
miedzy soba niektére stany automatu A, co prowadzi do konstrukcji nowego automatu,
ktory jednak na ogdt nie musi byé¢ deterministyczny; moze tez rozpoznawaé inny jezyk
niz automat wyjsciowy. Podamy jednak warunki, ktére gwarantuja poprawnos¢ operacji
sklejania.

Powiemy mianowicie, ze relacja réwnowaznosci r C Q x Q jest kongruencjq®, jesli

1. Vq,q¢)(q,¢d)eErNnge F=¢ €F
2. (Yq,4") (Vo) (¢,¢") € r = (6(¢,0),6(¢, 0)) € r
Jesli relacja r jest kongruencja, to okreslamy automat ilorazowy
Afr=(3,Qr a1l 6, F})
gdzie Q, ={lq]- : ¢ € Q}, F, ={[q], : q € F}, a6, : Q, Xx ¥ — @, jest okreslona przez

(Vg € Q)(Vo € ) 6.(lg)r, o) = [6(q, o)l

Zauwazmy, ze z warunku 2 wynika, ze definicja funkcji 9, jest poprawna, tzn. nie zalezy
od wyboru reprezentanta klasy abstrakcji [g],.. Tak wiec, A/r jest réwniez automatem
deterministycznym.

Lemat 3 L(A/r) = L(A).

3Termin jest wziety z algebry. Jak wiadomo relacja na uniwersum algebry jest nazywana kongru-
encja, jesli jest niezmiennicza ze wzgledu na operacje lub, co jest réwnowazne, jesli jest jadrem pewnego
homomorfizmu.
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Dowdd. Wykazemy przez indukcje ze wzgledu na diugosé stowa w € ¥, ze

~

o, ([ar]rsw) = [(ar, w)],

Poniewaz, z definicji zbioru F, oraz z pierwszego warunku definicyjnego kongruencji
mamy, ze [5(91,w)]r € F,. wtedy i tylko wtedy, gdy 3((]1,111) € F, powyzsza réwnosé
wystarczy do dowodu réwnosci L(A/r) = L(A).

Z réwnan rekurencyjnych (1) i (2) ze str. 1 zastosowanych dla funkcji Sy, otrzymujemy
najpierw

A~

5r([q1]ra 6) = [QI]T

a nastepnie

A~ ~

5r([q1]r7 "LUO') = 57’(61'<[QI]T7 U)), U)
o-([6(qr, w)]r, 0)

(z zalozenia indukcyjnego)

= [6<8<QI7 w)7 0)]r
(z definicji 4,)

= [S(QD U}O')]T

Ta uwaga konczy dowdd. O

Aby z dowolnego automatu deterministycznego rozpoznajacego jezyk L otrzymaé me-
toda konstrukeji ilorazowej automat A%, potrzebny jest jeszcze drobny zabieg techniczny:
eliminacja stanéw, ktore nie moga by¢ osiagniete ze stanu poczatkowego.

Niech A = (¥,Q, q1,0, F') bedzie automatem deterministycznym. Stanem osiagalnym
automatu nazwiemy kazdy stan osiagalny ze stanu poczatkowego ¢, tzn. taki, ze q; —
q, dla pewnego w (por. Odcinek 1, punkt 2.5). Zauwazmy, ze stany nieosiagalne nie
wystepuja w zadnym obliczeniu automatu A. Mdwiac z grubsza, mozemy je bez szkody
“wyrzuci¢” z automatu.

Bardziej doktadnie, niech @), bedzie zbiorem stanéw osiagalnych automatu A. Okreslamy
automat A,y (od ang. reduced) nastepujaco:

Ared = (Ea Qo: qr, 6red7 Fn Qo)
gdzie 0pg = 0N Qy X X X Q.

Nastepujacy fakt pozostawiamy jako latwe ¢wiczenie.

Lemat 4 A,.q jest automatem deterministycznym i L(Ayeq) = L(A). O

Twierdzenie 4 Niech L C X* bedzie jezykiem reqularnym, niech AL bedzie automa-
tem skonstruowanym w dowodzie twierdzenia Myhilla-Nerode’a i niech A bedzie dowol-
nym automatem deterministycznym rozpoznajacym jezyk L. Niech A,.q bedzie automatem
otrzymanym z A przez eliminacje standw nieosiqgalnych, tak jak to opisalismy powyze;.
Wowczas istnieje kongruencja r na zbiorze stanow automatu A,.q, taka, zZe automat ilo-
razowy Ayeq/r jest izomorficzny z AL.
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Dowdd. Dla uproszczenia notacji, zatézmy, ze A jest juz w postaci zredukowanej, tzn.
Area = A= (2,0, q1,6, F). Okreslmy relacje ~C @ x @ przez

g~q & L(Aq) =L(A,q)

(Przypomnijmy, Odcinek 1, punkt 2.3, ze L(A,q) = {w : (3p € F)q = p}.) Oczywiscie
~ jest relacja réownowaznosci. Aby wykazad, ze jest takze kongruencja, trzeba sprawdzic¢
iz spelnia warunki definicyjne (por. str. 7), a mianowicie

l.g~q¢d = (e F& ¢ €F)
2. q~q = (Yo € X)d(q,0) ~ (¢, 0)

Pierwsza wlasno$¢ wynika z faktu, ze ¢ € F < € € L(A,q). Dla dowodu drugiej,
przypusémy, ze ¢ ~ ¢ i niech 0 € 3. Niech d(q,0) = pid(¢,0) = p/. Potrzebujemy
udowodni¢

L(A,p) = L(A,p)

Przypusémy, ze w € L(A,p), zatem ocw € L(A,q) = L(A,q"). Odwolujac sie do pojecia
obliczenia jako ciagu przejé¢ (por. Odcinek 1, Fakt 4), otrzymujemy ¢ % ¢” = ¢y, dla
pewnego ¢" € Q) i ¢y € F, ale poniewaz A jest automatem deterministycznym, wiec
¢ =7, czyliw € L(A,p'). W ten sposéb stwierdzilismy, ze L(A,p) C L(A,p), z symetrii
wynika, ze L(A,p) = L(A,p'), a zatem p ~ p'.

Tak wiec, relacja ~ jest kongruencja i z Lematu 3 wynika, ze A/ ~ jest deterministycz-
nym automatem rozpoznajacym jezyk L. Pozostaje udowodnié, ze A/ ~ jest izomorficzny
z AL, Na podstawie Lematu 2, wystarczy udowodnié, ze liczba stanéw automatu A/ ~
jest réwna indeksowi relacji ~..

Zanim przystapimy do witasciwego dowodu, zrobimy pewna obserwacje, jaka wynika
wprost z przyjetych definicji.

(*) Jesli q; = q, to L(A,q) = {w}~ 'L
Okredlmy teraz funkcje f : Q¥ — Q. nastepujaco:
(Vw € %) f([w]r) = [8(ar, w)]~

Odnotujmy najpierw, ze z (*) wynika, ze funkcja f jest dobrze okreslona, tzn. w ~p v =
S(qr,w) ~ 3(611,}))- (Istotnie, w ~p v implikuje, ze {w}~'L = {v} 'L, co, wobec (¥)
implikuje L(A, d(qr, ) = L(A, 8(qr, v), skad 6(ar, w) ~ 3(qr, v).)

Z kolei wykazemy, ze funkcja f jest réznowartosciowa. Istotnie, h([w]r) = h([v]L)
oznacza, ze 3(q1,w) ~ S(ql,v), czyli L(A, 3(q1,w)) = L(A, 5((]1,1}), co wobec (*) implikuje
ze {w} 'L = {v}7'L, a wiec [w]y = [v].

Wreszcie, z faktu, ze wszystkie stany automatu A sa osiagalne, wynika, ze funkcja f
jest na zbior Q..

Ta uwaga konczy dowdd twierdzenia. O

Nasze rozwazania o automatach minimalnych podsumowuje nastepujacy
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Whniosek 1 Sposrod wszystkich automatow deterministycznych akceptujacych jezyk re-
qularny L, automat A* skonstruowany w dowodzie Twierdzenia Myhilla—Nerode’a ma
minimalna ilo$¢ standow, rowna indeksowi relacji ~r. Ponadto, jesli jakis automat deter-
ministyczny rozpoznajacy jezyk L ma tyle samo standw co AL, to jest z nim izomorficzny.
Wreszcie, automat AL (z doktadnoscia do izomorfizmu) mozna otrzymadé z dowolnego auto-
matu deterministycznego rozpoznajaceqgo jezyk L poprzez eliminacje stanow nieosiqgalnych
1 konstrukcje ilorazowaq. O

Jest wiec w pelni uzasadnione, ze automat A’ bedziemy nazywali mimimalnym auto-
matem deterministycznym rozpoznajacym jezyk L, lub krétko: automatem minimalnym
dla jezyka L.

W nastepujacym przykladzie wykazemy, ze eksponencjalne oszacowanie na wzrost
liczby stanéw przy determinizacji automatu niedeterministycznego (Twierdzenie 1) jest
w ogdlnosci optymalne.

Przyklad 4 Niech ¥ = {0,1} i niech k > 1. Niech L bedzie zbiorem stéw, ktére na
k-tej od konca pozycji maja 1, tzn.

Ly =A{w : |w| >k i wy41-1 = 1}

Nietrudno poda¢ automat niedeterministyczny o k 4+ 1 stanach rozpoznajacy jezyk Ly;
pozostawiamy to jako ¢wiczenie. Dla okreslenia liczby stanéw minimalnego automatu
deterministycznego, rozwazmy relacje ~p,. Zauwazmy najpierw, ze zadne dwa rézne
stowa o dlugosci k nie sa rownowazne. Istotnie, jesli |w| = |u| = ki np. wz—; = 0 a
up—; = 1, to u0® € Ly, podczas gdy w0! € L. Z drugiej strony, nietrudno sprawdzié,
ze kazde stowo jest réwnowazne, w sensie relacji ~,, pewnemu stowu dlugosci k: gdy
|w| > k, to w jest réwnowazne swojemu sufiksowi dtugosci k, a gdy 0 < |w| < k, to
w ~p, 0F 1y, A zatem, indeks relacji ~p, ergo liczba stanéw automatu minimalnego
jest 2.

Pytanie. Co powyzszy przyklad méwi nam na temat operacji lustrzanego odbicia?

1.4 Algorytm minimalizacji automatu deterministycznego

W poprzednim punkcie opisalismy, jak z dowolnego automatu deterministycznego roz-
poznajacego jezyk L mozna otrzymaé automat minimalny A*. Algorytmicznie, problem
sprowadza sie¢ do dwoch zadan: eliminacji stanow nieosiagalnych i obliczenia relacji ~
na zbiorze stanéow. Kiedy juz znamy relacje ~, konstrukcja automatu ilorazowego jest
bezposrednia.

Algorytm dla obliczenia stanéw osiagalnych juz rozwazaliémy w Odcinku 1 (Punkt
2.5, Algorytm 3). Obecnie podamy algorytm obliczania relacji ~.

Niech wiec A = (X, @, q7, 9, F) bedzie automatem deterministycznym i L = L(A). W
zwiazku z uwaga powyzej, mozemy zaktadac, ze wszystkie stany automatu A sa osiagalne.

Naszym zadaniem jest wyznaczenie relacji ~C @ x @, ktéra, jak pamietamy, byla
zdefiniowana nastepujaco:

g~q & L(A q) = L(A{)
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W rzeczywistosci, wyznaczymy uzupetnienie relacji ~, tj. zbiér par {(q,q') : ¢ % ¢'}.
W tym celu okredlimy najpierw pewien graf zorientowany, G . Wierzcholkami beda
wszystkie pary nieuporzadkowane {p,q}, p # ¢. Dalej, prowadzimy krawedZ z wierz-
chotka {p,q} do {p',¢'}, o ile {p,q} # {p',¢'} i istnieje 0 € L tzep > p' iq > ¢.
(Zauwazmy w tym miejscu, ze, z powodu determinizmu automatu A, z kazdego wierz-
chotka grafu G4 wychodzi || krawedzi. Zatem liczba krawedzi grafu G4 jest O(n?).)
W grafie G4 zaznaczamy najpierw wszystkie wierzchotki postaci {p, ¢}, takie ze p € F
iq¢ F. Zauwazmy, ze, dla kazdej zaznaczonej pary {p,q}, zachodzi na pewno p % q.
Niech Z bedzie zbiorem wszystkich zaznaczonych wierzchotkéw. Twierdzimy, ze

Dla kazdych p,q € Q, p # q wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje Sciezka z
wierzchotka {p, ¢} do jakiegos wierzchotka w zbiorze Z.

Istotnie, jesli p # ¢, to mamy jakies stowo v = v;... vy, takie, ze, np. 5(]9,1)) € Fa
d(q,v) ¢ F. Mamy wiec

PSDL 2P Pl B €EF

ngngQmelv_m)ngF

Nietrudno widzie¢, ze

{]97 (J} —>{ P, Q1} — . {pm717Qm71} —>{ Pm, Qm}

jest wowczas zadana Sciezka w grafie, przy czym p,, € F a ¢, € F, a wiec wierzchotek
{Pm, @m } nalezy do Z.

Dla udowodnienia implikacji odwrotnej, zauwazmy najpierw, ze jesli p o4 ¢ i istnieje
strzatka z {p’, ¢’} do {p,q}, to réwniez p’ £ ¢'. Zatem teza powyzsza wynika tatwo przez
indukcje ze wzgledu na dlugosé Sciezki, jaka prowadzi z wierzchotka {p, ¢} do zbioru Z.

Wyznaczenie relacji ¢ sprowadza sie¢ wigc do obliczenia zbioru wierzchotkéw grafu
G 4, dla ktérych istnieje $ciezka prowadzaca do jakiegos wierzchotka w zbiorze Z. Latwo
widzie¢, ze interesujacy nas zbior jest zbiorem wierzchotkéw osiqgalnych z Z w grafie
dualnym G9 (tj., jedli odwrécimy kierunek kazdej krawedzi). Mozemy wiec dla jego ob-
liczenia zastosowaé¢ Algorytm 3 z Odcinka 1 (dokladniej, graf G%, w ktérym krawedzie
nie sa etykietowane, mozemy traktowaé jak graf automatu nad jednoliterowym alfabe-
tem). Czas dzialania tego algorytmu jest proporcjonalny do liczby krawedzi w grafie,
ktéra w wypadku grafu G4 jest O(n?), takie jest tez wiec oszacowanie czasu dziatania
przedstawionego algorytmu. Algorytm ten znany jest jako Algorytm Moore’a.

Nietrudno pokazaé, ze réwniez wyznaczenie grafu G 4 i zbioru Z moze by¢ wykonane w
czasie O(n?), co pozwala nam podsumowaé powyzsze rozwazania w nastepujacym twier-
dzeniu.

Twierdzenie 5 (Algorytm Moore’a) Istnieje algorytm, ktéry dla danego automatu
deterministycznego o n stanach konstruuje w czasie O(n?) minimalny automat determi-
nistyczny rozpoznajacy ten sam jezyk.
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W Cwiczeniach przedstawimy Algorytm Hopcrofta, ktérego czas dziatania jest lepszy,
mianowicie O(nlogn).

Zauwazmy jeszcze na koniec, ze taczac opisany wyzej algorytm z algorytmem otrzy-
mywania automatu niedeterministycznego z wyrazenia regularnego i algorytmem deter-
minizacji automatu niedeterministycznego, otrzymujemy metode konstrukcji automatu
minimalnego dla jezyka zadanego wyrazeniem regularnym. Metoda ta nie jest jednak w
kazdym przypadku efektywna z uwagi na eksponencjalny wzrost rozmiaru automatu w
procesie determinizacji.

Zagadnienie efektywnej metody znajdywania automatu niedeterministycznego o naj-
mniejszej mozliwej liczbie standw, jest problemem otwartym.

Przyklady i ¢wiczenia

Algorytm Hopcrofta

Przedstawimy teraz inny algorytm minimalizacji automatu. Niech A = (X,Q,qr,0, F)
bedzie, jak wyzej, automatem deterministycznym. Tym razem bedziemy dazy¢ do obli-
czenia relacji ~ (zdefiniowanej jak wyzej) poprzez obliczenie podziatu, jaki ta relacja
rownowaznosci wyznacza na zbiorze (). Poszukiwany podzial bedzie znaleziony “metoda
kolejnych przyblizen”, przy czym kazdy kolejny podzial bedzie rozdrobnieniem poprzed-
niego.

Niech X,Y C @, a € 3. Okreslamy X' = {q¢ € X : 0(q,a) € Y}, X" ={qe X :
6(q,a) € Y}. Oczywiscie, X' U X" = X, X' N X" = (. Jezeli oba zbiory X', X" sa
niepuste, to powiemy, ze para (Y, a) tamie zbiér X, a pare { X', X"} nazwiemy zlamaniem
zbioru X przez (Y,a). Jezeli P jest podzialem zbioru @, to ztamaniem P przez (Y, a)
nazywamy podzial otrzymany z podzialu P przez zastapienie kazdego X € P, ktory jest
tamany przez (Y, a), przez jego ztamanie X', X”.

W algorytmie bedziemy uzywaé¢ dwoéch typéw struktur: z jednej strony, podzialu
(zmienna P), a z drugiej, listy par (Y, a) przeznaczonych do tamania (zmienna £). Przyj-
mujemy oznaczenie X = Q — X.

procedura Hopcroft

P:={F F};

jesli |F| < |F|to L :=((F,0):0€X)

w przeciwnym przypadku £ = ((F,0) : 0 € X)

dopdki L # () wykonuj

1. zdejmij pare (Y, a) z listy L;
2. oblicz zbiér B tych X € P, ze para (Y, a) lamie X;
3. dla X € B, b € ¥ wykonuj

(a) oblicz ztamanie { X', X"} przez (Y, a);

(b) jesli (X,b) € L to
zastap (X,b) w L przez (X', b),(X",b);
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(c) w przeciwnym przypadku
jesli | X'| < |X"| to dotacz (X', b) do L
w przeciwnym przypadku dotacz (X”,b) do £

Nalezy dowies¢, ze algorytm dziala poprawnie, tzn. zawsze zatrzymuje sie i koncowa
wartoscia zmiennej P jest podzial wyznaczony przez relacje ~ z wykladu. Ponadto,
nalezy wykazaé, ze czas dzialania algorytmu jest O(nlogn).

Algorytmy tekstowe oparte na automatach

Rozpoznawanie wzorca w tekscie. Niech w € ¥* bedzie stowem o dlugosci |w| =
n > 0. Minimalny automat deterministyczny rozpoznajacy wszystkie stowa nad X,
ktoérych sufiksem jest w, ma dokladnie n+ 1 standéw. Jako stany automatu mozna przyjac
wszystkie prefiksy stowa w (a zatem |w|+ 1 stanéw), a jako przejscia v = u, gdzie u jest
maksymalnym sufiksem stowa va bedacym jednoczesnie prefiksem w.

Co wiecej, mozna dowies¢, ze liczba nietrywialnych przej$é ,,wstecznych”, tj. przejsé
postaci v % u, gdzie |v| > |u| > 0, jest nie wieksza niz |w|. Daje to mozliwoéé¢ zwiezlej
reprezentacji automatu: wystarczy pamietaé¢ < 2 - |w| przejéé (przejécia postaci v = €
mozemy pominac).

Wskazowka. Wykazaé, ze dla kazdej liczby k istnieje co najwyzej jedno nietrywialne
przejscie wsteczne v — u, spetiajace |va| —| u| = k.

Rozpoznawanie podstow.

1. Dla danego stowa w o dlugosci |w| = n skonstruowaé automat deterministyczny o
< 2n + 1 stanach rozpoznajacy dokladnie zbiér sufiksow stowa w.

Wskazowka. Jako stany automatu mozna wziaé zbiory pozycji S, (S, € {0,1,...,n})
konczacych wystapienie z jako podstowa stowa w. Oszacowanie na liczbe stanéw wy-
nika ze spostrzezenia, ze rézne zbiory S, S, sa albo w relacji inkluzji albo rozlaczne,
a zatem, ze wzgledu na inkluzje, tworza drzewo o nie wiecej niz n lisciach.

2. Powyzszy automat zawiera stan typu ,,czarna dziura”, mianowicie stan () = S,
gdzie x nie jest podstowem w. Dowiesé, ze liczbe przejsé nie prowadzacych do stanu
() mozna oszacowaé z géry przez 3n.

Wskazowka. Wziaé¢ drzewo rozpinajace grafu automatu i oszacowac liczbe pozo-
stalych krawedzi przez liczbe sufikséw w.

3. Opisany wyzej automat jest minimalny dla zbioru sufikséw. Te sama konstrukcje
mozna zastosowaé¢ réwniez do rozpoznawania zbioru wszystkich podstéw stowa w,
ale otrzymany automat nie musi by¢ minimalny. Poda¢ przykiad.

Wskazowka: Patrz 4 grudnia.



JAO Odcinek 2. Optymalizacja automatu. . . 14

2 Wiasnosci domkniecia klasy jezykéw regularnych

Rodzina jezykéw regularnych ma wiele dobrych wlasnosci, w szczegdlnosci jest zamknieta
na wiekszos¢ mozliwych do pomyslenia operacji. W ponizszym twierdzeniu podsumowu-
jemy te wiasnosci. Poszczegdlne punkty zostaly juz udowodnione w trakcie wykladu lub
jako ¢wiczenia.

Twierdzenie 6 Klasa jezykow regularnych jest zamknieta na

e operacje Boole’owskie, tzn. jezel L, M C Y* sq jezykami reqularnymi, to rowniez
LUM, LNM, ¥ — L, L — M, sq jezykamsi reqularnymsi;

e konkatenacje, tzn. jezeli L, M C ¥* sq jezykami reqularnymi, to rowniez LM jest
jezykiem regularnym;

e operacje qwiazdki, tzn. jezeli L jest jezykiem reqularnym, to L* jest rowniez jezykiem
reqularnym;

e ilorazy przez dowolne zbiory, tzn. jezeli L jest jezykiem regqularnym i X C X* jest
dowolnym jezykiem, to X 'L i LX™! sq jezykami reqularnymi;

e operacje lustrzanego odbicia, tzn. jezeli L jest jezykiem regularnym, to LT = {w? :
w € L} jest jezykiem regularnym;

e podstawienie, tzn. jesli f : ¥ — P(I') jest funkcja taka, Ze, dla kaidego o € %, f(0)
jest jezykiem regularnym i L C X* jest jezykiem regularnym, to f(L) jest réowniez
jezykiem reqularnym;

e obrazy homomorficzne, tzn. jesli L C 3% jest jezykiem reqularnym, 1 h : X — T'* jest
homomorfizmem, to h(L) jest jezykiem regularnym;

e przeciwobrazy homomorficzne, tzn. jesli M C T'* jest jezykiem regularnym, i h :
¥ — T'* jest homomorfizmem, to h™*(M) jest jezykiem reqularnym.

Wiekszosé powyzszych wlasnosci domkniecia ma charakter efektywny, tzn. majac dane
automaty lub wyrazenia regularne dla jezykéw L, M, ..., potrafimy znalez¢ automat
(wyrazenie) dla jezyka otrzymanego w wyniku stosowanej operacji. Nie dotyczy to jedynie
operacji ilorazu przez dowolny zbiér, ktéry nie musi by¢ zadany efektywnie, jesli jednak
ograniczymy sie do ilorazéw przez jezyki regularne, to operacja jest, oczywiscie, efektywna.

Wiasnosci te pozwalaja wiec na dosé¢ elastyczne konstruowanie jezykéw regularnych.
7 drugiej strony moga tez by¢ przydatne przy dowodzie nieregularnosci jakiego$ jezyka.
Rozwazmy np. jezyk bb*{a"™d™ : n € N}. Jezyk ten nie jest regularny, choé¢ spemia
teze lematu o pompowaniu (przynajmniej w tej formie jaka przyjeliSmy w Lemacie 4 w
Odcinku 1). Jednakze stosujac lewostronny iloraz przez bb* otrzymujemy jezyk {a"b" :
n € N}, ktérego nieregularnosé potrafimy wykazaé. Stad, z wlasnosci domkniecia na
ilorazy, mozemy wnioskowaé o nieregularnosci pierwszego jezyka.



JAO Odcinek 2. Optymalizacja automatu. . . 15

Zadania o jezykach regularnych

1. Dowies¢, ze jesli L jest jezykiem regularnym, to zbiér prefiksow stéw z L, zbior
sufiksow stéw z L, a takze zbior podstéow, tzn.

{w: (Fu,v € E)uwv € L}
sa jezykami regularnymi.

2. Skonstruowaé minimalny automat deterministyczny rozpoznajacy jezyk L C {a, b}*,

gdzie
e L= {6} )
o L ={a,b,aba} ,

L jest zbiorem stow w ktérych a wystepuje doktadnie 1993 razy,

L jest zbiorem stow w ktérych liczba wystapien a daje reszte 3 z dzielenia przez

D.

3. lle stanéw ma minimalny automat deterministyczny rozpoznajacy, ze ciag zer i
jedynek jest rozwinieciem binarnym liczby podzielnej przez 37

4. W hotelu jest K pieter. Przejazd windy bez zatrzymania z pietra ¢ na pietro j
(i # j) uwazamy za jednostkowa akcje. Z kazda taka akcja wiazemy litere: G jesli
1 < 7, D jesli © > 5. Rozwazamy mozliwe trasy windy, ktére rozpoczynaja sie i
koricza na parterze. Kazda taka trasa wyznacza stowo nad alfabetem {G, D}. Niech
L C {G, D}* bedzie zbiorem wszystkich tak otrzymanych stéw.

(a) Dowiesé, ze L jest regularny.

(b) Ile stanéw ma minimalny automat deterministyczny rozpoznajacy L7

5. Niech L = {a®" : n > 1}. Dowieé¢ , ze jedyne podzbiory L bedace jezykami
regularnymi, to zbiory skoniczone.

6. X jest dowolnym alfabetem. Ustalamy stowo w € ¥* o dlugosci n. Skonstruowac
automat deterministyczny o n + 1 stanach rozpoznajacy wszystkie stowa u € >*
zawierajace w jako podstowo (tzn. u = vywvy; méwiac bardziej obrazowo, konstru-
owany automat poszukuje wzorca w w tekscie u).

7. Niech L bedzie zbiorem stéw w € {a,b}*, ktére zawieraja przynajminiej jedno
wystapienie symbolu b, przy czym bezposrednio przed ostatnim wystapieniem sym-
bolu b w stowie w musi wystapi¢ symbol a. Dowies¢, ze L jest jezykiem regu-
larnym. Podaé¢ liczbe stanéw minimalnego automatu deterministycznego rozpo-
znajacego jezyk L. Skonstruowaé¢ wyrazenia regularne opisujace kazda z klas abs-
trakcji relacji ~y, z twierdzenia Myhill’a—Nerode’a wyznaczonej przez L.
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8. Pan X zakupit pakiety trzech réznych akcji: A, B i C. Kazdego dnia bada wzajemne
polozenie wartosci swoich akcji, ktore moze by¢ reprezentowane jako uporzadkowanie
zbioru {A, B,C}, w kierunku od najmniej do najbardziej wartosciowej. (Przyj-
mujemy zalozenie, ze dwie rézne akcje maja zawsze rézne wartosci.) Pan X po-
stanowil, ze jesli w ciagu dwdéch kolejnych dni ktéras z akeji dwukrotnie spadnie
na nizsza pozycje, to sprzeda te akcje. Np. jesli kolejne notowania (w tym wy-
padku: uporzadkowania) sa (A, B,C), (B,C, A), (C, B, A) to pan X sprzeda pakiet
akcji C. Rozwazamy zbiér G wszystkich uporzadkowan liniowych zbioru {A, B, C'}.
Dowiesé, ze zbidr tych ciagéw nad alfabetem G, ktore opisuja takie wyniki no-
towan gieldowych, przy ktérych pan X nie pozbedzie sie zadnego pakietu akcji, jest
jezykiem regularnym. Znalez¢ liczbe stanéw automatu minimalnego akceptujacego
ten jezyk.

9. (*) Pan X postanowil, ze kazdego dnia bedzie pracowal lub nie, przestrzegajac przy
tym zasady, by na zadne siedem kolejnych dni nie przypadato wiecej niz cztery dni
pracy. Mozliwy rozktad dni pracy pana X w ciagu n kolejnych dni mozemy przed-
stawi¢ jako n-bitowe stowo, gdzie 1 odpowiada dniowi pracy, a 0 dniowi odpoczynku.
Dowiesé, ze zbiér wszystkich tak otrzymanych stéw jest jezykiem regularnym (nad
alfabetem {0,1}). ZnalezZ¢é minimalny automat deterministyczny.

10. (*) Dowiesé¢, ze dla dowolnego jezyka regularnego L, jezyk
{w: w"l e L}

jest rowniez regularny.

Rozwiazania niektorych zadan

Rozwigzanie zadania 9.

Niech L bedzie opisanym jezykiem. Rozwazmy relacje ~; z twierdzenia Myhill’a
Nerode’a. Twierdzimy, ze kazde stowo jest rownowazne pewnemu stowu diugosci 7. Istot-
nie, zauwazmy najpierw, ze wszystkie stowa w ¢ L sa réwnowazne miedzy soba, a wiec
rownowazne w szczegélnosci stowu 1111111. Dalej, nietrudno widzie¢, ze kazde stowo,
ktore nalezy do L i jest dluzsze niz 7, jest rownowazne swojemu sufiksowi dlugosci 7.
Natomiast stowo w o dugosci |w| =i < 7 jest réwnowazne stowu 0" *w. A zatem relacja
~, ma nie wiecej niz 27 klas abstrakcji, jezyk L jest wiec regularny.

Powyzszy argument prowadzi tez w prosty sposéb do wyznaczenia automatu, ktérego
stanami sa stowa zero-jedynkowe dlugosci 7, a ktorego przejscia sa postaci

aias ...a7,1 — Qods...a71

gdzie i € {0,1}, o ile ciag ajas . . . a7 zawiera nie wiecej niz 4 jedynki, w przeciwnym razie
odpowiednie przejscie jest
aias...a7,1 — a10s...a7

dla ¢« = 0,1. Stanem poczatkowym jest ciag 0000000, a stanami akceptujacymi sa
oczywiscie te ciagi, ktore zawieraja nie wiecej niz 4 jedynki.
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Nie jest to jednak automat minimalny.

Ponizej wyznaczymy liczbe klas abstrakcji relacji ~, konstrukcja samego automatu
wynika z twierdzenia Myhill’a-Nerode’a. Na mocy wczesniejszej uwagi, wystarczy odpo-
wiedzie¢ na pytanie, ktére stowa dlugosci 7 sa rownowazne.

Stowo w € {0,1}7 nazwiemy petnym, jesli zawiera doktadnie 4 jedynki.

Lemat 1. Dwa rézne slowa pelne sa nieréwnowazne.

[stotnie, niech w = wy... w7, v = vy...v; beda pelnymi stowami i niech ¢ bedzie
najwyzsza pozycja, gdzie stowa w i v sie réznia, powiedzmy w; = 0 i v; = 1. Niech k
bedzie liczba jedynek lezacych w stowie w na lewo od pozycji ¢,

k={j:j<iAw =1}

Zauwazmy, ze k > 1, bo w przeciwnym razie w miatoby mniej jedynek niz v, oraz, ze,
oczywiscie, k < i (w szczegolnosci wiec ¢ > 1). Niech u = 1%, gdzie j + k = i — 1
(j > 0). Twierdzimy, ze wu € L, podczas gdy vu ¢ L. Ten ostatni fakt wynika latwo z
konstrukeji, gdyz stowo v; . .. v7u jest dlugosci 7 i zawiera 5 jedynek. Dla sprawdzenia, ze
wu € L, wystarczy sprawdzi¢ wszystkie podstowa dlugosci 7 postaci wy, . .. w;071¢, gdzie
m < i1l >0 (pozostale podstowa dlugosci 7 stowa wu nie moga zawiera¢ wiecej jedynek
niz w).

k=30=1

Zauwazmy jednak, ze i —m = k — /¢ (rysunek), a zatem stowo w,, Wy, 41 . .. w;—; zawiera
co najwyzej k — ¢ jedynek, podczas gdy stowo w;w;y; . .. w707 zawiera 7 — k jedynek, cale
stowo 1wy, . .. w;071¢ zawiera wiec niewiecej niz (k — €) + (7 — k) + £ = 7 jedynek. Stowa w
i v nie sa zatem rownowazne, co konczy dowod Lematu 1.

Lemat 2. Kazde stowo w € {0,1}7 zawierajace k < 4 jedynki jest réwnowazne stowu
pelnemu jakie otrzymamy z w pzez zastapienie 4 — k najwczesniej wystepujacych zer przez
jedynki.

Np., 0100100 jest réwnowazne 1110100. Istotnie, niech w bedzie stowem w ktérym
wystepuja k£ < 4 jedynki i niech v bedzie slowem otrzymanym z w jak w lemacie.
Oczywiscie, (Vu)vu € L = wu € L. Przypusémy, ze dla pewnego u implikacja od-
wrotna nie zachodzi, tj. wu € L, ale vu ¢ L. Woéwczas mozemy znalezé i, takie
7€ ViViy1...0U7Uy ... Uu;—1 jest podstowem wvu dlugosci 7 zawierajacym wiecej niz 4 je-
dynki. Wybierzmy najmniejsze ¢ o tej wlasnosci. Pamietajmy, ze odpowiednie stowo
WiWigq ... WU ... U;—1 zawiera nie wiece] niz 4 jedynki. Zatem v;v;4q...v7 rOzni sie
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od w;witq ... wy, tzn. dla pewnego i < 79, w;, = 0 a v;, = 1. Twierdzimy dalej, ze
v;—1 = 1. Istotnie, gdyby v;_1 = 0, to takze w;_; = 0 i zgodnie z definicja v, na pozycji
i — 1 w slowie w zero powinno zostaé zastapione przez 1 (wiemy, ze po transformacji
Wy ... W;_g W V1 ...0;_o pozostawalo jeszcze jakies zero do zastapienia, skoro zero na po-
zycji igp > i zostalo zastapione przez 1 !). A zatem v;_; = 1. Wowczas jednak stowo
4 0_1v; ... V7Uy . .. Uuj_p zawiera co najmniej tyle samo jedynek, co rozwazane wczeéniej
stowo v;v; 41 ... VU ... u;—1, cO przeczy minimalnosci ¢. Ta uwaga konczy dowdd Lematu
2.

Pamietajac o tym, ze wszystkie stowa nie nalezace do L sa réwnowazne, oraz ze kazde
stowo jest réwnowazne pewnemu slowu o diugosci 7, z Lematéw 11 2, otrzymujemy liczbe
klas abstrakcji relacji ~p, ktora stanowi zarazem liczbe stanéw minimalnego automatu

deterministycznego
7
(1)1 -

Uwaga. Powyzsza liczba moze by¢ otrzymana jeszcze na kilka innych sposobéw. Na
przyklad, nietrudno zauwazy¢, ze kazde dwa stowa diugosci 7 zakonczone sufiksem 000
sa rownowazne. Obserwacja ta moze by¢ uogdlniona przez ciag nastepujacych stwier-
dzen: kazde dwa slowa dlugosci 7 zakonczone sufiksem dlugosci 4 zawierajacym dokladnie
jedna jedynke, sa réwnowazne, podobnie kazde dwa stowa zakoriczone sufiksem diugosci
5 zawierajacym dokladnie dwie jedynki, itd. (ostatnie stwierdzenie dotyczy sufiksow
tozsamych z calym slowem i jest trywialne). Powyzsze uwagi prowadza do wyznacze-
nia liczby nieréwnowaznych stow dlugosci 7, ktére naleza do L:

SN[ A O3 (AN (6 (3NN (7Y () (7
0 1 0 2 1 3 2 4 3 -\ 4
Rozwigzanie zadania 10. Niech A = (X, Q, q1, 0, F) bedzie deterministycznym automa-
tem, takim ze L(A) = L. Niech Q = {qi,...,¢,}. W dalszym ciagu rozwazaii bedziemy
dla wygody notacyjnej utozsamiaé funkcje f : Q — Q z ciagiem (f(q1),..., f(¢.)). Roz

pocznijmy od uwagi, ze kazde stowo w € ¥X* wyznacza funkcje f,, : Q@ — ) okreslona

fw=(0(q1,w),...,0(qn,w))
Skonstruujemy najpierw automat A’, ktory, dla kazdego w, “oblicza” funkcje f,, w nastepujacym
sensie. Zbiorem stanéw automatu A’ jest wlasnie Q9 (zbiér funkcji z Q w Q), stanem
poczatkowym jest funkcja identycznosciowa id = (q,...,qn), a funkcja przejscia ¢ jest
okreslona przez

0'((pr, - - > pn), 0)(@) = (6(p1,0); -, 6(pn, 0))

Nietrudno wykaza¢ przez indukcje, ze dla dowolnego w

' (id, w) = fu

4Gdy i — 2 = 0, rozumiemy przez to, ze sufiks u; ... u;_o jest pusty.
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w tym wlasnie sensie automat A’ “oblicza” funkcje f,, (ewentualne stany akceptujace nie
maja tu znaczenia).

Przypusémy na chwile, ze dla pewnego w znamy funkcje f = f,. Mozemy wowczas
skonstruowac¢ automat, powiedzmy Ay, ktory czytajac stowo w potrafi “obliczy¢” stan,
do ktérego automat A dochodzi po przeczytaniu stowa w!™!. Zbiér stanéw automatu
Ay pokrywa si¢ ze zbiorem stanéw automatu A, stanem poczatkowym jest ¢;, a funkcja
przejscia, powiedzmy ¢”, jest okreslona przez

"(q,0) = f(q)
Nietrudno widzie¢, ze istotnie
(SA//<QI7 'LU) = 5((117 w‘wl)

Oczywiscie, automat skonczony nie moze “z géry” zna¢ funkcji f,. Jednakze, korzy-
stajac z faktu, ze mozliwych funkcji f,, jest skonczenie wiele, mozemy zastosowaé produkt
automatéw Ay po wszystkich mozliwych funkcjach f, jednoczesnie obliczajac “wlasciwa”
funkcje f., przy pomocy automatu A’. Po przeczytaniu stowa w pozostaje sprawdzié, czy
na wspotrzednej automatu produktowego odpowiadajacej obliczonej funkcji f,, pojawit sie
stan akceptujacy.

Ponizej podamy formalna konstrukcje automatu B, takiego ze

L(B) ={w : wl e L}
Ustawmy zbiér Q9 w ciag: Q9 = {g1,...,gpn} (pamictamy n = |Q|). Okreslamy
e zbiér stanéw automatu B: Qn"",
e stan poczatkowy: (q1,q1,...,q1),
e funkcja przejscia:
(P1y -y Py S1s ey S )y 0 — (0(p1,0)y .., 0(Pn, 0),91(81), -+, Grn (S )
e stany akceptujace:

{(p1s--sPns 8155 8pm) =+ (D1, ..., Pn) =g N s; € F dla pewngo 1 < j <n"}
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1 Gramatyki i wyprowadzenia

Gramatyka bezkontekstowa moze by¢ przedstawiona jako nastepujacy uktad
G=0,V,X,R)

gdzie

e Y jest skonczonym zbiorem symboli, ktory nazywamy alfabetem gramatyki, elementy
tego zbioru nazywamy tez symbolami koncowymi gramatyki;

e V jest skoniczonym zbiorem symboli roztacznym z 33; jego elementy nazywamy sym-
bolami miekoncowymi albo zmiennymi gramatyki;

o X; €V jest symbolem startowym gramatyki;
e R jest skoriczonym zbiorem requt przepisywania (krétko: regut), RCV x (X UV)*,

Zgodnie z definicja, kazda regula jest para postaci (X, w), dla pewnej zmiennej X € V
i stowa w € (X UV)* méwimy ze jest to reguta przepisywania zmiennej X. Fakt, ze
(X, w) € R, bedziemy takze zapisywaé¢ X % w. Jezeli {(X,wy), ..., (X, wy)}, sa wszyst-
kimi regutami przepisywania zmiennej X, to bedziemy je zapisywaé¢ w notacji skréconej,
tzw. notacji Backusa-Naura,

X — wy|ws] ... |wg

Relacje R rozszerzymy do relacji G (X UV)* x (XUV)* okreslonej nastepujaco

wSv e 3(X,u) €R)(Ba,BE(ZUV))w=aXB Av=auf

Moéwiac intuicyjnie, relacja w AN zachodzi, kiedy stowo v moze by¢ otrzymane przez
jednokrotne zastosowanie reguty (X, u) do pewnego wystapienia zmiennej X w stowie w.

Zauwazmy, ze gdy X jest zmienna, to wprowadzona wyzej notacja X < w na ozna-
czenie reguly przepisywania zmiennej X jest niesprzeczna z definicja relacji g, gdyz
XS we (X,w)eR.
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Kazdy ciag wg, wy, ..., wg_1,wg, gdzie 0 < k, wy = w, wx = v, a ponadto w; A Wit
dla ¢ = 0,...,k — 1, nazywamy wyprowadzeniem stowa v ze stowa w w gramatyce G.
Okreslamy relacje w %o przez

G* . .. .
W — UV < 1stn1eJe Wyprowadzeme V72w

Nietrudno jest wykazac, ze relacja s jest zwrotno—przechodnim domknieciem relacji g,
tj. najmniejsza relacja zwrotna i przechodnia zawierajaca S, Moéwimy, ze stowo w € ¥*
jest wyprowadzalne ze zmiennej X w gramatyce G, jesli X . Przyjmujemy oznaczenie

LG X)={wex : XS w

Jesli stowo w € X* jest wyprowadzalne z symbolu startowego gramatyki, to moéwimy
krotko, ze stowo w jest wyprowadzalne w gramatyce G, a zbiér wszystkich takich stéw
okreslamy jako jezyk wyprowadzalny w gramatyce G lub generowany przez gramatyke G,
ktory oznaczamy L(G). Mamy wiec

L(G) = LG, X)) = {we s : X; S w)

W dalszym ciagu, jezeli gramatyka G bedzie znana z kontekstu, bedziemy czesto opusz-
czali gérny indeks G, piszac po prostu w — v lub w = v.

Przyklad 1 (a) Nastepujaca gramatyka nad alfabetem {(, ), [,]} generuje poprawnie zbu-
dowane ciagi nawiasow

X — | XX | (X)][X]

(b) Nastepujaca gramatyka nad alfabetem {(, ), +, *,0, 1} generuje poprawnie zbudowane
wyrazenia arytmetyczne

X = 01X +X| X X[ (X)

1.1 Wyprowadzenia lewostronne

Okreslamy relacje Lt stanowiaca podzbior relacji g,

w v e 3(X,u) € R)BaeT)EB e (SUV)Iw=aXB Av=auf3
Moéwiac intuicyjnie, stowo v zostatlo otrzymane ze stowa w podobnie jak w relacji w A v,

ale wystapienie zmiennej X do jakiego zostala zastosowana regula przepisywania X —
u bylo najbardziej na lewo wysunietym (ang. left-most) wystapieniem jakiegokolwiek

symbolu niekoncowego w stowie w. Ciag w = wg,wy,...,wp_1,wx = v, 0 < k, t. ze
G . )
w; = wiy, dla @ = 0,...,k — 1, nazywamy wyprowadzeniem lewostronnym (ang. left-

most derivation) stowa v ze stowa w. Zwrotno-przechodnie domkniecie relacji LE bedziemy

, IGx
oznaczac —.



JAO Odcinek 3. Gramatyki bezkontekstowe 3

1.2 Drzewa wyprowadzen

Struktura drzewa jest spotykana w informatyce we wielu kontekstach, przy czym uzywanych
jest kilka nierownowaznych modeli matematycznych tego pojecia. Na przyklad, jesli zdefi-
niujemy drzewo jako spéjny graf, w ktorym liczba wierzchotkéw jest o 1 wigksza od liczby
krawedzi, to pominiemy taki aspekt drzewa jak wyrdznienie pewnego wierzchotka jako
korzenia oraz uporzadkowanie nastepnikéw danego wierzchotka “od lewej do prawej”.
Dogodnym modelem uwzgledniajacym oba te aspekty jest przedstawienie drzewa jako
pewnego zbioru stow, lub, w przypadku drzewa etykietowanego, funkcji ze zbioru stéw
w zbior etykiet. Idea jest tu bardzo prosta: w drzewie, powiedzmy, binarnym, mozna
utozsamic¢ wierzchotek ze $ciezka jaka mozna do niego dojs¢ od korzenia, tzn. ciagiem wy-
boru kierunkéw, np. lewo, prawo, prawo . W ogdlniejszym przypadku, za zbiér kierunkéw
mozemy przyja¢ dowolny segment poczatkowy zbioru liczb naturalnych.

Zbiér liczb naturalnych oznaczamy w. Zgodnie z nasza konwencja, w* oznacza zbiér
stéw nad w, a wiec skoniczonych ciagéw o wyrazach naturalnych. Jesli v € w*, to kazdy
ciag vi, i € w, nazywamy nastepnikiem ciagu v. Jesli I C w* i v € I, to przez succ(l,v)
oznaczamy zbior tych nastepnikéow ciagu v, ktore naleza do I. Niepusty skonczony zbior
T C w* nazywamy drzewem (nieetykietowanym), jesli spelnione sa nastepujace warunki

e T jest zamkniety na prefiksy (tzn. (w € T ANv <w)=veT)

e dla kazdego v € T, istnieje k € w (zalezne od v), takie, ze succ (T,v) = {vl,..., vk}
(jesli k = 0, to succ(T,v) = 0).

Elementy drzewa T nazywamy wierzchotkami, stowo e (ktére oczywiscie znajduje sie w
kazdym drzewie) nazywamy korzeniem, a wierzcholki v, dla ktérych suce(7T,v) = 0, nazy-
wamy li§é¢mi drzewa T'. Zauwazmy, ze relacja “by¢ prefiksem” cze$ciowo porzadkuje zbior
wierzchotkéw drzewa!. Liczbe

depth(T") = max{|w| : w € dom(T")}

nazywamy gtebokosciq drzewa T

Jesli E jest dowolnym zbiorem, a T' jest drzewem, to kazda funkcje ¢ : T — E nazy-
wamy drzewem etykietowanym zbiorem etykiet E. Zbiér T nazywamy wowczas dziedzing
drzewa t i oznaczamy dom(t) (z angielskiego domain = dziedzina). Pojecia “korzen”,
“lis¢” itd. uzywane w odniesieniu do drzewa etykietowanego, odnosza sie oczywiscie do
dom(t).

Jeslit : dom(t) — F jest drzewem iw € dom(t), to poddrzewem drzewa t wyznaczonym
przez wierzchotek w, nazywamy drzewo t.w okreslone nastepujaco:

e dom(t.w) = {w} ' dom(t) = {u : wu € dom(t)},

o tw(u) =t(wu), dla v € dom(t.w).

1Porzadek ten mozna go rozszerzyé do porzadku liniowego, np. porzadku leksykograficznego na w*
indukowanego przez standardowy porzadek na w.
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Zdefiniujemy teraz operacje podstawienia, ktéra, méwiac intuicyjnie, pozwoli zastepowac
liscie drzewa innymi drzewami. Niech ¢ : dom(t) — E bedzie drzewem etykietowa-
nym i niech vy, ..., v, beda réznymi lis¢mi drzewa t (niekoniecznie wszystkimi). Niech
t; : dom(t;) — E, ¢ = 1,...,m, beda etykietowanymi drzewami. Okreslimy drzewo
tloy < t1,...,Um — tm], W skréconej notacji t[7 « t], ktére stanowi rezultat jednocze-
snego podstawienia w drzewie ¢t drzewa t; na wierzchotek v; odpowiednio, dlai =1,...,m.

o dom(t[t « t]) = dom(t) U Ui=1,. m vidom(t;)

o [T — t](w) = t(w), dla w € dom(t) — {vy,...,vm}

o t[i « t](vsu) = t;(u), dla kazdego u € dom(t;), i =1,...,m.
Opierajac sie na definicji, nie jest trudno sprawdzi¢, ze operacja podstawienia jest taczna
w nastepujacym sensie: niech t,7, s beda drzewami i niech v € dom(t), v € dom(r).

Woéwecezas:
(tlv — r])[vu «— s] = tfv — r[u « 5]

Niech G = (%,V, X}, R) bedzie gramatyka i niech Y € V. Drzewo D : dom(D) —
YUV U{€e} nazwiemy drzewem wyprowadzenia ze zmiennej Y, jesli spelnione sa nastepujace
warunki.

1. D(e) =Y
2. dla kazdego w € dom(D), jesli D(w) € ¥ U {e}, to w jest liSciem;

3. dla kazdego w € dom(D), jesli D(w) € V', powiedzmy D(w) = Z, to zachodzi jedna
z nastepujacych mozliwosci:

(a) w jest lisciem;

(b) istnieje reguta Z %, ¢iw ma doktadnie jeden nastepnik w1, przy czym D(wl) =
€



JAO Odcinek 3. Gramatyki bezkontekstowe 5

(c) istnieje reguta Z A ¢k, gdzie ¢1,...,¢, € XUV i w ma dokladnie k
nastepnikow: wl, ... wk, oraz D(wl) =¢,, dla = 1,... k.

W przypadkach (3b) 1 (3¢) méwimy, ze w wierzcholku w zostala zastosowana reguta
Z% b 72 & c1 . ..c, odpowiednio.

Plonem drzewa wyprowadzenia D nazwiemy stowo a € (XUV')*, jakie mozna otrzymac
z drzewa skladajac etykiety wszystkich lisci w porzadku “od lewej do prawej”. Bardziej
dokiadnie, niech vyq,...,v,, beda wszystkimi li§¢mi drzewa D w porzadku leksykogra-
ficznym?.  Okreglamy stowo y(D) € (X U V)* (z angielskiego yield), nazywane plonem
drzewa D,

y(D) = D(vy)...D(vy)

Drzewo wyprowadzenia nazwiemy maksymalnym, jesli nie zachodzi przypadek 3a, tzn.
zaden lis¢ nie jest etykietowany zmienna. Nietrudno jest wykazaé, ze jesli D jest maksy-
malnym drzewem wyprowadzenia, to y(D) € ¥*.

Zbidr wszystkich drzew wyprowadzenia w gramatyce GG ze zmiennej X bedziemy ozna-
czali przez Dg(X), zbiér wszystkich drzew wyprowadzenia przez Dg.

Lemat 1 Niech G = (X, V, X, R) bedzie gramatyka, X € V 1w € (XUV)*. Nastepujace
warunki sq réownowazne:

() X & w,
(ii) istnieje drzewo wyprowadzenia D ze zmiennej X, takie ze y(D) = w.

Dowad.

(1) = (i1)

Niech X = wy A wy LA e W1 LA wy = w bedzie wyprowadzeniem stowa w ze
zmiennej X. Dla £ = 0,1,...,k, okreslamy kolejno drzewa wyprowadzenia D,, takie, ze
y(Dg) = Wy.

Drzewo Dy okreslamy nastepujaco: dom(Dy) = {e}, Dy(e) = X.

Przypuséémy, ze jest juz okreslone drzewo Dy, ¢ <k iy(D;) = w,. Z definicji wyprowa-
dzenia mamy wy, = oY 31wy, = auf, gdzie Y S jest regula przepisywania gramatyki
G,aaq,p € (XUV)*. Zalézmy, ze wy = $1 ... Sy, gdzie s1,...,8, € DUV, a =s1...5;_1,
$i =Y 10 = 841...5m, dla pewnego i, 1 < i < m (gdy i = 1, a = ¢, gdy i = m,
B = ¢€). Niech vy,..., v, beda tymi sposréd lisci drzewa Dy, dla ktérych Dy(v;) # €, w
porzadku leksykograficznym. Jest jasne, ze m’ = m i Dy(v;) = sj, dlaj=1,...,m. W
szczegblnosci, Dy(v;) =Y.

Rozréznimy teraz dwa przypadki.

1. u = e. Okreslamy drzewo D,y nastepujaco: dom(Dgyq) = dom(D,) U {wv;1},
Dyy1(v) = Dy(v) dla v € dom(Dy) oraz Dyyq(v;1) = €.

2Lié¢ v leksykograficznie poprzedza lisé w jedli istnieja u € w*, 4, j € w takie, ze ui < v, uj < wii < j.
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2. u=1wuy...u., r>0. Okreslamy drzewo D, nastepujaco: dom(Dy;1) = dom(D,)U
{vil,...;v;r}, Dos1(v) = Dy(v) dlawv € dom(Dy) oraz Dyy1(v;1) =y, ..., Dogq(vir)
Uy

T

Nietrudno sprawdzié¢, ze Dy jest drzewem wyprowadzenia i y(Dyi1) = weyq.

(ii) = (1)

Nalezy wykazaé, ze dla kazdego drzewa wyprowadzenia D € Dy, X % y(D). Dowdéd
poprowadzimy przez indukcje ze wzgledu na gitebokos¢ drzewa D. Gdy D jest drzewem o
glebokosci 0, to X = y(D) i oczywiscie X i y(D). Zatézmy, ze depth(D) > 1, a wiec w
korzeniu drzewa D zostala zastosowana pewna reguta X S . Wéwezas zachodzi jeden z
dwoch przypadkow.

1. u = €1 korzen drzewa D (ktérym jest réwniez €) ma dokladnie jeden nastepnik,
mianowicie 1, przy czym D(1) =e.

2. U =1Uy... U, gdzier >0, uy,...,u, € XUV ikorzen ¢ ma dokladnie r nastepnikéw
w drzewie D, mianowicie 1,...,r, przy czym D(i) = u;, dlai=1,... 7.

W pierwszym przypadku, oczywiscie X % y(D) =e.

Zatozmy drugi przypadek. Zauwazmy najpierw, ze o ile u; = Y, to poddrzewo D.i
wyznaczone przez wierzchotek i jest pewnym drzewem wyprowadzenia ze zmiennej Y,
przy czym depth(D.i) < depth(D), a zatem, z zalozenia indukcyjnego, Y s y(D.i). Z
kolei u mozemy przedstawi¢ u = ag 2101 Zoqs . . . Ly, gdzie, dlai =0,1,... ,m, a; € X*
(tzn. stowa «; nie zawieraja zmiennych). Z definicji plonu, tatwo wynika, ze

y(D) = aoy(Dy)ony(Da)as . .. y(Dy)ay

gdzie D; jest poddrzewem wyznaczonym przez wierzchotek (nastepnik korzenia) etykieto-
wany Z;.

Pamietajac o tym iz, jak juz zauwazyliSmy, Z; s y(D;),dlai=1,...,¢, otrzymujemy
X E) aoZlqugozg e ZgOég
G'*
= apy(Dh)a Zaa . .. Zeoy
G*

= agy(Dr)ary(Ds)as . .. Zyay

= aoy(D1)ary(Dz)as ... y(De)ay
= y(D)
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a

Kiedy stowo w nie zawiera symboli nieterminalnych, to udowodniony przed chwila
lemat mozemy rozszerzy¢ o jeszcze jeden rownowazny warunek: istnieje wyprowadzenie
lewostronne stowa w.

Twierdzenie 1 Niech G = (X, V, X, R) bedzie gramatyka, i niech w € X*. Nastepujace
warunki sq rownowasine:

(1) istnieje wyprowadzenie stowa w ze zmiennej X,
(ii) istnieje maksymalne drzewo wyprowadzenia ze zmiennej X, ktorego plonem jest w,
(iii) istnieje wyprowadzenie lewostronne stowa w ze zmiennej X.

Dowdd. Implikacja (i) = (i7) zostala udowodniona w Lemacie 1 (maksymalnosé drzewa
jest oczywista, gdy plon nie zawiera symboli niekonicowych), a implikacja (iii) = (i) jest
oczywista. Dla dowodu implikacji (i) = (ii7), wystarczy wykazaé, ze dla kazdego drzewa
wyprowadzenia D € Dy, takiego ze y(D) € ¥*, X Gy y(D). Dowdd jest podobny do
dowodu analogicznego faktu w dowodzie implikacji (i7) = (i) Lematu 1. W odpowiednim
miejscu, kiedy dokonujemy rozkladu y(D) = agy(D1)aiy(Ds)as ... y(Dy)ay, wystarczy
zauwazy¢, ze drzewa D; sa wtedy maksymalne i z zalozenia indukcyjnego mamy lewo-
stronne wyprowadzenia Z; "% y(D;). O
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2 Postaci normalne gramatyk bezkontekstowych

W tym rozdziale przedstawimy efektywna metode przeksztalcania gramatyki bezkontek-
stowej w réwnowazna gramatyke o stosunkowo prostej postaci, tzw. postaci normalnej
Chomsky’ego. Jako produkt uboczny naszych rozwazan uzyskamy takze algorytm odpo-
wiadajacy na pytanie, czy jezyk generowany przez gramatyke jest niepusty.

2.1 Eliminacja symboli nieuzytecznych

Mowiac intuicyjnie, zmienna w gramatyce mozna uznaé za nieuzyteczna, kiedy nie da sie
jej osiagna¢ w zadnym wyprowadzeniu z symbolu startowego, lub kiedy z niej nie mozna
wyprowadzi¢ zadnego stowa ztozonego z symboli koricowych.
Niech G = (X, V, X1, R) bedzie gramatyka. Powiemy, ze zmienna Y jest osiagalna ze
zbioru zmiennych £ C V', jedli istnieja X € F oraz o, § € (XU V)*, takie ze X G aY 3.
Podobnie, jak to byto dla automatu, okreslimy funkcje, dla £ C V

Step(E) ={Y : (3X € E)(3a, B € (SUV))X & ayp)

Ponizszy algorytm, podobny do Algorytmu 3 z Odcinka 1, oblicza zbiér zmiennych
osiagalnych z F.

Algorytm 5

Dane: Gramatyka G, zbiér zmiennych £ C V

1. X =0, X =1

2. Dopdki (X # () wykonuj

3. X =X UA;

4. Xy = Step(Xy) \ X;

Wynik: zbiér X

Zauwazmy, ze linia 3 moze by¢ wykonana co najwyzej |V| razy (za kazdym razem
doktadamy co$ do X'), zatem algorytm na pewno sie zatrzymuje po wykonaniu nie wiecej
niz |V| obrotéw petli 2. Ponadto, tatwo jest widzieé, ze, na kazdym etapie wykonywania
algorytmu, wszystkie zmienne w zbiorze stanowiacym wartos¢ zmiennej X, sa osiagalne
z E. Pozostaje wykazac, ze w koncowej wartosci zmiennej X znajduja sie juz wszystkie
zmienne osiagalne ze zbioru E. Istotnie, przypu$émy, ze zmienna Z jest osiagalnaz Y € F
przy pomocy wyprowadzenia

Y:wogwlg...gwk_lgwk:aZﬁ
Woéwezas mozna zaobserwowad, ze jesli po wykonaniu petli (2.) i razy wszystkie zmienne
wystepujace w stowie w, znajduja sie¢ w wartosci zmiennej X, to kazda ze zmiennych
wystepujacych w stowie wyy; znajdzie sie w w warto$ci zmiennej A nie pdzniej niz po
wykonaniu petli ¢ + 1 razy. W szczegdlnosci zmienna Z znajdzie sie w koncowej wartosci
zmiennej X

7 kolei, powiemy, ze zmienna X € V jest produktywna, jezeli X i w, dla pewnego
w € Y. Niech, dla u € (X UV)* var(u) oznacza zbiér wszystkich zmiennych, ktére
wystepuja w u. Okreslimy nastepujaca funkcje na P(V),
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BackStep(E) = {X : (Gu e (SUV))(X S u Avar(u) C E)}

Zauwazmy, ze jezeli wszystkie zmienne w zbiorze F sa produktywne, to réwniez wszystkie
zmienne w zbiorze BackStep(FE) sa produktywne. Zauwazmy takze, ze BackStep() jest
zbiorem tych zmiennych, z ktérych w jednym kroku mozna wygenerowaé¢ stowo ztozone z
symboli koncowych.

Nastepujacy algorytm oblicza zbiér wszystkich zmiennych produktywnych:

Algorytm 6

Dane: Gramatyka G

1. X :=0; X, := BackStep (0);
2. Dopdki (X # () wykonuj

3. X =X U

4. Xy := BackStep(X) \ X;
Wynik: zbiér X

Tu réwniez, podobnie jak w algorytmie 5, linia 3 moze by¢ wykonana co najwyzej |V|
razy, zatem algorytm na pewno sie zatrzymuje po wykonaniu nie wiecej niz |V| obrotéw
petli 2. Wykazemy, ze koncowa warto$é¢ zmiennej X jest zbiorem wszystkich zmiennych
produktywnych.

Istotnie, z wlasnodci funkcji BackStep wynika, ze wartosci, jakie zmienna X" przyjmuje
w trakcie wykonywania algorytmu sa zbiorami zmiennych produktywnych. Pozostaje
wykazac, ze koncowa wartos¢ zmiennej X obejmuje juz wszystkie zmienne produktywne.
W tym celu przypusémy, ze Y jest zmienna produktywna i

G G
Y:w0—>w1...wk_1—>wk:w

jest wyprowadzeniem pewnego stowa w € ¥*. Wéowczas mozna zaobserwowad, ze jesli po
wykonaniu petli (2.) i razy wszystkie zmienne wystepujace w stowie wy, £ > 0, znajduja
sie w wartosci zmiennej X, to kazda ze zmiennych wystepujacych w stowie wy_; znajdzie
sie w w wartosci zmiennej X’ nie pézniej niz po wykonaniu petli i+1 razy. W szczegdlnosci
zmienna Y znajdzie sie w koncowej warto$ci zmiennej X'.

Zauwazmy, ze L(G) # () wtedy i tylko wtedy, gdy symbol startowy X; jest zmienna
produktywna. Mamy wiec

Fakt 1 Istnieje algorytm, ktory, dla danej gramatyki bezkontekstowej G rozstrzyga, czy
L(G)#0. O

Przedstawione wyzej algorytmy zastosujemy teraz dla sprowadzenia gramatyki do ta-
kiej postaci, w ktérej nie ma symboli nieuzytecznych.
Méwimy, ze gramatyki G i H sa réwnowazne, kiedy L(G) = L(H).

Fakt 2 Dia kazdej gramatyki G takiej, ze L(G) # ) mozna skonstruowaé réwnowazng
gramatyke G, w ktorej kazda zmienna jest produktywna i osiagalna z symbolu poczatkowego.
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Dowdd. Jesli G = (X,V, X, R) jest gramatyka i E C V| X; € E, to przez obciecie
gramatyki G' do zbioru E rozumiemy gramatyke G|E =4 (X, E, X, R'), gdzie R’ =
RN (E x (XU E)*). (Innymi stowy, reguta Y — w gramatyki G pozostaje regula gra-
matyki G|E, oile Y € E i var(w) C E.) Niech E bedzie zbiorem wszystkich zmiennych
produktywnych gramatyki G. 7 zalozenia, X; € E. Oczywiscie, gramatyka G|E jest
réwnowazna gramatyce G. (Wszystkie zmienne wystepujace w wyprowadzeniu stowa
w € X* w gramatyce G musza by¢ produktywne.) Z kolei, niech £’ C E bedzie zbio-
rem tych zmiennych, ktére sa osiagalne z X; w gramatyce G|E. Rozwazmy gramatyke
(G|E)|E'. Latwo widzieé, ze gramatyka ta jest réwnowazna gramatyce G|E (a wiec i
G) i, oczywiscie, wszystkie zmienne tej gramatyki sa w niej osiagalne z X;. Z drugiej
strony, nietrudno wykazaé, ze kazda zmienna z E’, ktora byla produktywna w G, jest
nadal produktywna w (G|E)|E’. Zatem gramatyka (G|E)|E’ spehia zadane warunki. O

Przykiad 2 Niech
G = ({a} XY, 2}, X {(X,6), (X, Y Z),(Z,6)})

Wszystkie zmienne sa osiagalne z X, ale zmienna Y jest nieproduktywna. Stosujac kon-
strukcje z powyzszego dowodu, otrzymujemy

G|E = ({a}v{X7 Z}’Xa{(X’ 6)7(Za€>})

(GIE)E" = ({a}, {X}, X, {(X,)})

Zauwazmy, ze gdyby$my odwrdcili kolejnos¢ wykonywanych operacji i najpierw ograniczyli
gramatyke G do zmiennych osiagalnych z X, a nastepnie do zmiennych produktywnych,
to otrzymaliby$my kolejno gramatyki G i G|E, a zatem taka konstrukcja nie bylaby
poprawna.

Eliminacja trywialnych regut
Regule postaci X S e nazywamy krotko e-regutq.

Fakt 3 (eliminacja e-regul) Dia kazidej gramatyki G, mozna skonstruowaé gramatyke
G’ bez e-regul, taka, ze L(G') = L(G) — {¢}.

Dowdéd. Niech G = (X,V, X;, R) bedzie gramatyka. Zmienna X € V nazwiemy
zerowalng, jesli X % ¢. Zbiér zmiennych zerowalnych mozna wyznaczy¢ efektywnie przy
pomocy procedury podobnej do algorytmu obliczania zbioru zmiennych produktywnych
(Algorytm 6); szczegdly pozostawiamy Czytelnikowi.

Zauwazmy, ze nie wystarczy po prostu usunaé¢ wszystkie e-reguly, bo w ten sposéb
mogliby$my przy okazji uniemozliwi¢ niektére wyprowadzenia stéw réznych od e (np. gdy
produkcje sa X — YZ,Y — ¢, Z — a, to, usuwajac regule Y — €, uniemozliwimy
wyprowadzenie X — a).

Przedstawimy dwa sposoby, z ktorych pierwszy jest bardziej bezposredni i tatwy do
zrozumienia, ale drugi bardziej ekonomiczny.
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Sposaéb 1

Usuwamy ze zbioru R wszystkie e-reguly, a nastepnie, dla kazdej reguty X — « doda-
jemy wszystkie reguly, jakie mozna utworzy¢ zastepujac w o dowolne zmienne zerowalne
przez € z wyjatkiem (jesli taka reguta moglaby powstac) regulty X — e.

Dowdd, ze, dla kazdego w # e,

G G
XZwe XZw

mozna przeprowadzi¢ przez indukcje ze wzgledu na glebokos¢ drzewa wyprowadzenia.

Sposéb 2
Objasnimy go na przykladzie. Tu réwniez na poczatku usuwamy e-reguty. Dalej,
przypusémy, ze mamy regute X — 7, ... Z,, i wszystkie zmienne 71, ..., Z,, sa zerowalne.
Whprowadzamy nowe zmienne (217 ... Zy, [ZoZ3 ... Zwl, -« oy [Zim—1Zm], [Zm) 1 dodajemy
nastepujace reguty:
X — Zz 1= 1, oo,
X — ZiZinZigo.. . Zm] i=1,...,m
[ZZZZ+1Zm] — Zj 1= ,,m—l,j:z,z—l—l,,m
I:ZZZZ+1Zm] — Zj[Zj+IZj+2---Zm] 1= 1,...,m— 1, j :z,z—l—l,,m

Zauwazmy, ze stosujac pierwszy sposob, zastapilibysmy regute X — Z; ... Z,, przez 2™ —1
regul, a przy drugim sposobie przez O(m?) regut. O

Regule postaci X Sy nazywamy requta jednostkowa.

Lemat 2 Dla kazdej gramatyki G, takiej, ze L(G) # 0 i € & L(G), mozna skonstruowad
rownowazng gramatyke bez requt jednostkowych, bez e-requt i taka, Ze kazda zmienna jest
produktywna i ositqgalna z symbolu poczatkowego.

Dowéd. Niech G = (X,V, Xy, R) bedzie gramatyka. Na mocy Faktu 3, mozemy
zatozy¢, ze G jest juz bez e-regul.

Usuwamy z R wszystkie reguly jednostkowe, natomiast dla kazdych X, Y, jesli X Sy
1Y — a, gdzie a jest rozne od zmiennej, doktadamy regule X — «. Zauwazmy, ze mozemy
tatwo rozstrzygnaé¢ czy X SY w |V| krokach, poniewaz nie ma e-regut.

Niech R’ bedzie otrzymanym zbiorem regut.

Oczywiscie, nie dodalismy zadnej e-reguly.

Dla zapewnienia ostatniego z warunkéw Lematu, stosujemy procedure z dowodu Faktu 2,
ktora eliminuje ewentualne symbole nieuzyteczne. O

2.2 Twierdzenia o postaci normalnej gramatyk

Twierdzenie 2 (o postaci normalnej Chomsky’ego) Dla kazdej gramatyki G, ta-
kiej, ze L(G) # 0 i € € L(G), mozna skonstruowaé réwnowazna gramatyke, w ktdrej
kazda regula jest postaci X — o, gdzie o € ¥, lub X — Y Z, gdzie Y, Z € V (X,Y, Z nie
musza bycé rozne).
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Dowdd. Dla kazdego o € X, tworzymy nowa zmienna Z, i do zbioru regul gramatyki
G dokladamy regulte Z, — o. Na mocy Lematu 2, mozemy zalozy¢, ze kazda regula
gramatyki G, ktéra nie jest postaci X — o, jest postaci X — a, |a| > 2. Modyfikujemy
te regute zastepujac w a kazde o € X przez Z,. W ten sposob otrzymujemy gramatyke, w
ktorej kazda reguta jest postaci X — 0,0 € ¥, lub X — Z,... 7, gdzie Z,...,Z,, € V,
m > 2. Jezeli m > 2, to wprowadzamy nowe zmienne [ZoZs...Zyl, ..., [Zm_1Zm] 1
reguty
X — Z1[2223 e Zm]

(Zio.. Zw) — Zi|Ziga... Zy) dlai<m—1

(Zm-1Zm] — Zm—1Zm
O

Pytanie. Jedli gramatyka G jest w postaci Chomsky’ego, to jak mozemy oszacowaé z
gory dhugosé wyprowadzenia stowa w € L(G), w zaleznosci od dlugosci w 7

W uzupekieniu powyzszego twierdzenia, podamy dla informacji, bez dowodu, inne
twierdzenie o postaci normalnej, ktérego autorem jest pani S.Greibach.

Twierdzenie 3 (o postaci normalnej Greibach) Dia kazdej gramatyki G, takiej, Ze
L(G) # 0 i e & L(G), mozna skonstruowac réwnowazna gramatyke, w ktdrej kazda reguta
jest postaci X — oa, gdzie o € X i € V*.

2.3 Algorytm rozpoznawania jezykow bezkontekstowych
Rozwazmy nastepujacy problem:

Dane Gramatyka G, stowo w € ¥*
Pytanie Czy w € L(G)?

Jesli w = € to problem mozemy rozwiaza¢ obliczajac zbiér zmiennych e-produktywnych,
tzn. takich, ze X % ¢ podobnie jak obliczaliSmy zbiér zmiennych produktywnych w
Algorytmie 6 (str. 9), z tym, ze w funkcji Back-Step bierzemy pod uwage tylko te reguly
w ktérych nie wystepuja w ogdle symbole terminalne.

Ciekawszy jest przypadek, gdy |w| > 0.

Mogliby$my wéwezas znalezé gramatyke Chomsky’ego G’ generujaca L(G) — {€} i
przeszukiwaé wszystkie wyprowadzenia o ograniczonej dtugosci (por. “Pytanie” powyzej).
Metoda ta bytaby jednak zupelnie nieefektywna.

Ponizej naszkicujemy algorytm zaproponowany przez Cocke’a, Youngera i Kasamiego,
i od nazwisk autoréow zwany algorytmem CYK, ktéry rozwiazuje zadanie w czasie wielo-
mianowym.

W algorytmie tym zakladamy, ze G = (X,V, X1, R) jest juz w postaci Chomsky’ego

(por. Cwiczenie 12 ponizej). Niech w = wy ... w,, gdzie wy,...,w, € X. Gléwna praca
algorytmu jest indukcyjne obliczanie tablicy zbioréow V; ;,i=1,...,n,7=1,...,n+1—1,
gdzie

V;,j — {X - X gk) W;Wi4-1 - - - wi-l—j—l} (*)

Nastepujaca obserwacja jest kluczowa dla algorytmu:
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jeiY e Vi, Z € Vi i X SYZ, to X € Vi

7]’

Ostateczna odpowiedZ na pytanie zalezy oczywiscie od tego, czy X; € Vi ,. Przyjmijmy
oznaczenie, dla zbiorow zmiennych A, B C V,

Fusion(A,B) ={X : AV, 2)X SYZANY €A A Z € B}

Wowcezas algorytm CYK mozna przedstawié¢ nastepujaco.
Algorytm CYK
Dane: Gramatyka G w postaci Chomsky’ego, stowo w = w; ... w,
Dlai=1,...,n, wykonuj: V;; :={X : X A w; }
Dla j =2,...,n, wykonuj :
Dla:=1,...,n+1— 7, wykonuj :
Vij = 0;
Dlak=1,...,57—1, wykonuj :
Vij = Vi; U Fusion(V; k, Vitk j—k)-

RIS o S

Nietrudno wykazac, ze po wykonaniu dla danego j instrukcji 3-6, zawarto$¢ zmiennej
Vi; (dla kazdego 4, takiego ze j < n+1—1) spelnia warunek (*). Zatem w € L(G) wtedy
i tylko wtedy, gdy po zakoniczeniu pracy algorytmu X; € Vj ,,.

Czas wykonania operacji Fusion przy odpowiedniej implementacji mozemy oszacowaé
przez rozmiar gramatyki rozumiany jako taczna dlugosé wszystkich produkeji, |G|. Zatem
caly algorytm dziata w czasie O(n? - |G|), gdzie n = |w|.

Cwiczenia
1. Poda¢ gramatyki bezkontekstowe generujace nastepujace jezyki:
(a) zbidér stéw nad alfabetem {a, b}, ktére zawieraja tyle samo a co b;
(b) zbidr stéw nad alfabetem {a, b}, ktére zawieraja dwa razy wiecej a niz b;

(c) zbidr wyrazen arytmetycznych nad alfabetem {0, 1, (, ), +, -}, ktére, przy zwyklej
interpretacji dziatan dla liczb naturalnych, maja wartosc 3;

(d) zbiér wyrazen arytmetycznych w notacji polskiej (nad alfabetem {0,1,+,-}) o
wartosci 4;

(e) zbidr poprawnie zbudowanych formut rachunku zdan ze zmiennymi zdaniowymi
P, q 1 stalymi logicznymi 0, 1 (alfabet: {p,q,0,1,A,V,=,—});

(f) zbiér formul rachunku zdan bez zmiennych, o wartosci logicznej “prawda”;
(g) {a'Vc? i)V j#k};

(h) {a'Va" :i+k=j}

(i) {a,b}* — {ww : w € {a,b}*}.

2. Dla danych gramatyk bezkontekstowych G, H, skonstruowaé gramatyki generujace
jezyki L(G) U L(H), L(G)L(H), (L(G))*, (L(G))® (=lustrzane odbicie).
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3.

10.

11.

12.

Dowiesé¢, ze nastepujace warunki sa rownowazne dla jezyka L C ¥*:

(a) L jest regularny,

(b) L jest generowany przez gramatyke bezkontekstowa, w ktérej kazda reguta jest
postaci X — e, X =Y, lub X — oY, o€,

(c) L jest generowany przez gramatyke bezkontekstowa, w ktérej kazda regula jest
postaci X — e, X =Y, lub X — Yo, o€,

(d) L jest generowany przez gramatyke bezkontekstowa, w ktérej kazda reguta jest
postaci X — o lub X — 8Y, o, 3 € ¥*.

Poda¢ przyklad gramatyki bezkontekstowej w ktorej kazda reguta jest postaci X —
e, X =Y, X —-0Y lub X — Yo, 0 € ¥, ale jezyk generowany przez gramatyke
nie jest regularny.

(*) Czy kazdy jezyk bezkontekstowy jest generowany przez gramatyke w postaci z
poprzedniego zadania?

Dla dowolnej gramatyki G oszacowa¢ z gory liczbe regut gramatyki Chomsky’ego
generujacej jezyk L(G) — {e}, jaka otrzymamy przez konstrukcje opisane w punk-
cie 2.2.

Niech G bedzie gramatyka bezkontekstowa, z m zmiennymi i niech, dla kazdej reguty
y & w, Jw| < £. Dowiesé, ze jesli X; s €, to istnieje wyprowadzenie o dlugosci
1+04 02+ ... 4™t Czy to oszacowanie jest optymalne?

Dowies¢, ze dla kazdej gramatyki G istnieje stata C| taka, ze dla dowolnego w # e,
c 1. G* . .. . , .
jesli X; = w, to istnieje wyprowadzenie o dtugosci < C - |w|.

Oszacowaé czas dzialania powyzszego Algorytmu 6 (str. 9) oraz wynikajacego zei
algorytmu rozstrzygajacego, dla danej gramatyki G, czy L(G) # 0.

Oszacowaé dlugos$é najkrétszego stowa generowanego przez gramatyke G

(a) jesli G jest w postaci Chomsky’ego,
(b) w dowolnym przypadku.

Zaprojektowaé algorytm, ktéry, dla danej gramatyki G, odpowiada na pytanie, czy
jezyk L(G) jest nieskonczony.

Dowiesé, ze procedury sprowadzania dowolnej gramatyki bezkontekstowej do po-
staci Chomsky’ego opisane w punktach 2.1 i 2.2 mozna przeprowadzi¢ w czasie
wielomianowym wzgledem oryginalnej gramatyki. Oszacowa¢ rozmiar otrzymanej
gramatyki.

Uwaga: Jesli oryginalna gramatyka generuje stowo puste, mozemy znalez¢ grama-
tyke Chomsky’ego dla L(G) — {€} i dodaé regule X; — e.
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1 Automaty ze stosem

1.1 Podstawowe definicje

Automat ze stosem moze by¢ przedstawiony jako nastepujacy uktad:
A= (27F7Q7q17ZIa57F)
gdzie

e X jest alfabetem symboli wejsciowych,

I jest alfabetem symboli stosowych,

Q jest zbiorem stanéw,

qr € @ jest stanem poczatkowym,

Zy €I jest symbolem startowym,

d C Qx(XU{e}) xI'x @ x I'™* jest relacja przejscia,
o [ C () jest zbiorem standéw akceptujacych.
Wszystkie wystepujace tu zbiory sa skonczone.
Przejscie postaci (q,a, Z,q',~) bedziemy takze zapisywaé
00,7 —aq,

Nalezy je rozumieé¢ nastepujaco.
Gdyae X :
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Jezeli automat znajduje sie w stanie ¢, glowica automatu czyta na tasmie
symbol a, a na wierzchotku stosu znajduje sie symbol Z, to w nastepnej chwili
czasu automat moze zmieni¢ stan na ¢’, zastapi¢ symbol Z na szczycie stosu
przez stowo v i przesunac¢ glowice o jedno miejsce w prawo.

Gdy a =€ :

Jezeli automat znajduje sie w stanie ¢, a na wierzchotku stosu jest symbol Z,
to w nastepnej chwili automat moze zmieni¢ stan na ¢’ i zastapi¢ symbol Z
na stosie przez stowo 7. Pozycja glowicy pozostaje przy tym nie zmieniona.

Zauwazmy, ze jesli w rozwazanym powyzej przejsciu v = Z'Z, to operacje na stosie
mozna okresli¢ jako

potoz Z' na stos,
a jesli v = ¢, to jako

zdejmij symbol z wierzchotka stosu.!

Konfiguracje automatu w danej chwili czasu mozemy przedstawié¢ jako tréjke (g, w, ),
gdzie ¢ € Q, w € ¥*, v € I'*. Nalezy przez to rozumie¢ sytuacje, kiedy automat znajduje
sie w stanie ¢, w jest stowem, jakie pozostalo jeszcze do przeczytania, a ~y jest zawartoscia
stosu, przy czym przyjmujemy, ze pierwsza litera stowa v odpowiada symbolowi na wierz-
chotku stosu itd.

Za konfiguracje poczatkowq uwazamy kazda konfiguracje postaci

(qlawaZI)

'Mozna wykazaé, ze automaty ze stosem uzywajace jedynie tych dwéch operacji maja nie mniejsza
site obliczeniowa niz zdefiniowane przez nas bardziej ogdlne automaty.
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natomiast konfiguracja korncowq nazwiemy dowolna konfiguracje postaci (g, €,y) (tzn. kiedy
cale stowo zostalo juz przeczytane). Dalej, okreslamy relacje na konfiguracjach

(q,w,) Fa (¢',w',7)

odzwierciedlajaca fakt, ze konfiguracja (¢, w’, ") moze by¢ osiagnieta z konfiguracji (¢, w, )
w jednym kroku przez wykonanie jakiego$ przejécia automatu A.
Mianowicie, relacja
(Q7 aw, Zﬁ) Fa (q/> w, Ckﬁ)

zachodzi, o ile
/
q,a, Z —Aq,CQ

jest przejsciem automatu A. Zauwazmy, ze trojka (¢, w, €) (pusty stos) jest dobrze okreslona
konfiguracja, z ktérej jednak nie ma juz przejécia do zadnej konfiguracji.

Jak zwykle, I oznacza zwrotno-przechodnie domkniecie relacji 4.

Niech teraz w € Y¥*. Ciag konfiguracji (qo,wo, %), (q1,w1,71)s -5 (GmsWmsYm)s
gdzie (qo,wo, o) jest konfiguracja poczatkowa z wy = w oraz, dla i < m, (q;, w;, ;) Fa
(Gis1, Wit1,Yit1), nazywamy obliczeniem automatu A na stowie w. Obliczenie nazwiemy
akceptugacym jesli (¢, Wi, Ym) jest konfiguracja koricowa (tj. w,, = €), a ponadto ¢,, € F.
Jezyk rozpoznawany przez automat ze stosem A okreslamy jako zbidér tych stow, dla
ktorych istnieje obliczenie akceptujace; tak wiec

L(A) ={w e X" : (q1,w, Z;)F(qy,€,v) dla pewnych ¢f € F, v € I'*}

1.2 Automaty akceptujace przez oprdéznienie stosu

Dla automatu ze stosem A, okreslimy réwniez jezyk Z(A) obejmujacy te i tylko te stowa
w, dla ktérych istnieje obliczenie zakonczone calkowitym opréznieniem stosu,

Z(A)={w e X" : (q,w, Z;)F(q, €, €) dla pewnego ¢ € Q}

W ten sposéb przyporzadkowujemy automatowi jezyk na ogdt rézny od L(A), przy czym
stany akceptujace nie odgrywaja tutaj zadnej roli. Okazuje sie jednak, ze nowy sposob
akceptacji jest w pewnym sensie réwnowazny poprzedniemu.

Fakt 1 1. Dla kazdego automatu ze stosem A, istnieje automat ze stosem A’ taki Ze
L(A) =Z(A).

2. Dla kazdego automatu ze stosem B, istnieje automat ze stosem B', taki ze Z(B) =
L(B').

Dowdd. Ad (1). Niech A= (3,1, Q,qr, Z1,90, F). Okreslamy automat
A= (Z,TU{Z},QU{dq; ¢}, 41 21,8, 0)
gdzie &' O § jest rozszerzeniem ¢ o nastepujace przejscia

q}76v Z} - (]],Z]Z}
4,62 — Qe L dlagre F, ZeT'U{Z}}
Ge, €, 4 — (o, € dla Z e TU{Z}}
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A zatem, automat A’ rozpoczyna dzialanie od polozenia “starego” symbolu startowego
Zr na “nowy” symbol Z;. Nastepnie automat A’ symuluje dzialanie automatu A, z
tym, ze kiedy A wchodzi w stan akceptujacy, A’ moze niedeterministycznie przyjac¢ opcje
(catkowitego) oprdzniania stosu. Zanim to nastapi, nowy symbol startowy pozostaje caly
czas na dnie stosu, zeby uniknaé przypadkowe]j akceptcji przez A’ (w sensie opréznienia
stosu) w sytuacji kiedy A opréznia stos, ale nie wchodzi w stan akceptujacy.

Szczegdlty dowodu, ze L(A) = Z(A’) pozostawiamy Czytelnikowi.

Ad (2). Niech B = (2,T',Q, qs, Z;,9,0). Okreslamy automat

B/ = (E’ F U {Z}}7 Q U {q/[7 Qf}7 q/I7 Z}’ 5/7 {q.f}>
gdzie &' O § jest rozszerzeniem ¢ o nastepujace przejscia

quE?Z} - anZIZ}
.62 — g€ dla g € Q

Intuicyjnie, automat B’ symuluje dzialanie automatu B, z tym ze na spodzie stosu
pozostaje caly czas nowy symbol startowy Z;, ktéry poza tym nie jest uzywany. Jesli
w pewnej chwili obliczenia symbol ten znajdzie sie na wierzchotku stosu, oznacza to, ze
automat B, w odno$nej chwili symulowanego obliczenia opréznitby swoj stos. Dlatego
automat B’ wchodzi wéwczas w stan akceptujacy. Pamietajmy jednak, ze do tego, by ob-
liczenie bylo akceptujace nie wystarczy samo pojawienie si¢ stanu akceptujacego, potrzeba
jeszcze, by konfiguracja byla konicowa (tzn. by cale stowo zostato przeczytane). O

2 Automaty ze stosem jako modele rozpoznawania
jezykow bezkontekstowych

W tym rozdziale wykazemy $cista odpowiednios¢ pomiedzy automatami ze stosem a gra-
matykami bezkontekstowymi : automaty rozpoznaja doktadnie te jezyki, ktore gramatyki
generuja. Zanim pokazemy wiasciwa konstrukcje, ktora automatowi przyporzadkowuje
rownowazna gramatyke i na odwrét, wykazemy pewna nieco zaskakujaca a bardzo przy-
datng wlasnosé automatdéw ze stosem.

2.1 Redukcja stanéw w automacie ze stosem

Udowodnimy, ze, w automacie ze stosem, symbole stosowe moga w pewnym sensie catkowicie
przejac role standw.

Twierdzenie 1 Dla kaZdego automatu ze stosem A istnieje automat A’ z jednym stanem,
taki ze Z(A) = Z(A").

Dowdd. Niech A= (X,T,Q,qr, Z1,9, F). Okreslimy automat

A= (3,1 {e},e, 27,0, 0)
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Nowym alfabetem symboli stosowych jest
I'={l¢,Z,4] : ¢.d €Q, ZeT}U{Z}}
Zbior przejsé ¢ okreslony jest nastepujaco:

e dla dowolnego q € @,
€€, Z} A €, [QI» ZI) q]

jest przejéciem automatu A’;

e oileq,a,Z — A p, Z1Z5...Z,, m > 1, jest przejSciem automatu A, a py, pa, ..., Pm_1,q €
Q@ sa dowolne, to

e,a,1q, 2,4l —a e [p, Z1,mlpr, Zo,p2] - - - [Pm—2, Zin—1, Pm—1)[Pm—1, Zm, 4]
jest przejéciem automatu A’;
e oile q,a,Z — 4 ¢, € jest przejsciem automatu A, to
e,a,[q, Z,q] —a e e
jest przejsciem automatu A’.

Wykazemy, ze dla dowolnego w = uv, nastepujace warunki sa réwnowazne:

Warunek 1
qr,w, Zr- v, Zy Lo 2y,
Warunek 2 Dla dowolnych py,...,p, € @,
e, w, Zr oy e,v,[q, Zv, pil[p1s Za, pa] - - [Pm—2: Zin—1: D1l [Pm—1, Zin, P

Zauwazmy od razu, ze dla v = € i m = 0, z réwnowaznosci Warunkow 1 i 2 otrzymamy,
ze

* !/ *
qr,w, ZrF,q, 6,6 = e,w,Z;Fe,€€

a zatem
we Z(A) <= we Z(A)

co zakonczy dowadd.
Pozostaje wiec dowies¢ (1)< (2)

(1)= (2) Przez indukcje ze wzgledu na dlugos$é obliczenia automatu A prowadzacego
od konfiguracji (qr,w, Z7) do (q,v, Z; ... Z,,), wykazemy ze

€, w, Z} }_Z’ €, [Q7 Zlapl][pla ZQ’pQ] ce [pm—Qa Zm—lapm—l][pm—b Zmapm]

przy dowolnych py, ..., pm.
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Dla obliczenia o dtugosci 0
qr,w, ZrEyqrw, Zy
mamy, dla dowolnego p € @, obliczenie automatu A’ o dlugosci 1, postaci
e,w, Zy=are,w, [qr, Z1, p)
Z kolei rozwazmy obliczenie automatu A o dlugosci > 0. Mamy zatem

q,w,Zr Fy ¢, a0, 1Yy, Y,
Fa qu, 21...2Ys. .. Y,

dla pewnych a € Y U {e} oraz Yi,..., Y, Z1,..., Zk, gdzie
qlua@}q A q,lek

jest przejsciem automatu A.
Niech q1,...,qk, 02, ..., pm € @, dowolne. Z zalozenia indukcyjnego, dla dowolnego py,
mamy

(*) €, w, Z} |_*A’ €, av, [q,7 }/lapl][pla Y27p2] s [pm—27 Ym—lapm—l][pm—h Ymapm]

Rozwazymy teraz dwa przypadki, w zaleznosci od tego czy k # 0.
1. Gdy k& > 0, mamy, z definicji A’, przejscie

e,a, ¢, Yi,q] —a e g, Zv,aillar, Z2, o) - - - [qk-1, Z, i)
Nastepnie, kltadac w powyzszej zaleznosci (), p; = qx, mamy
e;w, ZrFy e, av, ¢ Y1, ail[qr, Yo, po] - - - [Pm—2, Yiee1, Pm—1][Pm—1, Yin, D]
Stad,

€, w, Z} l_ikél’ €, av, [q/a lea Qk] [Qka }/27p2] e [pm—2> Ym—lapm—l][pm—lv Ymapm]
Fa e, [CL Z, Q1HQ1, Zo, C]2] . [Qk—b Zy, Qk] [Qk, Y2;p2] cee [pm—27 Ym—lupm—l][pm—la Ym,pm]

2. Gdy k = 0, mamy, z definicji A’,
e,a,lqd,Y1,q] —a e e
Kladac w zaleznosci (%), p; = ¢, mamy
e,w, Zy = e, av, (¢, Y1, qllq, Yo, p2] - - - [Pm—2, Y1, Pm—1][Pm—1, Yin, P
Stad

e,w, Zp iy e,av, ¢, Y1,4)[q, Yo, pa] - P2y Yino1, D] [Pt Yo, i
I_A’ €, [Q7 Y'27p2] cee [pm727 melapmfl][pmflv Ymapm]
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co konczy dowdd implikacji (1)= (2).
(2)= (1) Wykazemy implikacje silniejsza, a mianowicie, ze z faktu iz
e, w, Zr = e,v,[q, Zy, pillp1s Za, p2 -+ P2y Zin—15 Pra—1) [Pm—1, Zims D]
dla pewnych py, ..., pm, wynika
qr,w, Zr-yquu, 2y Lo Dy,
Podobnie jak poprzednio uzyjemy indukcji ze wzgledu na dlugo$é¢ obliczenia, ale tym
razem chodzi¢ bedzie o obliczenie automatu A’ prowadzace od konfiguracji e, w, Z; do

€, [Q7 Zlapl] {pla Z27p2] s [pm—Qv Zm—hpm—l] [pm—la Zm7p’m] ZgOdnie Z deﬁnicja/ automatu
A’ najkrétsze takie obliczenie ma oczywiscie dhugo$é 1 1 jest postaci

e,w, 2y Far e, w, [qr, Zr, q]
Odpowiednie obliczenie automatu A jest obliczeniem trywialnym
qr, w, Zr=aqr,w, Zg
7 kolei rozwazmy mozliwe obliczenie postaci

€, w, Z} l_jl’ €, av, [q/a YlalePb }/27]32] s [pm—Qa Ym—bpm—l][pm—la Ym>pm]
I_A’ €, [Q7 Zl7 QIHQM 227 qZ] cee [Qk—h Zkapl”ply }/27]72] s [pm—?a Ym—hpm—l][pm—lv Ym;pm]

(Piszac w ten sposéb dopuszczamy k = 0, czyli symbole Z; sa nieobecne i p; = ¢.) Ostatni
krok tego obliczenia wykorzystuje przejécie automatu A’,

€, a, [qla }/iapl] —A €, [qv Z17 ql][Ql: Z2a q2] s [Qk—h Zk’vpl]

gdzie
q/7&7Y'1 —A Q7zlzk

jest przejsciem automatu A. (Ponizszy argument dziata zaréwno dla k > 0 jak i dla k = 0,
gdy ciag Z; ... Zy jest pusty.)

7, zalozenia indukcyjnego, mamy
qr,w, ZiEyq av, Yy .Y,
Stad

q,w,Z; Fy ¢ av,Yy...Y,
}_A Q7U721-..Zk}/2...ym

Ta uwaga konczy dowdd twierdzenia. O
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2.2 Roéwnowaznosé gramatyk bezkontekstowych i automatow ze
stosem

Twierdzenie 2 Dla kazdego automatu ze stosem A, mozna skonstruowac gramatyke bez-

kontekstowa G, taka ze L(A) = L(G).

Dowdd. Niech L = L(A). Na podstawie Faktu 1 i Twierdzenia 2.1, mozemy znalezé
automat z jednym stanem, A’, taki ze L = Z(A’), powiedzmy

A= (2T, {e}, e, Z1,6,0)
Okreslamy gramatyke G' w ten sposéb, ze
G=(T,Z,R)
gdzie zbidr regut R jest zdefiniowany nastepujaco:
Z%aY .. Yy & ea,Z —ue ... Y,

gdzie Z,Y1,...,Y,, €T, a € XU {e}.
Pozostaje dowies¢
Z(A') = L(G)

“C” Udowodnimy nastepujacy fakt.
(*) Przypusémy, ze w = uwv i e,w, Z; -5 e, v,y. Wowczas Z; & uy.

Dowdéd przeprowadzimy przez indukcje ze wzgledu diugosé obliczenia czesciowego pro-
wadzacego od konfiguracji (e, w, Z;) do (e, v,). Jedli to jest obliczenie dlugosci 0, to teza
jest oczywista. Jesli obliczenie jest diuzsze niz 0, to mamy

e,w, Zr Fyo oeav, Yy, Y,
by ev.Zi.. . ZYa. . Yo

gdzie a € ¥ U {e}, u = v/a, dla pewnego v/, w = v'av i e,a,Y] —a €,7Zy... 7 jest
przejsciem automatu A’. Wéwcezas Y] A aZy ... Zy jest regula gramatyki GG. Korzystajac
z zalozenia indukcyjnego mamy wiec

7, Yy Y, S a2, Y,

co konezy dowdd (*). Biorac pod uwage przypadek gdy v = v = €, otrzymujemy, ze

D €
e,w, Zr % e, €, e implikuje Z; = w.

“D” Udowodnimy nastepujacy fakt.

(**) Przypusémy, ze w = wv € ¥*1i Z; =g wy, v € I'". Wéwezas e, w, Zr Y e, v,7.
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Dowdéd przeprowadzimy przez indukcje ze wzgledu na dlugosé lewostronnego wyprowa-
dzenia stowa w7y ze zmiennej Z;. Kiedy wyprowadzenie ma dlugos¢ 0, tou =€, v = Z; i
teza jest oczywista. Kiedy wyprowadzenie jest dtuzsza niz 0, to mamy

-G
=" dy;. Y,

= WaZ,...72.Y,...Y,

Zr

~

gdzie, jak poprzednio, a € X U {e}, u = va, w = v'av i Y] S aZy... 2y jest regula
gramatyki G, a zatem, zgodnie z definicja G, e,a,Y; —a e, 21 ... 7y jest przejsciem
automatu A’. Korzystajac z zalozenia indukcyjnego mamy

e,w, Zr Fyo oeav, Yy Y,
l_A’ G,U,Zl...Zk}/g...Ym

Przypusé¢my teraz, ze Z; % w. Na podstawie Twierdzenia 1 z Odcinka 3, istnieje
wyprowadzenie lewostronne w z Z;. 7 (**) wynika, ze wéwczas e, w, Z;FY e, €, €, czyli
we Z(A).

Ta uwaga konczy dowdd twierdzenia. O

Twierdzenie 3 Dla kazdej gramatyki bezkontekstowej G, mozna skonstruowac automat
ze stosem A, taki Ze L(G) = L(A).

Dowdd. Niech G bedzie gramatyka bezkontekstowa. Jesli L(G) = 0, to zadanie jest
trywialne, mozemy wiec zalozy¢, ze L(G) # (). Na podstawie Faktu 3 i Twierdzenia 2
z Odcinka 3, mozemy skonstruowaé¢ gramatyke w postaci normalnej Chomsky’ego, gene-
rujaca jezyk L(G) — {e}. Zbudujemy automat A’, taki ze Z(A") = L(G'). Na podstawie
Faktu 1, mozna dalej znalez¢ automat, powiedzmy A”, taki ze L(A”) = L(G"). Modyfi-
kacja tego automatu w taki sposob by akceptowal rowniez stowo puste, o ile nalezy ono
do L(G), jest tatwa konstrukcja, ktéra pozostawiamy Czytelnikowi.
Niech
G =2V, X, R)

Okreslamy automat
A/ = (Ea V7 {6}7 €, X17 57 (D)

gdzie relacja przejs¢ § jest okreslona nastepujaco:
e dla kazdej reguly postaci X S, YZ,

e,6, X - e YZ

e dla kazdej reguty postaci X A 0,0 €N,

e, 0, X —q e,€
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Pozostaje dowies¢
Z(A) = L(G)

Dowdd tej réwnosci opuszezamy, poniewaz jest analogiczny do dowodu podobnej rownosci
w dowodzie Twierdzenia 2. Mozna powiedzie¢ wiecej: jezeli do okreslonego przed chwila
automatu zastosujemy konstrukcje z tamtego dowodu, to otrzymana gramatyka okaze sie
dokladnie (1) gramatyka G'. A zatem powyzsza réwnos¢ zostala juz de facto udowodniona
w dowodzie Twierdzenia 2. O

Whniosek 1 Nastepujgce warunki sq rownowazne, dla jezyka L C 3*.
1. L jest generowany przez gramatyke bezkontekstowaq,
2. L jest akceptowany przez niedeterministyczny automat ze stosem.

Jezyki generowane przez gramatyki bezkontekstowe nazywamy jezykami bezkontekstowyma
(ang. context-free languages). Gramatyki bezkontekstowe sa metoda syntezy jezykow bez-
kontekstowych. Poznalidémy juz takze narzedzie analizy tych jezykéw: niedeterministyczny
automat ze stosem. UdowodniliSmy, ze obie metody: syntezy i analizy, dokladnie sobie
odpowiadaja, tzn. automaty ze stosem rozpoznaja dokladnie te jezyki, ktére gramatyki
syntezuja.

Klasa jezykow bezkontekstowych stanowi rozszerzenie klasy jezykéw regularnych i
obejmuje wiele naturalnych przyktadéw jezykéw nie bedacych regularnymi. Wiele ele-
mentow jezykow programowania, jak np. wyrazenia arytmetyczne, struktura blokéw itp.,
da sie opisaé jezykami bezkontekstowymi. Stad, ogromne znaczenie tych jezykow w kon-
strukcji kompilatorow.

Cwiczenia

1. Skonstruowaé automaty ze stosem rozpoznajace poznane wezesniej jezyki bezkontek-
stowe: zbior palindroméw, zbiér poprawnie uformowanych ciagéw nawiaséw, zbior
stow, ktére maja dwa razy wiecej b niz a, zbiér ciagdw, ktore nie sa postaci ww.

2. Dla liczby naturalnej n, niech bin(n) € {0,1}* bedzie binarnym przedstawieniem
liczby n. Skonstruowa¢ automat ze stosem rozpoznajacy jezyk

{bin(n)$bin(n + 1) : n € N}

3. Dowies¢, ze dla kazdego automatu ze stosem A, mozna skonstruowaé¢ automat ze
stosem o dwdch stanach A', taki ze L(A) = L(A’).

4. Dowies¢, ze automatowi A’ z poprzedniego zadania mozna postawi¢ dalszy wymég,
ze kazde przejscie jest postaci

/
q7a’7Z —A 4,0

gdzie |a| <2 (q,¢ dowolne).
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10.

11.

. Dowies¢, ze dla kazdego automatu ze stosem A, mozna skonstruowaé rownowazny

mu automat ze stosem A”, w ktérym kazde przejscie jest postaci
q, a, Z A C],: YZ

lub
q,a, Z AN q/a €

(*) Czy dla tego automatu mozna nadal ograniczy¢ liczbe stanéw?

Majac dany automat ze stosem akceptujacy jezyk L, skonstruowaé¢ automaty ze
stosem akceptujace nastepujace jezyki:

e Prefix(L) = {w : (Fv)wv € L}

o Suffix(L) = {w : (Ju)uw € L}

e Subword(L) = {w : (Ju,v)uwv € L}
o (M) LE={w®:welL}

o (**¥) Cycle(L) = {vw : wv e L}

Majac dany automat ze stosem akceptujacy jezyk L i automat skonczony akcep-
tujacy jezyk R, skonstruowa¢ automaty ze stosem akceptujace nastepujace jezyki:
o LR
o 7L
e LNR

Dla danych jezykow regularnych L i M, skonstruowaé¢ automat ze stosem rozpo-
znajacy jezyk U;en (L' N M?). Podaé przyktad, ze zbior ten nie musi by¢ regularny.

(*) Dowiesé, ze dla kazdego automatu ze stosem A istnieje stala C' (zalezna od
automatu), taka, ze dla kazdego stowa w € Z(A), istnieje obliczenie akceptujace
(przez pusty stos) o dlugosci < Clw|. Wskazdéwka: oszacowaé wysokosé stosu w
obliczeniu akceptujacym.

(*) Niech A bedzie automatem ze stosem. Dowiesé, ze zbior stéw, ktére sa mozliwymi
zawartosciami stosu automatu A, jest jezykiem regularnym. Formalnie, mamy na
mysli zbior

{ael™ : Fw,veX)(FqeQ)q,w,Zr Fa qv,a}

Wywnioskowaé¢ stad, ze zbior stéow, ktére sa mozliwymi zawartosciami stosu auto-
matu A w jakims obliczeniu akceptujgcym, jest jezykiem bezkontekstowym.

Automat ze stosem A = (3, [, Q, q1, Z1,0, F) nazywamy deterministycznym, jesli w
kazdej sytuacji mozliwy jest co najwyzej jeden ruch. Doktadnie;j:

e jedli, dla pewnej pary ¢, Z, zachodzi q, €, Z — 4 p,«a przy pewnych p, «, to dla
zadnego o € X, nie zachodzi q,0,Z — 4 p', o/, dla zadnych p/, o/;
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e dla kazdych ¢, o, Z, istnieje co najwyzej jedna para p, «, taka ze q,0, Z — 4 p, .

Niech L bedzie zbiorem palindroméw nad alfabetem {a,b}. Dowies¢, ze jesli L =
Z(A), to automat A jest niedeterministyczny. (Uwaga: analogiczny fakt mozna
dowies¢, gdy L = L(A), ale jest to znacznie trudniejsze.)

12. (**) Niech
M ={a"V" : n € N}U{a"b> : n € N}

Nietrudno jest podac niedeterministyczny automat ze stosem rozpoznajacy ten jezyk.
Wykazaé, ze nie istnieje deterministyczny® automat ze stosem A, taki, ze M = L(A).

3 Lematy o pompowaniu

W tym rozdziale poznamy dwa lematy o pompowaniu i ich zastosowanie do dowodzenia,
ze jakis jezyk nie jest bezkontekstowy.

Lemat 1 (o pompowaniu) Niech L C 3* bedzie jezykiem bezkontekstowym. Wowczas
istnieje stata M zalezna tylko od L, taka, zZe dla kazdego stowa «, jesli a € L i |oo] > M,
to o mozna przedstawié o = a7y, Pya0n tak, Ze spelnione sq nastepujace warunki:

* 1172 # €,
L ‘/71/672’ S M;
e dla kazdego i > 0, ayviBvias € L.

Dowaod. Niech G bedzie gramatyka bezkontekstowa w postaci Chomsky’ego generujaca
jezyk L — {e}, G = (3,V, X[, R). Niech |V| = k, ktadziemy

M = 2F

Niech D bedzie drzewem wyprowadzenia stowa « o dtugosci |a| > M. Wéwcezas glebokosé
D jest > k + 1. Istotnie, nietrudno wykazac¢ przez indukcje, ze maksymalne stowo, ja-
kie mozna wygenerowa¢ przy pomocy drzewa o glebokoéci 4, ma diugosé 27!, Niech
Do, P1, D2, - - -, e bedzie pewna $ciezka o maksymalnej dhugosci w drzewie D. Mamy
oczywiscie £ > k + 1, przy czym D(py) € 3, natomiast, dla m < ¢, D(m) € V. Musza
zatem istnie¢ dwa wierzchotki na tej $ciezce, w ktérych pojawia sie ta sama zmienna,
powiedzmy D(p;) = D(p;) = X, @ < j. Wybierzmy “pierwsza od konca’ pare o tej
wlasnosci, tzn. zalézmy, ze (Vm,n > i)m # n = D(pn) # D(p,). Oczywiscie, podciag
Dis Dit1, - - - » Pi—1 Ma woéwczas nie wiecej niz k+1 elementéw. Rozwazmy poddrzewo drzewa
D wyznaczone przez wierzcholek p;, ktére nazwiemy D', dokladniej (patrz odc. 3, str. 3)

dom(D") = {u : pju € dom(D)}
D'(u) = D(pu), dla u € dom(D)

2Wiecej wiadomoséci o automatach deterministycznych bedzie mozna znaleZé w przygotowywanym
nastepnym odcinku.
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Nietrudno sprawdzié¢, ze D’ jest réwniez drzewem wyprowadzenia, lecz tym razem ze
zmiennej X = D(p;). Zauwazmy, ze glebokos¢ tego drzewa jest < k+1, co wynika z maksy-
malnosci $ciezki py, pa, . . ., pe 1 uczynionej wyzej uwagi o mocy podciagu p;, Pit1, - - -, De—1-
Niech 7 bedzie plonem drzewa D', v = y(D’). Na mocy zauwazonej weczesniej zaleznosci
pomiedzy glebokoscia drzewa wyprowadzenia a dlugoscia generowanego stowa,

Iy <28 =M

Z kolei niech D" bedzie poddrzewem D wyznaczonym przez wierzcholek p;, analogicznie
do D’. Zauwazmy, ze jest to réwniez drzewo wyprowadzenia ze zmiennej X. Niech

B =y(D").
Mamy wiec
v =m0
dla pewnych 71, vs.
Twierdzimy, ze
N2 # €

Istotnie, zgodnie z definicja gramatyki Chomsky’ego, wierzchotek p; ma dwa nastepniki
w drzewie D, p;1 i p;2. Jednym z nich jest p;.1, a drugi nie lezy na wybranej przez
nas $ciezce. Przypusémy, ze p;11 = p;2. Niech D; i Dy beda poddrzewami drzewa D
wyznaczonymi przez wierzchotki p;1 i p;2 odpowiednio. Nietrudno zauwazyé, ze y(D;)



JAO Odcinek 4. Automaty ze stosem 14

jest prefiksem stowa ;. Poniewaz, z definicji postaci gramatyki Chomsky’ego, y(D;) # €,
otrzymujemy v, # €. W przypadku, gdy wierzcholkiem lezacym na Sciezce jest p;l,
argument przebiega podobnie.

Dla zakonczenia dowodu pozostaje jeszcze wykazac, ze speliony jest ostatni warunek
lematu o pompowaniu. Niech v € {1,2}* bedzie tym stowem, ze p; = p;v. (Intuicyjnie, v
wyznacza sciezke z wierzchotka p; do wierzchotka p;.) Okreslimy ciag drzew wyprowadze-
nia Ey, Ey, ... 1 pomocniczo ciag stéw ug, us, ... € {1,2}*, nastepujaco:

e F) jest rezultatem podstawienia w drzewie D drzewa D" na wierzchotek p;, w notacji
symbolicznej (por. Odc. 3, str. 4), Ey = D[p; < D"].

[ J EIID

e [y jest rezultatem podstawienia w

drzewie D drzewa D' na wierzcholek p;, tj. Es = D[p; <+ D'], 1 uy = p;v.

e F5 jest rezultatem podstawienia w drzewie E, drzewa D’ na wierzcholek wuo, tj.
E3 = EQ[U,Q — D/], i U3 = Ug.

e Ogolniej, dlan > 2, E, .1 jest rezultatem podstawienia w drzewie E,, drzewa D’ na
wierzcholek wu,,, tj. E,y1 = Eplu, < D], 1 w1 = unv.

Niech aq,ay beda tymi stowami, ze v = ayf8as. Opierajac sie wprost na powyzszych
definicjach, nietrudno wykazac, ze

Z/(Eo) = oy Bag
y(El) = 171872002
y(E2) = a1 7171 By27202
y(E3) = o By2Y27200
y(En> = a1y By o
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Przyktad 1 Zbiér {a"0"a™ : n € N} nie jest bezkontekstowy. Istotnie, niech M bedzie
stala z lematu i niech n > M. Przypudémy, ze a"b"a™ = a1y 87a jest dekompozycja z
lematu. Nietrudno zauwazyé, ze 71, 72 € {a}* U{b}*. Analizujac poszczegdlne przypadki,
tatwo dochodzimy do sprzecznosci. Na przyklad, gdy 71 € {a}* i 12 € {b}*, to réwniez
stowo a™thlpr+helg? powinno nalezeé do jezyka, whrew definicii.

Jesliw € ¥* i |[w| = m, to elementy zbioru {1, ..., m} bedziemy nazywali pozycjami w
stowie w. W kolejnym lemacie bedziemy rozwazali stowa z wyréznionymi pozycjami, tj.,
formalnie, pary (w, P), gdzie P C {1,...,|w|}.

Lemat 2 (lemat Ogdena) Niech L C ¥* bedzie jezykiem bezkontekstowym. Wowczas
istnieje stata M zalezna tylko od L, taka, zZe dla kazdego stowa o € L z dowolnie wyrdznionym:
co nagmniej M pozycjami, o mozna przedstawié¢ o = o171 P7200 tak, Ze spelnione sq
nastepujqgce warunki:

® 71 i Yy zawierajq wspolnie co najmniej jedng wyrdziniona pozycje,
o stowo 107, zawiera nie wiecej niz M wyrdzinionych pozycyi,

e dla kazdego i > 0, ayviBvias € L.
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Dowdd (szkic). Argument jest podobny jak w dowodzie lematu o pompowaniu. Niech
G = (X,V, X1, R) bedzie gramatyka bezkontekstowa w postaci Chomsky’ego generujaca
jezyk L — {€} i niech |V| = k. Kladziemy tym razem

M = 2k+1

Przypusémy, ze D jest drzewem wyprowadzenia stowa a, w ktorym wyrdznione jest > M
pozycji (oczywiscie wowcezas takze || > M). Strategia wyboru sciezki po, p1, .. ., pe jest
nastepujaca. Oczywiscie, pg = €. Z kolei przypusémy, ze juz wybraliémy do naszej
Sciezki wierzchotki po,p1,...,pm, 0 < m < ¢. Wierzchotek p,, ma w drzewie D dwa
nastepniki: p,,1 i p,,2, ktore wyznaczaja dwa poddrzewa drzewa D, powiedzmy, D i
Ds odpowiednio. Wybieramy ten nastepnik, w ktérego poddrzewie znajduje sie wiecej
wyroznionych pozycji, a w przypadku remisu wybieramy, powiedzmy, p,,1. Nietrudno
zauwazyc¢, ze tak okreslona $ciezka pg, p1, . . . , pe prowadzi do liscia odpowiadajacego jakiejs
wyréznionej pozycji w generowanym stowie a.

Kazdy wierzchotek p,, na Sciezce o tej wiasnosci, ze oba poddrzewa wyznaczone przez
nastepniki p,, zawieraja jakies wyrdéznione pozycje, nazwiemy punktem rozgatezienia. Za-
uwazmy, ze jezeli p,, jest punktem rozgalezienia, to poddrzewo wyznaczone przez pp,i1
zawiera istotnie mniej ale co nagmniej potowe pozycji, jakie znajdowaly sie w drzewie wy-
znaczonym przez p,,. Pamietajac o tym, ze w drzewie wyznaczonym przez pg (tj. drzewie
D) jest > 2! wyrézmionych pozycji, nietrudno wykazaé, ze na Sciezce po, 1, - . - , pe musi
leze¢ co najmniej k41 punktéw rozgalezienia. Wsrdd tych punktow mozemy wiec znalezé
dwa takie, powiedzmy p;,p;, ze i < j i D(p;) = D(p;). Dalej dowdd przebiega bardzo
podobnie jak w przypadku lematu o pompowaniu. Mianowicie, wybieramy “pierwsza od
konca” pare p;, p; o powyzszej wlasnosci i stowa ay, 71, 3, 72, g okreslamy analogicznie,
jak w tamtym dowodzie.

Aby wykazac, ze stowo oy fas zawiera nie wiecej niz M wyrdznionych pozycji, wystar-
czy zauwazyC, ze p; jest co najwyzej “k + l-szym od konca” punktem rozgalezienia na
Sciezce, oraz, ze, ogblnie, poddrzewo wyznaczone przez “m-ty od konca” punkt rozgalezienia
na naszej sciezce, zawiera co najwyzej 2™ pozycji. Fakt, ze jedno ze stéw 7,1, v zawiera
co najmniej jedna wyrdzniona pozycje, wynika z tego, ze p; jest punktem rozgatezienia.
Ostatni warunek lematu jest otrzymany analogicznie, jak w przypadku dowodu lematu o
pompowaniu. O

Przyklad 2 Jezyk
L={adtc" :i#j, j#k i#k}
nie jest bezkontekstowy. Istotnie, niech n bedzie stata z lematu Ogdena. Rozwazmy stowo
a = a2 w ktérym sa wyrdznione wszystkie pozycje a i tylko te. Przypuséémy, ze
a = ayy107200 jest dekompozycja z lematu. Wéwcezas przynajmniej jedno ze stéw 71, 7
musi zawiera¢ przynajmniej jedno a. Nietrudno widzie¢, ze musi zachodzi¢ v; € {a}{a}*
oraz 2 € {a}* U{b}* U{c}*. W kazdym przypadku mozemy tatwo doj$¢ do sprzecznosci.
Przypu$émy na przylad, ze vo € {b}*. Niech p = |1|, ¢ = |72|. Mamy 1 < p # n, niech
wiec p; = n!/p. Wéwezas, z trzeciego punktu lematu Ogdena, réwniez stowo
P (2p1) pntp(2 p1) nt2n!

powinno naleze¢ do L, ale n+p - (2p1) = n + 2 - n!, co przeczy definicji L. O
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4 Wilasnosci domkniecia

W tym punkcie rozwazymy witasnosci domkniecia, tzn. na jakie operacje jest, a na jakie
nie jest zamknieta klasa jezykéw bezkontekstowych. Dowody ponizszych faktéw pozosta-
wiamy jako ¢wiczenia.

Fakt 2 Rodzina jezykow bezkontekstowych jest zamknieta na operacje skonczonej sumy,
konkatenacji i iteracji (“qwiazdki”).

Uwaga. Rodzina jezykow bezkontekstowych nie jest natomiast zamknieta na operacje
przeciecia i uzupetnienia. Istotnie, niech

M = {a"b"a" : ne N}

bedzie jezykiem, o ktérym wykazaliSmy, ze nie jest bezkontekstowy (Przykltad 1). Nie-
trudno pokazaé, ze

M = {a"b" : ne N}a"Na*{b"a" : n € N}
M = {a, b} —{a't’a" : i #jlubj#k}

gdzie jezyki wystepujace po prawych stronach rownosci sq bezkontekstowe.

Fakt 3 Rodzina jezykow bezkontekstowych jest zamknieta na przeciecia z jezykami regu-
larnyma, tzn. jesli jezyk L jest bezkontekstowy a jezyk R jest regularny, to jezyk LN R jest
bezkontekstowy.

Fakt 4 Rodzina jezykow bezkontekstowych jest zamknieta na ilorazy przez jezyki requ-
larne, tzn. jesli jezyk L jest bezkontekstowy a jezyk R jest regularny, to jezyki LR~ i
R7'L sq bezkontekstowe.

Fakt 5 Rodzina jezykow bezkontekstowych jest zamknieta na podstawienia, tzn. jesli jezyk
L jest bezkontekstowy i f : X — P(I'™) jest funkcja taka, Ze, dla kaidego o € %, f(o) jest
jezykiem bezkontekstowym, to f(L) jest jezykiem bezkontekstowym.

Fakt 6 Rodzina jezykow bezkontekstowych jest zamknieta na przeciwobrazy homomor-
ficzne, tzn. jesli f . X — I'™ jest homomorfizmem i« M C T jest bezkontekstowy, to

Jezyk . X
f7H M) ={weX : flw) C M}

jest bezkontekstowy.

Cwiczenia

1. Dowies¢, ze kazdy jezyk bezkontekstowy nad jednoliterowym alfabetem jest regu-
larny.

Wskazowka. Skorzysta¢ z lematu o pompowaniu i relacji przystawania modulo.
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2. Czy przy pomocy automatu skonczonego mozna rozpoznaé, ze w stowie nad alfabe-
tem {a,b,c} jedna z liter wystepuje co najmniej tyle samo razy co dwie pozostale?
Czy mozna rozpoznac te wlasno$é przy pomocy automatu ze stosem?

3. Dowiesé, ze jezyk {ww : w € ¥*} nie jest bezkontekstowy, o ile |X| > 2.

4. Niech L bedzie jezykiem regularnym. Ktore z nastepujacych jezykoéw sa regularne
lub bezkontekstowe?

o {ww : we L}
o {ww? :welL}
o {wvlf' : w,ve L}
5. Dowiesé, ze jezyk {a'b/c® : i # j, j # k} nie jest bezkontekstowy.

6. Dowiesé, ze jezyk {w$v : v jest podstowem w} nie jest bezkontekstowy, natomiast
jezyk {w$v® : v jest podstowem w}, jest bezkontekstowy.

7. Czy nastepujacy zbior jest jezykiem bezkontekstowym:

Zbior stéw p$w, gdzie p jest wyrazeniem regularnym nad alfabetem {a, b},
a w jest stowem nalezacym do jezyka wyznaczonego przez p.

Analogiczne pytanie dla p$w’.

8. Niech A — alfabet, A’ = {a’ : a € A}. Okreslamy homomorfizmy h, hy, he z AU A’
w A nastepujaco: h(a) = h(a') = a, hi(a) = a, hi(d') =€, hao(a) =€, ha(d') = a.

Definiujemy przeplot jezykow Ly i Lo:
Shuffle(Ly, Ly) = {z : 3y € b (x))h1(y) € L1 Aha(y) € Lo}
Dowies¢, ze
(a) przeplot dwoch jezykéw regularnych jest regularny,

(b) przeplot jezyka bezkontekstowego z regularnym jest bezkontekstowy,

(c) przeplot dwdéch jezykow bezkontekstowych nie musi by¢ bezkontekstowy (wskazéwka:
{a™0™c*d™ : n,m € N} nie jest bezkontekstowy)

9. Jezyk bezkontekstowy nazywamy lintowym, jesli mozna go wygenerowac gramatyka,
w ktérej po prawej stronie dowolnej reguly wystepuje co najwyzej jedna zmienna.
Dowiesé¢, ze nastepujace jezyki bezkontekstowe nie sa liniowe:

(a) {a'b'dd :i,j € N},
(b) L = {ze(a+b)", #a(r) = ()}

Wskazowka. Sformulowa¢ lemat o pompowaniu dla jezykéw liniowych oparty na
dekompozycji a = 171872000, W ktdrej ograniczone jest aqy;y20r0.



