1. (6 punktéw) Niedeterministyczny automat skoniczony nazwiemy jednoznacznym,
jesli dla kazdego akceptowanego stowa istnieje dokladnie jeden bieg akceptujacy.
Napisa¢ algorytm sprawdzajacy, czy niedeterministyczny automat skonczony jest
jednoznaczny.

Odpowiedz. Niech A automat, ktérego jednoznaczno$é chcemy sprawdzié. Dla
zbioréw P, R stanéw, oznaczmy przez Lp g jezyk stéw, dla ktérych automat ma
bieg, ktéry zaczyna sie w stanie ze zbioru P, a koficzy w stanie ze zbioru R.
Zalézmy, ze automat nie jest jednoznaczny. Wéowcezas istnieje stowo z dwoma réz-
nymi biegami akceptujacymi. Zal6zmy, ze na jednej pozycji pierwszy bieg ma stan
p, a drugi bieg ma stan q. Wowczas widzimy, przy oznaczeniu przez I, F' stanow
poczatkowych i akceptujacych, ze zachodzi
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Powyzszy warunek tez jest wystarczajacy dla jednoznacznosci, a wiec jest jej row-
nowazny. Warunek mozna sprawdzi¢ w czasie wielomianowym: dla kazdej pary réz-
nych stanéw sprawdzamy dwa razy niepustosé¢ przeciecia dwéch jezykéw. (Mozna
napisa¢ szybszy algorytm.)



2. (6 punktéw) Rozwazmy jezyk zawierajacy stowa postaci x = y + z, gdzie z,y, 2 €
{0, 1}* sa takie, ze rozwiniecie dwéjkowe z jest suma rozwinie¢ dwdjkowych y i z.
Na przyktad do jezyka nalezy stowo

10110 = 101 + 00010.

Czy jezyk ten jest bezkontekstowy?

Odpowiedz. Jezyk nie jest bezkontekstowy. Idea jest nastepujaca: w szczegdlnym
przypadku sumy x = y + 0, poprawno$¢ sumy jest tym samym co sprawdzenie
réwnosci dwoch stéw x, y, co nie jest wlasnoscia bezkontekstowa.

Oto dowdd. Rozwazmy przecigcie jezyka z zadania z regularnym wzorcem.
10*10* = 10*10* + 0.

Gdyby jezyk z zadania byl bezkontekstowy, to i owo przeciecie byloby bezkontek-
stowe, a pokazemy, ze nie jest. Przeciecie to jest jezykiem

L ={10"10™ =10"10™ 4+ 0 : n,m € N}.

Zupelnie standardowe zastosowanie lematu o pompowaniu pokaze, ze jezyk L nie
jest bezkontekstowy. Zalézmy wiec, ze L jest bezkontekstowy, a M to stala z
lematu o pompowaniu. Wéwczas mozna pompowaé slowo

w = 1010 = 10M10M + 0.
Zgodnie z lematem o pompowaniu, istnieje podziat
w = UTYZV taki, ze dla kazdego i € N zachodzi uz'yziv € L

przy czym jedno ze sléw x, z jest niepuste, a slowo xyz ma dlugo$¢ co najwyzej
M. Gdyby ktéres z pompowanych stéw z, z zawieralo jedynke, to po jednokrot-
nym zapompowaniu zaburzony zostaje wzorzec regularny. A wiec oba pompowane
stowa zawieraja wylacznie zera. Poniewaz stowo xyz jest dlugosci co najwyzej
M, to pompowane sg zera z jednego bloku, ewentualnie z dwéch kolejnych blokow
(sposréd czterech blokéw zer w stowie w). A wiec po zapompowaniu stowo wypada
z L, ktora to sprzecznos¢ dowodzi, ze L nie jest bezkontekstowy.



3. (6 punktéw) Pokazaé, ze nie jest calkowicie rozstrzygalny nastepujacy problem:
dany niedeterministyczny automat ze stosem, pytanie czy akceptuje pewne stowo
postaci w”, gdzie w jest dowolnym stowem, a n > 2. Mozna skorzystaé z tego, ze
nie jest catkowicie rozstrzygalny problem: czy przeciecie dwéch jezykow bezkon-
tekstowych jest niepuste.

Odpowiedz.

Do problemu z zadania zredukujemy nastepujacy problem, ktory nie jest calko-
wicie rozstrzygalny: dane dwa jezyki bezkontekstowe, pytania czy maja niepuste
przeciecie. Problem jest oczywidcie nierozstrzygalny dla jezykdw, ktorych alfabet
nie zawiera symbolu #, bo mozna zawsze zmieni¢ nazwy liter. Na podstawie dwéch
jezykéw bezkontekstowych L i K tworzymy automat ze stosem, ktéry rozpoznaje
jezyk L#K#. Jezyk ten zawiera stowo postaci w™ wtedy i tylko wtedy, gdy zawiera
stowo postaci (w#)?2, wtedy i tylko wtedy gdy L i K maja niepuste przecigcie.



4. (6 punktéw *) Rozwazmy nastepujacy wariant problemu QBF. Pytamy o praw-
dziwos¢ kwantyfikowanej formuly boole-owskiej

lel"'ann 4,0(-7517---73711) Qlw--)Qne{VvH}

gdzie zmienne x1, ..., x, maja wartodci ze zbioru {prawda, falsz}, formula ¢ nie
zawiera kwantyfikatoréw, a co najwyzej logn z kwantyfikatoréw jest V. Czy pro-
blem ten jest PSPACE-zupelny, czy moze tylko NP-zupelny?

Odpowiedz. Problem jest NP-zupelny. Jest NP-trudny, bo jest uogélnieniem pro-
blemu SAT. Pokazemy, ze nalezy do NP. Rozwazmy instancje problemu, a wiec
formute jak w tresci zadania. Zalézmy, ze kwantyfikatory uniwersalne dotycza
zmiennych o numerach

1<m<---<zyp, <1

gdzie k < logn. Zmienne kwantyfikowane egzystencjalnie dzielimy na k blokéw
Xo, ..., X, ktére sa podzielone zmiennymi kwantyfikowanymi uniwersalnie:

on{x17"'7xn1—l} Xlz{xn1+1v---7xn2—1} Xk:{xnk+17~-~7$n}

Swiadkiem prawdziwosci formuly jest pelne drzewo o glebokosci k, ktére wyglada
w nastepujacy sposob. (Glebokosci wierzcholtkéw liczymy tak, ze korzen ma glebo-
ko$¢ 0, a lidcie maja glebokosé k.) W wierzchotku na glebokosci i € {0,...,k} jest
napisane wartosciowanie dla zmiennych z bloku X;. Idea jest taka, ze dla wierz-
chotka na glebokosci 7, lewe poddrzewo odpowiada wartosciowaniom gdzie x,,, ma
wartos¢ 0, a prawe poddrzewo odpowiada wartoSciowaniom, gdzie zmienna .,
ma wartos¢ 1. W zwiazku z czym ze Sciezka od liScia do korzenia mozemy stowa-
rzyszy¢ wartoSciowanie wszystkich zmiennych: dla egzystencjalnych patrzymy na
etykiety wierzchotkéw ze Sciezki, a dla uniwersalnych patrzymy na ciag skretéw
(lewo,prawo) na Sciezce.

Nietrudno zauwazy¢, ze formula jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy gdy istnieje
drzewo opisane powyzej, takie ze w kazdym lisciu stowarzyszone wartosciowanie
spelnia formule . Drzewo takie ma 2F wierzcholkéw, a w kazdym z nich jest
zapisanych co najwyzej n bitéw. Poniewaz k < logn, to drzewo ma co najwyzej
n wierzcholkéw, a wiec zapisanie go zajmuje okolo n? bitéw. A wiec drzewo moze
by¢ zgadniete przez niedeterministyczna wielomianowa maszyne Turinga.



Imie, nazwisko, nr indeksu (kod)

(9 punktéw) Wybierz 9 z ponizszych pytan i wybierz odpowiedZ tak/nie (bez uzasad-
nienia). Za prawidlowe odpowiedzi dajemy +1 punkt, za zle -1 punkt. Punkty policzymy
za 9 najgorszych odpowiedzi, czyli nie optaca sie odpowiadaé na wiecej niz 9 pytan.

1.

Czy jest catkowicie rozstrzygalny problem: dany niedeterministyczny automat ze
stosem, pytanie czy automat akceptuje wszystkie stowa dlugosci parzystej?

Odpowiedz. Nie, bo mozna do niego zredukowaé¢ nastepujacy problem, ktéry nie
jest calkowicie rozstrzygalny: czy automat akceptuje wszystkie stowa. Redukcja
wyglada tak. Dla automatu ze stosem A nietrudno obliczyé¢ automat B, ktory
akceptuje stowa

{a1a1a2as - - - anay, : ay - - - a, jest akceptowane przez A}.

Automat B akceptuje wszystkie stowa dtugosci parzystej wtedy i tylko wtedy gdy
automat A akceptuje wszystkie stowa.

. Czy jest calkowicie rozstrzygalny problem: dany niedeterministyczny automat ze

stosem, pytanie czy automat akceptuje wylacznie stowa dlugosci parzystej?

Odpowiedz. Problem jest catkowicie rozstrzygalny. Aby odpowiedzieé na to pyta-
nie, przecinamy jezyk z regularnym jezykiem stéw nieparzystej dtugosci. Przecigcie
jest nowym automatem ze stosem, ktéry mozna obliczy¢, a potem sprawdzi¢ czy
akceptuje przynajmniej jedno stowo.

. Czy dopelnienie jezyka, ktéry nie jest calkowicie rozstrzygalny, moze byé bezkon-

tekstowe?

Odpowiedz. Nie. Kazdy jezyk bezkontekstowy jest catkowicie rozstrzygalny, a
wiec jego dopelnienie musi by¢ catkowicie rozstrzygalne.

. Czy réwnowazne (pod wzgledem akceptowanych jezykéw) sa niedeterministyczne

automaty ze stosem i niedeterministyczne automaty ze stosem, ktore moga czytac
wejscie dwa razy (po przeczytaniu wejscia pierwszy raz, dostaja separator # i
potem wejscie drugi raz)?

Odpowiedz. Nie. Automat nowego typu mozne rozpoznaé jezyk a"b™c"™, ktéry
nie jest bezkontekstowy. W pierwszym podejsciu sprawdza, czy jest tyle samo a
co b, a w drugim podejsciu sprawdza czy jest tyle samo b co c.

. Czy jest czeSciowo rozstrzygalny problem: dana maszyna Turinga, pytanie czy

akceptuje wszystkie stowa dlugosci pierwszej?

Odpowiedz. Nie. Do problemu z zadania mozna zredukowaé problem, ktory nie
jest nawet czedciowo rozstrzygalny: czy dana deterministyczna maszyna Turinga
odrzuca stowo puste. (Jest to dopelnienie problemu stopu, gdyby zaréwno pro-
blem stopu i jego dopelnienie byly czesciowo rozstrzygalne, to problem stopu by
byt calkowicie rozstrzygalny.) Redukcja wyglada tak. Dla deterministycznej ma-
szyny Turinga M konstruujemy maszyne M’ nad alfabetem jednoliterowym, ktéra
akceptuje stowo aP wtedy i tylko wtedy gdy p jest n-ta liczba pierwsza i maszyna



10.

M odrzuca stowo puste w n krokach. Maszyna M’ oblicza n-ta liczbe pierwsza
p, symuluje M i zatrzymuje symulacje po p krokach. Przeksztalcenie M — M’
jest redukcja, bo M odrzuca stowo puste wtedy i tylko wtedy gdy M’ akceptuje
wszystkie stowa dhugosci pierwszej.

. Czy jest calkowicie rozstrzygalny problem: dana maszyna Turinga, pytanie czy

akceptuje pewne stowo dlugosci pierwszej?

Odpowiedz. Nie. Gdyby problem byt catkowicie rozstrzygalny, to i jego dopet-
nienie byloby catkowicie rozstrzygalne, a poprzednim zadaniu pokazali$my, ze nie
jest.

. Czy dla kazdego n € N istnieje niedeterministyczny automat skonczony jedno-

znaczny o n stanach, taki ze kazdy rownowazny automat deterministyczny ma
wykladniczo wiecej stanow?

Odpowiedz. Tak. Niech alfabet to {a,b}. Jezyk ,n-ta litera od kofica to a” jest
rozpoznawany przez niedeterministyczny jednoznaczny automat o n + 1 stanach,
a jego minimalny deterministyczny automat ma 2" stanéw.

. Czy dla nieskonczenie wielu n € N istnieje niedeterministyczny automat skonczony

o n stanach, taki ze najkrotsze akceptowane stowo ma dlugosé n + 27

Odpowiedz. Nie. Taki automat nie istnieje dla zadnego n. Kazdy niepusty auto-
mat niedeterministyczny o n stanach akceptuje stowo dtugosci < n.

. Rozwazmy wariant wyrazen regularnych, gdzie oprécz zwyktej gwiazdki, mamy

tez gwiazdke LX, gdzie L, K sa wyrazeniami. Taka gwiazdka generuje jezyk:

U L.

n:K generuje pewne stowo dtugosci n

Czy takie wyrazenia generuja tylko jezyki regularne?

Odpowiedz. Tak. Zwykle wyrazenie regularne dla jezyka L¥ tworzymy tak: bie-
rzemy zwykle wyrazenie regularne dla K i podstawiamy w miejsce kazdej litery
zwykte wyrazenie regularne dla L.

Rozwazmy model niedeterministycznego automatu skonczonego, gdzie kryterium
akceptacji to “co najmniej dwa biegi akceptuja’. Czy takie automaty rozpoznaja
wszystkie jezyki regularne i nie rozpoznajg nieregularnych?

Odpowiedz. Tak. Kazdy jezyk regularny L mozna rozpoznawaé¢ w taki sposéb:
bierzemy roztaczna sume deterministycznego automatu dla L, oraz deterministycz-
nego automatu ktéry akceptuje wszystkie stowa. Taki automat ma jeden bieg ak-
ceptujacy na stowach spoza L, a dwa biegi na stowach z L.

Nalezy tez pokazac, ze automaty takie nie wykraczaja poza jezyki regularne. Przy
oznaczeniach z zadania 1 z czesci nietestowej, jezyk akceptowany przez automat z
treéci zadania to:

U Ty N Ligey) - (Lipyr 0 Ligyp)-
q#peEQ



11.

12.

13.

14.

Powyzszy jezyk jest regularny, bo jest zbudowany z jezykéw regularnych korzysta-
jac z sum, przeciecia i konkatenacji.

Czy dla kazdych dwodch jezykow bezkontekstowych ich przeciecie jest w klasie
PTIME?

Odpowiedz. Tak. Uruchamiamy wielomianowy algorytm CYK dla obu jezykow
po kolei.

Czy L — K jest czedciowo rozstrzygalny, jesli L jest czedciowo rozstrzygalny, a K
bezkontekstowy?

Odpowiedz. Tak. Najpierw uruchamiamy algorytm dla L. Jesli si¢ zatrzyma i
zaakceptuje, to uruchamiamy algorytm CYK dla K i akceptujemy tylko jesli stowo
nie nalezy do K.

Czy jest bezkontesktowy zbiér stow nad alfabetem {a,b}, ktére nie sa postaci
yra®, gdzie [z] = |y|.

Odpowiedz. Tak. Stowo nalezy do jezyka wtedy i tylko wtedy, gdy ma dlugosé
niepodzielna przez 3, lub ma dlugo$¢ 3n i da sie je przedstawi¢ w postaci

y 10T xho'z)
—~ ~—— ~——
dlugos¢ n dlugosé n  dlugoéé n

gdzie stowa x1 1 ] maja te samg dlugosé, a o, 0’ sg réznymi literami. Stowa diu-
gosci niepodzielnej przez trzy sa oczywiscie jezykiem bezkontekstowym, skupmy
sie wiec na warunku dla stéw o dlugosciach postaci 3n. Jesli dtugosci stéw x i
T9 oznaczymy przez k i m, to po przestawieniu nawiaséw, drugi warunek opisuje
stowa postaci

Uul (5 g us g U4
—— ~— ~ ~
dtugosé 2k dlugosé m + 1 dhugosé 2m dhugosé k

Takie slowa generuje gramatyka, ktora najpierw tworzy wusous, a potem reszte
stowa.
Czy jest bezkontekstowy jezyk {a®b¥c? : zbiér {z,y} jest inny niz zbioér {z,z + 1}}
Odpowiedz. Tak. Stowo nalezy do jezyka wtedy i tylko wtedy jesli zachodzi ktorys
z nastepujacych warunkow:

e odleglo$é |z — y| nie jest doktadnie 1; lub

e z nie jest zadna z liczb {z,z + 1}; lub

e y nie jest zadna z liczb {z,2z 4+ 1}.

Wszystkie trzy warunki mozna sprawdzi¢ gramatyka.



15. Zalézmy, ze dwa automaty niedeterministyczne skonczone o n stanach akceptuja
te same stowa dtugoéci < n®. Czy akceptuja te same stowa w ogélnosci?

Odpowiedz. Nie. Dla kazdego n mozna napisa¢ niedeterministyczny o wielomia-
nowej liczbie stanéw f(n), ktéry akceptuje wszystkie stowa z wyjatkiem jednego:

bin(0)#bin(1)#bin(2)# - - - #bin(2" — 1)#.

(W powyzszym, bin(i) oznacza binarny zapis liczby naturalnej i.) Automat ten
zgadza sie¢ z automatem ktory akceptuje wszystkie stowa na stowach o dlugoéciach
az do n - 2", a dla odpowiednio duzych n liczba ta jest wigksza niz > f(n)3.



