1. (6 punktéw) Czy dla kazdego regularnego L, jezyk
f(L) = {w : kazdy prefiks w dlugosci nieparzystej nalezy do L}

tez jest regularny?

Odpowiedz. Tak, jesli L jest regularny to tez f(L). Niech A bedzie alfa-
betem jezyka L. Rozwazmy dopelnienie f(L), czyli

A* — f(L) = {w : pewien prefiks w dlugosci nieparzystej nie nalezy do L}.
Dopelnienie to mozna wyrazi¢ w nastepujacy sposéb:
A*— f(L)=((A"—=L)N(AA)*A) - A",

czyli najpierw dajemy stowo poza L dlugosci nieparzystej, a potem da-
jemy dowolna ilos¢ liter. Wyrazenie po prawej stronie rownosci korzysta
z jezyka L, regularnych jezykéw (AA)*A oraz A*, oraz operacji dopel-
nienia, przeciecia jezykow i konkatenacji. Klasa jezykéw regularnych jest
zamknigta na te operacje, a wigc dopelnienie f(L) jest regularne. A wiec
isam f(L) jest regularny.



2. (6 punktéw) Rozwazmy jezyk L sléw nad alfabetem {a,b, (,)} w ktérych:

e Wszystkie a i b sa otoczone nawiasami.

e Po usunieciu wszystkich a i b otrzymujemy poprawne wyrazenie na-
wiasowe

e Dla kazdej pary odpowiadajacych sobie nawiaséw (i), liczba liter a
i b pomiedzy nimi jest taka sama.
Na przyktad
(aabb) € L (a(a(b()a)bab)d) € L

natomiast

a(00)¢L  (a)¢L  ((aabb) ¢ L (aa)(bd) & L
Czy jezyk L jest bezkontekstowy?

Odpowiedz. Tak, jezyk L jest bezkontekstowy. Oto gramatyka, z sym-
bolem startowym X:

X — XX|(V)
Y = X|aYbpYa|YY.

Pokazemy, ze dla kazdego slowa w, zachodzg réwnowaznosci

(a) w € L wtedy i tylko wtedy, gdy w mozna wygenerowa¢ z nieterminala
X.

(b) (w) € L wtedy i tylko wtedy, gdy w mozna wygenerowaé z nietermi-
nala Y.

Dowdd jest przez indukcje po dhugosci stowa w. W obu podpunktach im-
plikacja z prawej do lewej jest natychmiastowa, wiec skupmy sie na im-
plikacji z lewej do prawej. Baza indukcji jest natychmiastowa — to slowo
puste. Zrébmy krok indukcyjny.

(a) Rozwazmy niepuste stowo w € L. Rozbijmy je uwzgledniajac najbar-
dziej zewnetrzne nawiasy

w = (w1)(wz) -+ (wn).

Z definicji jezyka, stowa (wq), ..., (w,) musza naleze¢ do L, a wiec z
punktu (b) zalézenia indukeyjnego stowa wy, ..., w, mozna wygene-
rowa¢ z nieterminala Y. Na mocy reguly X — (Y), stowa (wq), ..., (w,)
mozna wygenerowaé z nieterminala X. Korzystajac (n — 1)-krotnie

z reguly X — X X, mozemy wygenerowaé cale stowo (wq) - (wy,) 2
nieterminala X.



(b) Rozwazmy niepuste stowo w takie, ze (w) € L. Rozbijmy je uwzgled-
niajac najbardziej zewnetrzne nawiasy

w = vo(w1)v1(wz)v2 T 'Unfl(wn)vna

gdzie stowa vy, . . . , v, nie zawieraja nawiaséw, a wiec naleza do {a, b}*.
Z zalozenia indukcyjnego wiemy, ze slowa (w1),. .., (w,) mozna wy-
generowaé z nieterminala X. Teraz pokazujemy, ze slowo w mozna
wygenerowal z Y, korzystajac z tego samego dowodu, ktory dowodzi
ze gramatyka

Z — elaZblbZa|ZZ

generuje wszystkie stowa, gdzie jest tyle samo a co b.



3. (6 punktéw) Niech A, B skoniczone alfabety. Rozwazmy funkcje f : A —
B*. Stosujemy ja do stow litera po literze, oraz do jezykdéw stowo po slowie.
(Poniewaz obraz funkcji f moze zawiera¢ slowa puste, to funkcja moze
skracaé stowa.) Czy jezyki postaci f(L), gdzie L jest w PTIME moga by¢
nierozstrzygalne?

Odpowiedz. Tak, jezyk potrafi by¢ nierozstrzygalny. Niech L C a* be-
dzie dowolnym jezykiem nierozstrzygalnym, ale czeSciowo rozstrzygalnym.
Np. L moze byé¢ kodowaniem problemu stopu za pomoca alfabetu jed-
noliterowego. Niech M bedzie deterministyczng maszyna Turinga, ktéra
rozpoznaje L, czyli akceptuje doktadnie stowa z L. Maszyna taka istnieje
z zalozenia o czeSciowej rozstrzygalnosci, ale bedzie si¢ petli¢ na niekto-
rych stowach spoza L (no bo inaczej L bylby calkowicie rozstrzygalny).
Rozwazmy jezyk

K ={a"b™ : maszyna M akceptuje o™ w m krokach}.

oraz funkcje f, ktora wyciera b i zostawia a. Latwo zobaczyé, ze

e Mamy L = f(K), a wiec jezyk f(K) jest nierozstrzygalny.

e Jezyk K nalezy do PTIME. Dostawszy stowo a™b™, mozemy zasy-
mulowaé¢ m krokéw maszyny M i sprawdzi¢ czy maszyna akceptuje.
Taka symulacja moze by¢ zrobiona w czasie wielomianowym, na kilka
sposob6w. Oto jeden z nich. Zal6zmy, ze maszyna M korzysta z ta-
$my lewostronnie nieskoniczonej. Wowczas symulujemy maszyne na
stowie a™; przy czym glowica nie potrzebuje zapisywaé¢ komoérek z
b™, bo maszyna M ma lewostronnie nieskoniczong tasme. Przy kaz-
dym kroku, usuwamy jedng z liter b. Przy usunieciu ostatniej litery
b, akceptujemy jesli symulowana maszyna M jest w stanie akceptu-
jacym. Taka symulacja zajmuje O(m?) krokéw.



4. (6 punktéw *) Czy nastepujacy problem nalezy do klasy NP?

e Dane. Automat niedeterministyczny nad alfabetem jednoliterowym.
e Pytanie. Czy istnieje stowo ktérego ten automat nie akceptuje?

Odpowiedz. Tak, problem nalezy do klasy NP. Niech a bedzie jedyna
litera w alfabecie wejéciowym. Dla automatu niedeterministycznego o sta-
nach @ i liczby k € N, zdefiniujmy

0, CQxQ

jako zbidr tych par statnéw (p,q), ze automat ma pewien bieg po stowie
a®, ktéry zaczyna sie w p i kohczy w ¢. Zbiér 0, to zbiér par stanéw, a
wiec ilo$¢ miejsca, ktéra zajmuje w pamieci jest wielomianowa ze wzgledu
na automat. Dla stéw k1, ko € N mamy

6k1+k)2 = 6}(31 o 6’(}2 (1)

gdzie o to zlozenie relacji. Jesli znamy 0, i dx,, to mozemy w czasie
wielomianowym obliczy¢ tez g, 1, , korzystajac z powyzszego wzoru (jest
to co$§ w rodzaju mnozenia macierzy).

Napiszemy algorytm niedeterministyczny wielomianowy, ktéry dziata w
dwéch krokach.

(a) Wiemy, ze jesli automat A4 odrzuca jakie$ slowo, to odrzuca jakies
stowo dlugosci mniejszej niz 2™. (Bo po zdeterminizowaniu, mamy
automat o 2" stanach, a dligos¢ najkrétszego odrzuconego stowa
przy automacie deterministycznym szacuje sie przez ilosé stanéw.)
Zgadujemy wiec liczbe ¢ € {0,...,2" — 1}, a dokladniej jej zapis
binarny

i=ag-24a;- 2"+ 4ap,_1-27t gdzie ag, ...,an—1 € {0,1}.

Poniewaz zgadujemy tutaj n bitéw ag,...,a,—1, operacja moze byé
wykonana przez niedeterministyczna maszyne w czasie wielomiano-
wym (nawet liniowym).

(b) Majac zapis binarny liczby 4, chcemy stwierdzié, czy istotnie automat
odrzuca stowo a’. Wystarczy obliczyé d; i sprawdzié czy ten zbiér
zawiera pare, gdzie pierwszy stan jest poczatkowy, a drugi stan jest
akceptujacy. Obliczenie §; zrobimy juz w deterministycznym czasie
wielomianowym. Na mocy (1) mamy

6i :6(10‘20 06{1121 O“*O(S on—1.

Qp—1-
Aby obliczy¢ powyzsze wyrazenie w czasie wielomianowym, wystar-
czy umieé policzy¢ dy; w czasie wielomianowym, dla j € {0,...,n —
1}. A to robimy korzystajac i-krotnie z zasady rekurencyjnej:

52] _ 623’*1 0523'*1



Imie, nazwisko, nr indeksu (kod)

(9 punktéw) Wybierz 9 z ponizszych pytan i wybierz odpowied? tak/nie (bez
uzasadnienia). Za prawidlowe odpowiedzi dajemy +1 punkt, za zle -1 punkt.
Punkty policzymy za 9 najgorszych odpowiedzi, czyli nie oplaca si¢ odpowiadaé
na wiecej niz 9 pytan.

1. Czy caltkowicie rozstrzygalny jest problem: dany automat ze stosem roz-
poznajacy L, pytanie czy L = L*.
Odpowiedz. Nie. Problem jest nierozstrzygalny, bo jest co najmniej tak
samo trudny jak problem uniwersalnoéci dla automatéw ze stosem, ktory
jest nierozstrzygalny. Przypomnijmy, ze problem uniwersalno$ci brzmi:
“dany automat ze stosem rozpoznajacy L, pytanie czy L zawiera wszyst-
kie slowa”. Oto algorytm rozstrzygajacy problem uniwersalnosci, ktory
korzysta z algorytmu dla problemu z zadania. Niech L jezyk rozpozna-
wany przez automat ze stosem A. Algorytm ma dwa kroki.

(a) Sprawdzamy, czy L zawiera stowo puste i kazde stowo jednoliterowe.
Jedli; nie to L nie jest zawiera wszystkich stéw i algorytm odpowiada
“nie”. Ten krok mozna zrobi¢ w czasie skoficzonym (nawet wielomia-
nowym), bo problem “czy dany automat ze stosem A akceptuje stowo
w” jest rozstrzygalny w czasie wielomianowym.

(b) Jesli L zawiera wszystkie stowa jednoliterowe, to wéwczas L* = A*, a

wiec problem uniwersalnosci ma te sama odpowiedZ co problem L =
L*, a wiec mozemy skorzystaé¢ z algorytmu dla problemu z zadania.

2. Czy calkowicie rozstrzygalny jest problem: dany automat skonczony roz-
poznajacy L, pytanie czy L* = (LL)*.
Odpowiedz. Tak. Problem jest calkowicie rozstrzygalny. Najpierw au-
tomat zmieniamy na wyrazenie regularne dla L, potem obliczamy wyra-
zenia regularne dla L* oraz (LL)*, nastepnie oba wyrazenia zmieniamy
na automaty deterministyczne, minimalizujemy, i sprawdzamy czy w obu
przypadkach wyszedl ten sam automat.

3. Jesli L jest catkowicie rozstrzygalny, oraz K C L, to czy K tez jest calko-
wicie rozstrzygalny?

Odpowiedz. Nie. Problem moze by¢ nierozstrzygalny. Na przyktad zbior
wszystkich stéw jest catkowicie rozstrzygalny, a ma nierozstrzygalne pod-
zbiory.

4. Czy réwnowazne (pod wzgledem akceptowanych jezykéw) sa determini-
styczne automaty ze stosem i niedeterministyczne automaty ze stosem?

Odpowiedz. Nie. Nie sa rownowazne, bo jezyki rozpoznawane przez de-
terministyczne automaty ze stosem sa zamknigte na dopelnienie, a niede-
terministyczne nie. Oto dluzsze uzasadnienie. Dopelnienie jezyka a™b"c™
to jezyk

{a'V/cF :liczby i, j, k nie sa wszystkie réwne} U ({a,b,c}* — a*b*c*),



ktéry jest rozpoznawany przez niedeterministyczny automat ze stosem.
Gdyby ten jezyk byl tez rozpoznawany przez deterministyczy automat
ze stosem, to i jego dopelnienie byloby rozpoznawane, a wiemy ze jezyk
a™b™c™ nie jest bezkontekstowy.

. Cgzy klasa jezykéw caltkowicie rozstrzygalnych zamknieta jest na wszystkie
z operacji: suma, dopelnienie, przeciecie, gwiazdka?

Odpowiedz. Tak. Zrébmy na przyktad dopelnienie i gwiazdke. Dla do-
pelnienia bierzemy maszyne deterministyczng i zamienamy stany akceptu-
jace z odrzucajacymi. Poniewaz nie ma niedeterminizmu ani petlenia, kon-
strukcja daje wlasciwy wynik. Zrébmy teraz gwiazdke. Dostajemy slowo
w, pytanie czy w € L*, dla jezyka catkowicie rozstrzygalnego L. Powolny
algorytm robi to tak: sprawdza wszsytkie podziaty w na konkatenacje kilku
stéow w = w; - -w, (wykladniczo wiele sposbéw) i dla kazdego z nich
sprawdza czy wszystkie stowa wi,...,w, nalezag do L. Bardziej algory-
timcznie nastawiony czytelnik zauwazy, ze stosujac algorytm dynamiczny
mozna rozwazaé¢ wielomianowo wiele podziatéw.

. Czy nalezy do PSPACE problem: dany automat niedeterministyczny, py-
tanie czy akceptuje wszystkie stowa?

Odpowiedz. Tak. Korzystamy z tego, ze deterministyczny PSPACE jest
réowny niedeterministycznemu PSPACE. Poniewaz PSPACE jest zamknigty
na dopelnienie (z determinizmu), wystarczy pokaza¢ algorytm PSPACE,
ktory sprawdza czy automat odrzuca pewne stowo. Dla problemu odrzu-
cania stowa, mozemy natomiast skorzysta¢ z niedeterministycznego algo-
rytmu PSPACE. Niech @ beda stanami danego automatu niedetermini-
stycznego. Algorytm zgaduje kolejne litery aq, as, . .. stowa, i dla kazdego 4
oblicza zbior standéw @); C @ osiagalnych po prefiksie a; - - - a;. To wszystko
mozna zrobi¢ w pamieci wielomianowej, bo obliczywszy (); mozna zapo-
mnieé¢ o @Q;—1 i wszystkich poprzednich literach. Jak algorytm dojdzie do
zbioru @; ktéry nie zawiera zadnego stanu akceptujacego, to akceptuje.
Ten algorytm jest juz poprawnym rozwiazaniem. Niektorych jednak moze
irytowac¢ fakt, ze algorytm potrafi sie petlic. To mozna poprawi¢ robiac
obserwacje (patrz zadanie z gwiazdka spoza testu), ze jesli automat od-
rzuca stowo, to odrzuca stowo dlugosci 2/9!, a wiec algorytm moze przestaé
generowa¢ nowe litery po 2/9l krokach.

. Czy dla kazdego n istnieje gramatyka bezkontekstowa rozmiaru O(n), kt6-
rej najkrotsze generowane stowo jest dtugosci co najmniej 2™7

Odpowiedz. Tak. Gramatyka ma n nieterminali X1, ..., X, i nastepujace
reguty:
X1 — X2X2 X2 — X3X3 cee Xn—l — Xan Xn — aa.

Gramatyka ta generuje dokladnie jedno stowo, jest nim a2”. To jest wla-
$ciwie granica mozliwosci kazdej gramatyki: najkrétsze generowane slowo
jest zawsze dlugosci wykladniczej ze wzgledu na rozmiar gramatyki.



8.

10.

11.

Czy dla kazdego n istnieje gramatyka bezkontekstowa rozmiaru O(n), kté-
rej najkrotsze niegenerowane stowo jest dlugosci co najmniej 27

Odpowiedz. Tak. Gramatyka ma n nieterminali X7, ..., X, i nastepujace
reguty:

X1 — XX, X5 — X3X3 X1 — X, X, X,, — aalale.

Gramatyka te generuje stowa postaci a’ dla i < 2". Wykraczajac poza za-
danie, mozna tez zrobi¢ gramatyke, gdzie najkrotsze niegenerowane stowo
jest rozmiaru 22", a nawet dluzsze niz f (n) dla dowolnej funkcji obliczal-
nej.

. Rozwazmy (skierowany) graf konfiguracji maszyny Turinga (wierzchotki

to konfiguracje, krawedzie to jeden krok obliczen). Konfiguracja osiagalna
to taka, do ktorej mozna dojsé z konfiguracji postaci: stowo wejsciowe na
tasmie, glowica na poczatku tasmy w stanie poczatkowym. Maszyne Tu-
ringa nazwiemy odwracalna, jesli do kazdej osiagalnej konfiguracji wcho-
dzi dokladnie jedna krawedz. Czy kazdy jezyk catkowicie rozstrzygalny
mozna rozpoznawaé maszyna deterministyczna odwracalna (maszyna to-
talna, czyli taka, ktéra kazdy bieg konczy akceptacja lub odrzuceniem w
skonczonym czasie)?

Odpowiedz. Tak. Niech L bedzie jezykiem calkowicie rozstrzygalnym,
rozpoznawanym przez maszyne deterministyczna i totalna M. Przer6bmy
maszyne M tak, zeby z kazdej konfiguracji mozna bylo odtworzyé¢ slowo
wejéciowe. Na przyklad maszyna moze zostawi¢ stowo wejsciowe na ta-
$mie i pisaé tylko symbole spoza alfabetu wej$ciowego. To znaczy, jesli
maszyna dostaje na wejsciu stowo w, to wszystkie kolejne zawartosci ta-
$my w trakcie obliczenia sa postaci wv, gdzie v korzysta tylko z tej czesci
alfabetu roboczego, ktora nie jest aflabetem wejSciowym. Nowa maszyna
ma te wlasnosé, ze patrzac na jej konfiguracje (zawartos$é tasmy, poloze-
nie glowicy i stan) mozemy odtworzy¢ poprzednia konfiguracje. Wystarczy
bowiem preczytaé stowo wejsciowe (ktére jest do odtworzenia z zawarto-
$ci tasmy), wykonaé od nowa cale obliczenie az do biezacej konfiguracji i
zwrocié przedostatnia konfiguracje. A wiec maszyna jest odwracalna.

Rozwazmy wariant wyrazen regularnych, gdzie oprécz sumy, dostepna jest
tez cze$¢ wspdlna jezykow. Czy takie wyrazenia generujg tylko jezyki re-
gularne?

Odpowiedz. Tak, bo klasa jezykéw regularnych jest zamknieta na prze-
ciecie.

Rozwazmy deterministyczne automaty z wieloma stosami, ktére akceptuja
przez stan akceptujacy. Czy dla kazdego automatu z 3 stosami istnieje
réwnowazny automat z 2 stosami?

Odpowiedz. Tak. Oto dwa mozliwe uzasadnienia. Pierwsze jest takie, ze
juz z 2 stosami dostajemy model tak samo silny jak maszyny Turinga,
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a maszyny Turinga umieja symulowaé¢ 3 a nawet wiecej stoséw. Drugie
uzasadnienie jest konstrukcja bezposrednia. Zalézmy, ze mamy zawartosé
3 stoséw w stowach wi,ws, ws. Wowcezas trzymamy na pierwszym stosie
stowo wy #weF#Hws. Korzystajac z drugiego stosu jako stosu pomocniczego,
jestedmy w stanie zasymulowaé¢ dowolna operacje stosowa.

Zalézmy P # NP, bo inaczej zadanie jest oczywiste. Niech A, B skonczone
alfabety. Rozwazmy funkcje f : A — B. Stosujemy ja do stéw litera po
literze (funkcja zachowuje dlugosé stowa), oraz do jezykéw stowo po slowie.
Czy jezyki postaci f(L), gdzie L jest w PTIME, moga by¢ NP-trudne?

Odpowiedz. Tak. Rozwazmy jezyk L stéw postaci

blbn(p

gdzie by,...,b, sa w {0,1}, oraz ¢ jest zapisem formuly o n zmiennych,
prawdziwej przy wartoSciowaniu by ...b,. Zalézmy, ze formule ¢ zapisu-
jemy za pomocy alfabetu A, ktéry nie zawiera liter {0,1}. Jezyk L jest w
PTIME, bo to jest po prostu ewaluacja formut. Z drugiej strony, po zasto-
sowaniu funkcji f, ktéra jest identycznoscia na A, a ktéra obie litery {0, 1}
zastepuje symbolem 7, dostajemy problem SAT, ktéry jest NP-zupelny.

Rozwazmy model niedeterministycznego automatu, gdzie kryterium ak-
ceptacji to “co najmniej polowa biegéw akceptuje, sposréd tych ktore do
dochodzodza do konca stowa”. Czy taki automat rozpoznaje wylacznie
(choé¢ niekoniecznie wszystkie) jezyki bezkontekstowe?

Odpowiedz. Nie. Rozwazmy automat, ktory wyglada tak:
W
a
a a a
a
b
C&i‘f b
@’ ! bi
@

Bedzie nas gléwnie interesowalo zachowanie automatu na stowach postaci
atbT. Pokazemy, ze z nowym kryterium akceptacji, automat akceptuje
jezyk L o wtasnodci:

LNna™bt ={a"b™: 2" <m+1,m>1,n>1}.

Kluczowa wtasnos$é automatu jest taka, ze w czerwonej czesci jest niedeter-
minizm wykladniczy, a w niebieskiej niedeterminizm liniowy (patrz nizej
co to znaczy). Przy kazdej literze a, automat rozdwaja si¢ na dwie kopie
w czerwonej czesci (bo ze stanu 2 sa przejscia do stanéw {2, 3}, a ze stanu
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3 sa tez przejécia do standéw {2,3}). A wiec przy n literach a, automat
stworzy 2" biegéw, ktére koncza sie w stanie 4. Z kolei w niebieskiej cze-
$ci, automat robi tylko jeden krok niedeterministycznie: raz moze wybraé
pomiedzy stanem 6 a 7. A wiec przy m literach b, automat stworzy m + 1
biegéw, ktére konicza sie w stanach {6,7}. Na konicu stowa z a™b™, kazdy
bieg skonczy w jednym ze stanéw {4,6,7}. Aby automat zaakceptowal,
musi byé¢ wiecej biegéw w stanach {6, 7} niz biegéw w stanie 4.

Jezyk L nie moze by¢ bezkontekstowy, bo i wtedy przeciecie L z regular-
nym jezykiem byloby bezkontekstowe, a wiadomo, ze {a™b™ : 2" > m+1}
nie jest bezkonstekstowy.

Czy kazdy jezyk generowany przez wyrazenie regularne jest w klasie PTIME?

Odpowiedz. Tak. Skoro wyrazenie regularne mozna przerobi¢ na auto-
mat deterministyczny, to jezyki te mozna rozpoznawaé nawet w czasie
liniowym.

Zalézmy P # NP, bo inaczej zadanie jest oczywiste. Czy istnieje NP-
trudny jezyk rozpoznawany przez niedeterministyczny automat ze stosem?

Odpowiedz. Nie. Algorytm CYK, ktéry byl na wykladzie, pokazuje, ze
kazdy jezyk bezkontekstowym mozna rozpoznawaé w czasie wielomiano-
wym, konkretnie O(n?).
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