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ÐÒÑVÓSÔ�Ô*Õ×Ö'Ø¬ÙYÚPÛYÜÞÝ�ØwßtÑVà[áCØ¬ÑVàwÜ¹ÛYâãØäÜåØ¬ÑjßÞÓVØ¬Ù�Ñ6æ©ç�Ô"àwèêéåÜÞÛÑVÔ"Øwß	Ñjà[áCØ¬ÑVà[Üëà{ìwÔ�ÓãÑVÓSÔ�Ô�â�í
î�ï Ô½Ø¬ß	ÑVà[áCØ¬Ñjà[Ü¸Û�âêØ�éåÜÞÛÑVÔ!áCÔ�áCàwÓSæ�ðÞÔ*ì©ÛYñ�Ô!Ñ ï ØuÑ^Ö�ØwÙYÚPâòØwÓjà[ß	ÜÞðÀØ¿ÑVÓSÔ�Ôwó3ñ ï à©à[âjÛ�ÜÞÝ
Ö ï Ø¬ÑòáCàgì[Ô�ÑVà9áCØwÚwÔIØwñ�ñ�à[Ójð	ÛYÜÞÝ�ÑVà9ÛÑVâêñ�ßÞÓSÓjÔ�Ü?Ñ�â~ÑcØ¬ÑjÔ½ØwÜÞð¸Ñ ï Ô½Ù�àtñ�ØwÙÌÔ�Ü?ì©ÛYÓSà[ÜÞá�Ô�Ü?Ñ
ô Ñ ï ÔmÙXØ¬õ�Ô�Ù3à¬èÌÑ ï Ômñ�ßÞÓjÓSÔ�Ü?Ñ,ÜÞà©ðÞÔ�ØwÜ	ð³Ö ï Ô�Ñ ï Ô�Ó'Ñ ï ÛYâaÜÞà©ðÞÔmÛYâ�ØIÙYÔ*èiÑ�âSà[Ü�ó	Ø½ÓjÛYÝ ï ÑaâjàwÜ�ó
Ñ ï ÔãÓSàtàwÑmà[Ó�Ø�ÙYÔ;Øuècöbí î�ï Ô�Øwß	Ñjà[áCØ¬ÑVà[ÜÀØwñ�ñ�Ô�ç	Ñjâ!Ñ ï Ô¿ÑVÓjÔ�Ô¿Û�è�Û�ÑmÔ�ì[Ô�Ó�ÓSÔ;Øwñ ï Ô�â!à[ÜÞÔ¿àwè
Ñ ï Ô^ðÞÔ�âSÛYÝ[ÜÞØ¬ÑVÔ�ð"Øwñ�ñ�Ô�ç	ÑjÛYÜÞÝ½â~ÑcØ¬ÑjÔ�â�í	÷Åì[Ô�Ü�Ñ ï à[ß	Ý ï ÑVÓSÔ�ÔbÕ`Ö�ØwÙYÚPÛYÜ	Ý�ÖaÔ�ÓjÔòÛYÜ?ÑVÓSàtðÞß	ñ�Ô�ð³ÛYÜ
Ñ ï Ô³Ô;ØwÓSÙ�æLâjÔ�ìwÔ�Ü?ÑVÛ�Ô�âãõ?æ¹Ð ï àøØwÜÞð·ùêÙYÙYáCØwÜ úûÐ,ùòütý�þÿó�ì[Ô�ÓSæëÙYÛ�ÑSÑVÙ�ÔCÛ�âIÚPÜÞàgÖ,ÜFØwõ�àwß	Ñ
Ñ ï Û�â�áCà©ðÞÔ�Ù×í
î�ï ÛYâòâjÛ�ÑjßåØ¬ÑjÛYà[Ü¸ÛYâòð	Û���Ô�ÓjÔ�Ü?Ñ�ÛYÜ Ñ ï Ô¿ñ;Ø¬âjÔ½àwè Ñ ï Ô���ß	âjßåØwÙ���ÑVÓSÔ�ÔãØwß	Ñjà[áCØ¬ÑcØ��ÃõÞÓVØ¬ÜÞñ ï Õ
ÛYÜÞÝ¿ÑjÓjÔ�Ô!ØwßtÑVà[áCØ¬ÑcØ��³Ö ï Û�ñ ï ØwÓSÔ!Ø¿ìwÔ�Ó~æ�Ö�Ô�ÙYÙÌßÞÜÞð	Ô�Ójâ~ÑVà©àtðÃà[õ	�SÔ�ñ�Ñ�í�
aàwÑ ï ÑVàwçtÕ6ðÞàgÖ,Ü
ØwÜÞð9õ3àwÑSÑVà[á¿Õ6ßÞçCÜÞà[ÜÞð	Ô�ÑVÔ�Ójá�ÛYÜÞÛ�âSÑjÛYñêõÞÓVØwÜ	ñ ï ÛYÜÞÝ�ÑVÓjÔ�ÔmØwßtÑVà[áCØ¬ÑcØ!ÓjÔ�ñ�à[Ý[Ü	Û��ÔêÑ ï ÔòâVØwá�Ô
ñ�ÙYØwâjâ^àwèÅÙYØwÜÞÝ[ßåØ¬Ý[Ô�â�í���ØwÜ	Ý[ßåØwÝ[Ô�âòàwè(Ñ ï Û�â^ñ�ÙXØwâSâòØwÓSÔ�ñ�ØwÙYÙ�Ô�ð��������	�����bóåÑ ï Ô�ÜåØwá�Ô!õ3Ô�Û�ÜÞÝ
âjàCñ ï à[âjÔ�Üäõ�Ô�ñ;Øwß	âjÔIÛÑêÔ�Ü��Sàgæ©âmáCØwÜ?æ"ÜÞÛYñ�Ô�çÞÓSà[ç3Ô�ÓSÑjÛYÔ�âêà¬èÅÑ ï Ô!ñ�ÙYØwâjâ^àwèÅÓSÔ�Ý[ß	ÙXØwÓ�Öaà[Ójð
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ÙXØwÜ	Ý[ßåØwÝ[Ô�â�í��6Ü�çåØwÓ~ÑVÛ�ñ�ßÞÙYØwÓ�óuÑ ï Û�âNñ�ÙXØ¬âjâ ÛYâNñ�ÙYà[âSÔ�ð�õPæ¿ØwÙYÙ	Ñ ï Ô,õ�à©à[Ù�Ô;ØwÜ¿à[ç3Ô�ÓjØ¬ÑVÛ�à[ÜÞâ�í î�ï Ô
ðÞÔ�ÑjÔ�ÓSáCÛ�ÜÞÛYâ~ÑVÛYñ9ì¬ØwÓSÛXØwÜ?Ñjâ�à¬èmõÞÓjØwÜÞñ ï Û�ÜÞÝLÑjÓjÔ�Ô¸Øwß	Ñjà[áCØ¬ÑcØøØwÓSÔ¸âSÛYá�ÛYÙXØ¬ÓjÙ�æäÖaÔ�Ù�Ù,ßÞÜÞðÞÔ�Ó~Õ
âSÑjàtà©ð �äðÞÔ�ÑjÔ�Ójá�ÛYÜ	ÛYâSÑjÛYñãõ3àwÑjÑjà[áãÕ`ßÞç�õÞÓVØwÜ	ñ ï ÛYÜÞÝÃÑVÓSÔ�Ô9Ø¬ß	ÑVà[áCØ¬ÑVØ¸ØwÙ�âjàÃÓjÔ�ñ�à[Ý[Ü	Û��Ô³ØwÙYÙ
ÓjÔ�Ý[ßÞÙXØ¬ÓÅÑVÓjÔ�Ô^ÙYØwÜÞÝ[ßÞØwÝ[Ô�â�ówÖ ï Û�ÙYÔ,ðÞÔ�ÑjÔ�ÓSáCÛ�ÜÞÛYâ~ÑVÛYñaÑVà[çtÕ`ðÞàgÖ,Ü³õÞÓjØwÜÞñ ï Û�ÜÞÝ�ÑVÓjÔ�ÔêØwß	ÑVàwá³Ø¬ÑVØ
ÓjÔ�ñ�à[Ý[Ü	Û��Ô!Ø¿âSÑjÓjÛ�ñ�Ñ,âjß	õ�ñ�ÙXØwâSâêà¬è�Ñ ï Ô�ñ�ÙXØ¬âjâ,àwè�ÓjÔ�ÝwßÞÙXØwÓ�ÙYØwÜÞÝ[ßÞØwÝ[Ô�â�í
�`Ñ¿ÛYâIØÀñ�ÙYØwâjâSÛYñ;Ø¬ÙaÓSÔ�âjß	Ù�Ñ½Ñ ï Ø¬Ñ¿Ô*ì[Ô�Ó~æ¹ÙYØwÜÞÝ[ßåØ¬Ý[Ô³ÓSÔ�ñ�àwÝ[ÜÞÛ��Ô�ð õ?æ ØÃÑVÓjÔ�Ô*Õ×Ö'ØwÙ�ÚPÛYÜÞÝäØ¬ßtÕ
ÑVà[áCØ¬Ñjà[Ü"ÛYâ�ÓjÔ�Ý[ßÞÙYØwÓ�í��`ÑêÛ�â^Ø¬ÙYâjàãÚPÜÞàgÖ,Ü¸Ñ ï Ø¬Ñ,Ñ ï à[âjÔ!ÙXØwÜ	Ý[ßåØwÝ[Ô�â,ØwÓjÔ�ñ�ÙYà[âSÔ�ðÃõPæ"Û�Ü?ÑVÔ�Ó�Õ
âjÔ�ñ�ÑVÛ�à[Ü�ØwÜÞð�ßÞÜÞÛ�à[Ü�í��êà{ÖaÔ�ìwÔ�Ó!áCàwâSÑ�àwÑ ï Ô�Ómè�ßÞÜ	ðåØwá�Ô�Ü?ÑcØwÙ��©ß	Ô�âSÑjÛYà[Ü	â�ç3Ô�Ó~ÑcØwÛ�ÜÞÛYÜÞÝCÑVà
ÑVÓSÔ�Ô*Õ×Ö'Ø¬ÙYÚPÛYÜÞÝ�ØwßtÑVà[áCØ¬ÑcØ½ÓSÔ�áCØwÛYÜ�ß	ÜåØwÜÞâ~Ö�Ô�ÓjÔ�ð��
ô ý{ö	�6âêÔ*ì[Ô�ÓSæÃÓjÔ�Ý[ßÞÙXØ¬Ó'ÙXØwÜ	Ý[ßåØwÝ[ÔòÓjÔ�ñ�à[Ý[ÜÞÛ���Ô�ð¸õ?æÃØ½ÑVÓSÔ�Ô*Õ×Ö'Ø¬ÙYÚPÛYÜÞÝ�ØwßtÑVà[áCØ¬ÑVàwÜ�

ô� ö��'ØwÜÃÑjÓjÔ�Ô*Õ`Ö�ØwÙ�Ú©Û�ÜÞÝ�Øwß	Ñjà[á³ØuÑcØIõ3Ô�ðÞÔ�ÑjÔ�Ójá�ÛYÜ	Û��Ô�ð�

ô�� ö	�6â'Ñ ï Ô�ñ�ÙXØwâSâ�àwè�ÙXØwÜÞÝwßåØwÝ[Ô�â'ÓjÔ�ñ�à[Ý[Ü	Û��Ô�ð"õPæCÑVÓSÔ�Ô*Õ×Ö'Ø¬ÙYÚPÛYÜÞÝãØ¬ß	ÑVà[áCØ¬ÑVØIñ�Ù�à[âjÔ�ðÃß	ÜtÕ
ðÞÔ�Ó,ñ�àwáCçÞÙ�Ô�á�Ô�Ü?ÑcØuÑVÛYàwÜ�


�`Ñ�ÛYâNõ3Ô�ÙYÛ�Ô�ìwÔ�ðãÑ ï Ø¬ÑNÑ ï ÔêØwÜÞâ~Ö�Ô�ÓjâaÑjà!ØwÙYÙ	Ñ ï ÓjÔ�Ô��©ß	Ô�âSÑjÛYà[Ü	âaØ¬õ�àgì[Ô^ØwÓSÔêÜ	Ô�Ý?Ø¬ÑjÛ�ìwÔwí î�ï Ô�ÓjÔ
ï Øwâ!õ�Ô�Ô�ÜLá½ßÞñ ï ÓjÔ�ÙYØ¬ÑVÔ�ðLÓSÔ�âSÔ;ØwÓSñ ï ó�Ö ï ÛYñ ï ñ�ØwÜ�õ�Ô�Ójà[ß	Ý ï Ù�æ Ý[ÓjàwßÞç�Ô�ðLÛ�Ü�Ñ6Öaà ñ�Ø¬ÑVÔbÕ
Ý[à[ÓSÛYÔ�â���Ü	à[ÜÞðÞÔ*éåÜåØwõÞÛ�ÙYÛÑ6æ"ÓjÔ�âSßÞÙ�Ñjâòè�à[ÓêÖ�Ô�ØwÚwÔ�ÜÞÔ�ð�áCà©ðÞÔ�ÙYâòà¬èNÑVÓjÔ�Ô*Õ×Ö'ØwÙ�ÚPÛYÜÞÝ³Øwß	ÑVàwá³Ø¬ÑVØ
ú��������	ó 
�à���� � þ�ØwÜÞðÃðÞÔ*éåÜåØwõÞÛ�ÙYÛÑ6æ³ÓSÔ�âjß	Ù�ÑVâ�è�à[Ó,â~ÑVÓjÔ�ÜÞÝwÑ ï Ô�ÜÞÔ�ð á�àtð	Ô�ÙYâ�àwè(ÑjÓjÔ�ÔbÕ`Ö�ØwÙYÚPÛ�ÜÞÝ
Øwß	Ñjà[á³ØuÑcØÃú������	ýwó ÷���� �	ó ÷��,ìC
!���wþ×í î�ï ÔIÑ ï ÓjÔ�Ô"�PßÞÔ�â~ÑVÛ�à[ÜÞâmâ~ÑcØ¬ÑjÔ�ðäØwõ3àgì[Ô¬ó ï àgÖaÔ�ì[Ô�Ó�ó
ï Ø;ì[Ô!ÓjÔ�á³ØwÛ�ÜÞÔ�ð"à[ç3Ô�ÜEí
�6Ü�Ñ ï ÛYâ çåØ¬ç�Ô�Ó ÖaÔ^ØwÜÞâSÖaÔ�Ó#�PßÞÔ�â~ÑVÛYàwÜ � �[ÖaÔêçÞÓjàgì[Ô,Ñ ï Ø¬Ñ Ñ ï Ô�ÓjÔêÔ%$tÛYâ~ÑVâ�Ø!ÙYØwÜÞÝ[ßÞØwÝ[Ô'Ñ ï Ø¬Ñ
ÛYâ�ÓSÔ�ñ�àwÝ[ÜÞÛ��Ô�ðÃõ?æ"ØãÑjÓjÔ�Ô*Õ`Ö�ØwÙ�Ú©Û�ÜÞÝãØwß	Ñjà[áCØ¬ÑVà[ÜEó	õÞß	Ñêõ?æ"ÜÞàãðÞÔ*ÑVÔ�ÓSáCÛ�ÜÞÛYâ~ÑVÛ�ñmà[ÜÞÔ¬í
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�6ÜëÑ ï ÛYâIâSÔ�ñ*ÑVÛYàwÜëÖ�Ô³ðÞÔ�éåÜ	Ô9ÑVÓjÔ�Ô*Õ×Ö'ØwÙ�ÚPÛYÜÞÝ Øwß	ÑVàwá³Ø¬ÑVØ	óÌâjç3Ô�ñ�Û�èiæLà[ßÞÓ�âjÔ�çÞØwÓVØ¬ÑjÛYÜÞÝ¸ÙXØwÜ©Õ
Ý[ßåØwÝwÔ½ØwÜÞð¸çÞÓjàgìwÔ½Û�Ñ^ÛYâêÓjÔ�ñ�à[Ý[Ü	Û��Ô�ðÀõ?æÀØCÜÞà[ÜÞðÞÔ*ÑVÔ�Ójá�ÛYÜÞÛ�âSÑVÛ�ñ�ÑVÓjÔ�Ô*Õ×Ö'ØwÙ�ÚPÛYÜÞÝ³Øwß	ÑVàwá³ØuÕ
ÑVà[ÜEí

A�É)(?/1Ï6¹Ï1Ç4-ÞÉuÏ�(?<

î�ï Ô^ÑjÓjÔ�Ô�â�ÖaÔòðÞÔ�ØwÙ:Ö,Û�Ñ ï ÛYÜ�Ñ ï Û�âaçåØ¬ç�Ô�Ó'ØwÓSÔêéåÜ	Û�ÑVÔ¬óPõÞÛYÜåØ¬ÓSæ¿ÑVÓSÔ�Ô�â'ÙXØwõ3Ô�Ù�Ô�ð�õ?æ³Ø�Ý[Û�ìwÔ�Ü
éåÜÞÛÑVÔ�ØwÙ�ç ï Øwõ3Ô�Ñ

Σ
í(Ð

Σ BDC �@���"Û�â½ØÀáCØwçÞçÞÛ�ÜÞÝ¸è�ÓSà[á N ⊆ {0, 1}∗
Ñjà

Σ
ó�Ö ï Ô�ÓjÔ

NÛYâ�Ø¸éåÜÞÛÑVÔ¬ó�Ü	à[ÜÞÔ�á�ç	Ñ6æwó�çÞÓSÔ�é�$PÕ`ñ�ÙYàwâjÔ�ðëâjÔ�Ñ½âjßÞñ ï Ñ ï Ø¬Ñ!è�à[ÓIØ¬ÜPæ
v ∈ N

ó
v0 ∈ N

Û��
v1 ∈ N

í[÷ Ù�Ô�á�Ô�Ü?ÑVâNà¬è
N
Ø¬ÓjÔ�ñ;Ø¬ÙYÙYÔ�ð	E�FHG	�JI,àwè:Ñ ï Ô'ÑVÓSÔ�Ôwí î�ï Ô,á³ØK$tÛ�á³ØwÙPÔ�ÙYÔ�á�Ô�Ü?Ñjâ ØwÓjÔ

ñ;ØwÙ�ÙYÔ�ð �� � L��JI*ó©Ñ ï Ô!á�ÛYÜÞÛ�á³ØwÙ:Ô�ÙYÔ�á�Ô�Ü?Ñ
ε
Û�â�ñ;ØwÙ�ÙYÔ�ð"Ñ ï Ô��MF9F C í:÷Åì[Ô�ÓSæ"ÜÞà©ðÞÔ v

àwèNØ½ÑVÓSÔ�Ô
t
ï ØwâêØ C�NJO �!õ�Ô�ÙYà[ÜÞÝwÛYÜÞÝIÑjà Types = {o, l, r} × {f, l}

Ö ï Ô�ÓSÔ!Ñ ï ÔméåÓjâ~Ñêñ�à[á�ç�àwÜÞÔ�Ü?Ñ
âVØ;æ©â!Ö ï Ô�Ñ ï Ô�Ó�Ñ ï ÔãÜÞà©ðÞÔãÛYâmÑ ï ÔãÓ Ê àwÑ;ó�Ø / Ô�èiÑ�âSà[ÜLàwÓ�Ø É ÛYÝ ï Ñmâjà[Ü�ó�ØwÜ	ðøÑ ï ÔãâjÔ�ñ�à[ÜÞð

�



ñ�à[á�ç3à[ÜÞÔ�Ü?Ñ âjØgæ©â Ö ï Ô�Ñ ï Ô�ÓNÑ ï Ô�ÜÞà©ðÞÔ,ÛYâNØ / Ô;Ø¬è3à[ÓÅÑ ï Ô��6Ø¬Ñ ï Ô�Ó àwè3âjàwáCÔ�àwÑ ï Ô�ÓNÜ	àtðÞÔ¬í?Ð
G�� �@��� C � FKEøÛYâ^ØwÜ¸Ô�ÙYÔ�áCÔ�Ü?ÑmÛYÜ Dir = {↑, ε, 0, 1}

ó3Ö ï Ô�ÓjÔ
↑
âSÑVØwÜÞðÞâ^è�à[Ó�� ßÞç	�ó

ε
âSÑcØ¬ÜÞðÞâ

è�à[Ó
� âSÑcØ;æ��ó
0
â~ÑcØwÜ	ðÞâêè�àwÓ
� ðÞàgÖ,ÜÃÙYÔ*èiÑ��åØwÜ	ð

1
è�à[Ó
� ðÞàgÖ,Ü¸ÓSÛYÝ ï Ñ��í

� (��(Ç�Ï�È{Ï�Ê3Ç &�� ô ÜÞà[ÜÞðÞÔ*ÑVÔ�Ójá�ÛYÜÞÛ�âSÑVÛ�ñgö�ÑVÓjÔ�Ô*Õ×Ö'ØwÙ�ÚPÛYÜÞÝøØwßtÑVà[áCØ¬ÑVàwÜ�� I � C � O �� A =
(Q, Σ, I, F, δ) ����� �*�@� Q

� I �
��E�� C � I(� C F��ëâSÑcØuÑVÔ�â � I, F ⊆ Q
����� C�� ��ÛYÜÞÛÑVÛXØ¬Ù � E GØwñ�ñ�Ô�ç	ÑjÛYÜÞÝ I C � C �JI � � E G δ

� I C�� �IÑVÓjØwÜÞâjÛÑVÛ�à[Ü9ÓjÔ�ÙXØ¬ÑjÛYà[Ü F�� C�� ��� F��! 

δ ⊆ Q × Types × Σ × Q × Dir .

�6ÜøØCÑVÓSÔ�Ô¬óÌØ"�JFKE��J���	� � C � FKE�ÛYâ�Ø³çÞØwÛYÓ^àwè�Ø³ÜÞà©ðÞÔ¿ØwÜ	ðøØ³âSÑVØ¬ÑVÔ¬í �6ÜøØ³Ý[Ûì[Ô�Üäñ�à[Ü	éåÝwßtÕÓVØ¬ÑjÛYà[ÜEótÑ ï Ô�Øwß	ÑVàwá³Ø¬Ñjà[Ü�ÙYà©à[ÚPâ�Ø¬Ñ,ÛÑVâ�ñ�ßÞÓjÓSÔ�Ü?ÑêâSÑcØuÑVÔwóÞÑ ï ÔmÑ6æ©ç�Ô�àwè�Ñ ï Ô�ñ�ßÞÓSÓjÔ�Ü?Ñ^ÜÞà©ðÞÔ
ØwÜÞð½ÛÑVâ�ÙXØwõ3Ô�Ù$#uÛÑ�Ñ ï Ô�Ü¿ç	ÛYñcÚPâ ��Øwñ�ñ�à[ÓSðÞÛYÜ	ÝòÑVà

δ
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(p, t, a, p, d)
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t ∈ {o, l, r} × {f}
ØwÜ	ð
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(p, t, b, q, ε)
è�à[Ó,ØwÜ?æ

t ∈ Types;

(q, t, x, q, ↑)
è�à[Ó,ØwÜ?æ

t ∈ {l, r} × {f, l}, x ∈ {a, b} .
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(p, t, a, p, 0)
è�à[Ó,ØwÜ?æ

t ∈ {o, l, r} × {f};

(p, t, a, q, ε)
è�à[Ó,ØwÜ?æ

t ∈ {o, l, r} × {l};

(q, t, a, p′, ↑)
è�à[Ó,Ø¬ÜPæ

t ∈ {l, r} × {f, l};

(p′, t, a, p, 1)
è�àwÓ,ØwÜ?æ

t ∈ {o, l, r} × {f};

(p, t, b, r, ε)
è�àwÓ,ØwÜ?æ

t ∈ Types;

(r, t, x, r, ↑)
è�àwÓ,ØwÜ?æ

t ∈ {l, r} × {f, l}
ØwÜÞð

x ∈ {a, b} .
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Ñ ï ÔCàwÑ ï Ô�Ó ï ØwÜÞð�ó�Û�è'ØÃÑjÓjÔ�ÔCÛYâ�Ö�Ô�ÙYÙ»Õ`è�à[ÓSáCÔ�ð�õ	ß	Ñ½ðÞà©Ô�â�ÜÞàwÑ�õ�Ô�ÙYà[Ü	ÝÃÑjà
L
ó�è�àwÓ�Ô*ì[Ô�Ó~æ

ØwÜÞñ�Ô�âSÑjà[Ó
v
àwè�Ñ ï Ô�ÓSÛYÝ ï ÑVá�à[â~Ñ

a
óÞÑ ï Ô�ÓjÔ!ØwÓSÔ!Ô�Û�Ñ ï Ô�Ó�à[Ü	Ô!àwÓ'Ñ ï ÓSÔ�Ô

a
� â�ÑVà¿Ñ ï Ô�ÓjÛYÝ ï Ñ,à¬è

Ñ ï Ô�Ù�Ô�èiÑVá�à[â~Ñ�ÙYÔ�Ø¬è(õ3Ô�Ù�àgÖ
v
í

�

� A -tÈ;È9(PÉuÇ <

�6ÜCÑ ï ÛYâ�âjÔ�ñ�ÑVÛ�à[Ü�ó?ÖaÔòÛYÜ?ÑjÓjà©ðÞßÞñ�Ô,Ñ ï Ô^Ú¬Ô�æ�ÑVÔ�ñ ï ÜÞÛYñ�ØwÙ:ñ�à[ÜÞñ�Ô�ç	Ñ�àwè�çÞØ¬ÑjÑjÔ�ÓjÜ	â'ØwÜÞðCà[ß	ÑjÙYÛYÜ	Ô
ï àgÖ Ñ ï Ô*æ ñ�ØwÜÀõ3ÔIßÞâSÔ�ðÀÑjà³â ï à{Ö Ñ ï Ø¬ÑmÜ	à³ðÞÔ*ÑVÔ�ÓSáCÛ�ÜÞÛYâ~ÑVÛ�ñ�ÑjÓjÔ�Ô*Õ`Ö�ØwÙ�Ú©Û�ÜÞÝ9Ø¬ß	ÑVà[áCØ¬Ñjà[Ü
ÓjÔ�ñ�à[Ý[Ü	Û��Ô�â

L
íPÐpñ�à[ÜÞñ�Ô�ç	Ñ�âjÛYá�ÛYÙYØwÓ�ÑjàIà[ß	ÓaçåØuÑjÑVÔ�ÓjÜÞâ Ö�Øwâ�ßÞâSÔ�ð9Û�Ü ú 
 ���?üuþ:ÑVàIØwÜåØwÙæ ��Ô

Øwß	Ñjà[á³ØuÑcØ½à[ÜÃØ¿Ñ6Ö�à¬Õ`ðÞÛYá�Ô�Ü	âjÛYàwÜåØwÙ�ÑVØwç3Ôwí
4åÓjà[á ÜÞàgÖ à[Ü"Ö�Ô�é�$"Ø�ðÞÔ*ÑVÔ�Ójá�ÛYÜÞÛ�âSÑVÛ�ñ^ÑjÓjÔ�ÔbÕ`Ö�ØwÙYÚPÛ�ÜÞÝ�Øwß	ÑVàwá³Ø¬Ñjà[Ü

A = (Q, {qI}, F, δ) .

+ëÔ�Ö,Û�ÙYÙEç	Ójàgì[Ô�Ñ ï ØuÑ
A
ðÞà©Ô�â,ÜÞà¬Ñ^ÓSÔ�ñ�à[Ý[ÜÞÛ���ÔmÑ ï Ô!ÙYØwÜÞÝ[ßÞØwÝ[Ô

L
í

A -	È;È (©ÉuÇ;< -åÇ�Ë >;-	È;È (©ÉuÇ (
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Ð O � C�C �*� E ∆
Û�âmØ

{B, ∗}
Õ×ÑVÓSÔ�Ô�Ö ï Ô�ÓjÔ�Ñ ï Ô½â~æ©á½õ�àwÙ

∗
Û�â^ß	âjÔ�ðäâSà[ÙYÔ�Ù�æÃÛYÜÃÑ ï ÔIÙYÔ;Ø;ìwÔ�â�í

4åà[ÓNÑVÔ�ñ ï ÜÞÛYñ�ØwÙ:ÓjÔ;Ø¬âjà[ÜÞâ�ó©ÖaÔòÓSÔH�PßÞÛ�ÓjÔ,Ñ ï ÔêÙYÔ�ØgìwÔ�âaÙXØwõ3Ô�Ù�Ô�ðãÖ,Û�Ñ ï
∗
Ñjà�õ3ÔêÙYÔ�èiÑ�âSà[ÜÞâ�í î�ï Ô

i
Õ×Ñ ï

∗
Õ6ÙYØwõ�Ô�ÙYÔ�ðÃÙ�Ô;Ø¬è ô ÜPßÞáIõ�Ô�ÓjÔ�ð¸è�Ójà[áÒÙ�Ô�èiÑ�Ñjà³ÓjÛ�Ý ï Ñ;óÞâ~ÑcØwÓ~ÑVÛ�ÜÞÝ�Ö,ÛÑ ï

0
ö'ÛYâ,ñ;Ø¬ÙYÙYÔ�ð�Ñ ï Ô

i
Õ×Ñ ï Õ� �� � ��� O F�� C í���F�� C ε

Û�â�Ñ ï Ô�Ójà©àwÑ;í î�ï Ô ���(� CN àwè�Ñ ï Ô�çåØ¬ÑSÑVÔ�ÓSÜ Û�â,Ñ ï ÔIÜPßÞáIõ�Ô�Ó^àwèÙYÔ�Ø¬è(ç3à[Ó~ÑVâ�í +ëÔ�ßÞâSÔ���Ø¬Ñ n ÑjàCð	Ô�ÜÞàwÑjÔ�Ñ ï Ô�âjÔ*Ñêàwè n Õ�ØwÓ~æ�çåØ¬ÑSÑVÔ�ÓjÜÞâ�í

�



� Ûì[Ô�Ü Ø¬Ü
n
Õ�ØwÓ~æ çåØuÑjÑVÔ�ÓjÜ

∆
ØwÜ	ð

n
çåØuÑjÑVÔ�ÓjÜÞâ

∆0, . . . , ∆n−1

ómÑ ï Ô �JF  O F9I!� C � FKE
∆[∆0, . . . , ∆n−1]

ÛYâ�à[õ	ÑVØwÛYÜÞÔ�ðäè�Ójà[á
∆
õPæøâSÛYá½ß	Ù�ÑcØ¬ÜÞÔ�à[ß	âjÙ�æ âjßÞõ	âSÑVÛÑVß	ÑjÛYÜÞÝ"Ô�Øwñ ï

∆iè�à[ÓÅÑ ï Ô
i
Õ`Ñ ï ç3à[Ó~Ñ;í +LÔ,á³Ø;æIßÞâjÔ

∗
ÛYÜÞâ~ÑVÔ�ØwðãàwèEâSà[á�Ô�âjßÞõÞâ~ÑVÛÑVß	ÑjÔ�ð�çåØ¬ÑjÑjÔ�ÓSÜÞâ ÛYÜ�Ø�ñ�à[á¿Õ

ç�àwâjÛ�ÑjÛYà[ÜEó Ñ ï ÔÀÛ�ÜPÑjÔ�ÜÞð	Ô�ð/áCÔ�ØwÜÞÛ�ÜÞÝëõ3Ô�Û�ÜÞÝëÑ ï Ø¬Ñ9Ñ ï ÔÀñ�à[ÓSÓjÔ�âjç3à[ÜÞðÞÛ�ÜÞÝ¹ç3à[ÓSÑjâ9ÓjÔ�á³ØwÛ�Ü
ßÞÜ?ÑVà[ß	ñ ï Ô�ð�í%+ ï Ô�Ü9ØwÙYÙ

∆i

�ûâ'ØwÓSÔ
∗
õÞß	Ñaè�à[Ó

∆k

Ö�Ô^âjÛYá�çÞÙæ½Ö,ÓjÛÑVÔ
∆[∆k/k]

í*�`è
∆
Û�â�Ø

ßÞÜåØwÓ~æ�çåØ¬ÑjÑjÔ�ÓSÜ�ó©ÖaÔ^Ö,ÓSÛ�ÑjÔ
∆ ·∆′

Û�ÜÞâSÑjÔ;Øwð9à¬è
∆[∆′]

í � Û�ìwÔ�Ü³Ø�âjÔ*Ñ
P
àwèÌçÞØ¬ÑjÑjÔ�ÓjÜ	â�ótÖaÔ

ðÞÔ�Ü	àwÑVÔ�õPæ
C(P )

Ñ ï ÔIÙ�Ô;Øwâ~ÑòâSÔ�Ñmà¬èNçåØ¬ÑSÑVÔ�ÓSÜÞâòÑ ï Ø¬Ñ^ñ�à[Ü?ÑcØ¬ÛYÜÞâ
P
ØwÜÞðÀÛ�â^ñ�ÙYà[âSÔ�ðÀß	ÜÞðÞÔ�Ó

ñ�à[á�ç3à[âjÛÑVÛYàwÜ�í
� (��(Ç�Ï�È{Ï�Ê3Ç���� � �IØwß	Ñjà[áCØ¬ÑVà[Ü � â'ÑjÓVØwÜÞâSÛ�ÑjÛYà[Ü�ÓSÔ�ÙXØuÑVÛYàwÜ�à{ìwÔ�ÓêØwÜ n

Õ6ØwÓSæ³çåØ¬ÑjÑjÔ�ÓSÜ
∆ �

δ∆ ⊆ Q × {ε, 0, . . . , n − 1} × Q × {ε, 0, . . . , n − 1} ,

�JFKE C ��� E�I � C � O �� (q, i, r, j)
� � C�� � ��� C F  � C FKE � � E��?F �_�MF  I C � C � q

� E O F�� C i C FI C � C � r
� E O F�� C j ��� � C�� F�� C L � I!� C � E	�c� E N O F�� C ��� FKE	� C�� � � � N ���8F��@�JFKL��*� � C�� � O F�� C I���@� C �@� � C ��G3�KI � � L � E	� C�N O � (l, f) � � � � ��E�FKE B �� � � ���� C I9FKE�I �

î�ï Ô�ÙXØwâ~Ñ�ñ�ÙYØwßÞâSÔ�ÛYÜ9Ñ ï Ô�Øwõ�àgìwÔ!ð	Ô�éåÜÞÛÑVÛ�à[Ü�ÛYâ'ç3à[â~ÑVßÞÙYØ¬ÑVÔ�ðÃÛ�Ü�à[Ójð	Ô�Ó'ÑVà¿áCØwÚ¬Ô�ñ�à[á�ç�àuÕ
âjÛÑVÛYàwÜ³Ö�àwÓjÚ:í0�6Ü"çåØwÓSÑjÛYñ�ßÞÙXØwÓ�Ñ ï Ô�ç3à[Ó~Ñ

ε
Û�â'ÜÞàwÑ,âSÔ�Ô�Ü Øwâ'Ñ ï Ô�Ójà©àwÑ'ØwÜÞð�Ñ ï Ô�Ù�Ô;Ø¬è�ç3à[ÓSÑjâ

ØwÓjÔ�ÜÞà¬Ñ,âjÔ�Ô�ÜÀØwâ,Ù�Ô;Ø;ì[Ô�â�í
4åÓjà[á$Ñ ï Ô!ç�à[Û�Ü?Ñ^à¬è(ì©ÛYÔ*Ö àwèÅÑ ï ÔIØ¬ß	ÑVà[áCØ¬Ñjà[Ü�ó	Ñ ï Ô!ÑjÓVØwÜ	âjÛ�ÑjÛYà[Ü"ÓSÔ�ÙXØuÑVÛYàwÜÃâSßÞá�â^ßÞç ØwÙYÙ
ÛYá�ç�àwÓSÑcØ¬ÜPÑ^çÞÓSà[ç�Ô�ÓSÑjÛYÔ�â^àwèNÑ ï Ô½çåØ¬ÑSÑVÔ�ÓSÜøØwÜÞð ÖaÔ¿ñ�àwÜÞâjÛ�ðÞÔ�ÓòÑ6Öaà�çåØ¬ÑSÑVÔ�ÓjÜÞâmÔ��PßÞÛ�ì¬ØwÙ�Ô�Ü?Ñ
Û�è�Ñ ï Ô�æCÛYÜ	ðÞßÞñ�ÔêÑ ï ÔòâVØwá�ÔòÓSÔ�ÙXØuÑVÛYàwÜ�í��¸à[ÓSÔmçÞÓjÔ�ñ�Û�âjÔ�Ùæ[óPè�à[Ó Ñ6Ö�à¿çåØuÑjÑVÔ�ÓjÜÞâ

∆
Ø¬ÜÞð

∆′
àwè

âVØwá�Ô�ØwÓSÛ�Ñ6æ[ótÖ�Ô�Ö,ÓjÛÑVÔ

∆ ' ∆′
Û��

δ∆ = δ∆′ .

î�ï ÔÃÔ�âjâSÔ�ÜÞñ�ÔÀàwè^Ñ ï Û�â�Ô��PßÞÛ�ì¬ØwÙ�Ô�ÜÞñ�Ô¸Û�âãÑ ï Ø¬Ñ�Û�èòà[ÜÞÔ"ÓjÔ�çÞÙXØ¬ñ�Ô�âCØøâjßÞõtÕ`çåØ¬ÑSÑVÔ�ÓSÜ õ?æ ØwÜ
ÔH�PßÞÛìwØ¬ÙYÔ�Ü?Ñ�àwÜÞÔwó©Ñ ï Ô�Ø¬ß	ÑVà[áCØ¬Ñjà[Ü³Û�â'ßÞÜåØwõ	ÙYÔ^Ñjà¿âjÔ�ÔmÑ ï Ômð	Û���Ô�ÓjÔ�ÜÞñ�Ô¬í î�ï Û�â'ÛYâaâjßÞá�á³Ø{Õ
ÓjÛ���Ô�ð"õ?æ�Ñ ï Ô�è�àwÙYÙYàgÖ,Û�ÜÞÝIè1Øwñ*Ñ �
��-åÎwÈ	� � � � �@�*��� C � FKE '

� I�� �JFKE	���_� �%E ��� � � C�� �@�JI O ��� C�C F O � CC �*� E �JF  O F9I!� C � FKE��
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�6Ü à[ÓSðÞÔ�Ó�ÑjàCçÞÓSàgì[Ô�Ñ ï Ø¬Ñ
A
ñ;ØwÜÞÜ	àwÑòÓSÔ�ñ�à[Ý[ÜÞÛ���Ô

L
ó:ÖaÔ�Ö,ÛYÙYÙEçÞÓjà©ðÞßÞñ�Ô!Ñ ï ÓjÔ�Ô�çåØuÑjÑVÔ�ÓjÜÞâ��

ØCÜPßÞÙ�ÙXØwÓ~æ"çåØ¬ÑjÑjÔ�ÓSÜ
∆0

óEØ�ßÞÜåØwÓ~æÃçåØ¬ÑjÑjÔ�ÓSÜ
∆1

ØwÜÞð ØCõÞÛ�ÜåØwÓSæ"çÞØ¬ÑjÑjÔ�ÓjÜ
∆2

í�+LÔ�Ñ ï Ô�Ü
çÞÓjàgìwÔ!Ñ ï Ø¬Ñ,ñ�àwáCç3à[âjÛÑVÛ�à[ÜÞâ�à¬è�Ñ ï Ô�âSÔ�çåØuÑjÑVÔ�ÓjÜÞâ,âjØ¬ÑVÛ�âSèiæ�âSÔ�ì[Ô�ÓVØwÙ�ðÞÔ�âjÛ�ÓVØwõÞÙ�Ô�çÞÓjàwç�Ô�ÓSÑVÛ�Ô�â�í
�6Ü¸çÞØwÓSÑjÛYñ�ß	ÙXØwÓ�ótÑ ï Ô�è�àwÙYÙYàgÖ,Û�ÜÞÝIÔ��©ß	Û�ì¬ØwÙYÔ�ÜÞñ�Ô ï àwÙYðÞâ��

∆2[∗, ∆2] ' ∆2[∆2, ∗] .
ô ý{ö

�òØ;ì©ÛYÜÞÝ,Ñ ï ÛYâ�ÔH�PßÞÛìwØ¬ÙYÔ�Ü	ñ�Ôwó{çÞÓSàgìtÛ�ÜÞÝ,Ñ ï Ø¬Ñ
A
ðÞàtÔ�â�Ü	àwÑ(ÓSÔ�ñ�à[Ý[ÜÞÛ���Ô

L
õ�Ô�ñ�à[á�Ô�â�Ø,âjÛYá�çÞÙ�Ô

á³ØuÑjÑVÔ�Ó�í ��à[ÜÞâSÛYðÞÔ�ÓNØ^ñ�à[Ü?ÑVÔ $tÑNÖ ï Ô�ÓjÔ'Ø
B
Õ6ÙYØwõ3Ô�ÙYÔ�ð!ÑjÓjÔ�Ô'ÛYâ�Ø¬ÑSÑcØwñ ï Ô�ð½ÑVàòÑ ï Ô�ÓSàtà¬Ñ(ç3à[ÓSÑ�ó

�



ØwÜÞð�ÑVàÃÔ;Øwñ ï ÙYÔ;Øuè'ç3à[ÓSÑ!ÛYâ!Ø¬ÑSÑcØwñ ï Ô�ð¹Ø�ÑVÓSÔ�ÔãÖ,Û�Ñ ï Ô $ÞØ¬ñ�ÑVÙæøà[ÜÞÔ
a
í4�`è�ÖaÔ³ÛYÜ	âjÔ�Ó~Ñ�Ñ ï Ô

ÙYÔ*èiÑ�çåØ¬ÑSÑVÔ�ÓSÜÃè�ÓSà[á ô ý{ö�ÛYÜ?ÑjàãÑ ï ÛYâ�ñ�à[Ü?ÑVÔ $©Ñ;óåÖ�Ô�à[õtÑcØwÛ�Ü¸Ø½ÑjÓjÔ�Ô�Û�Ü
L
ó:Ø¬ÜÞð"Û�è�Ö�Ô!ÛYÜ	âjÔ�Ó~Ñ

Ñ ï Ô�ÓSÛYÝ ï Ñ�çåØ¬ÑjÑjÔ�ÓSÜ�ótÖaÔ�à[õ	ÑcØ¬ÛYÜ�ØIÑjÓjÔ�Ôòà[ß	ÑVâSÛYðÞÔ
L
í��^àgÖ�Ô*ì[Ô�Ó�ó:âjÛ�ÜÞñ�ÔòÑ ï Ô�çåØ¬ÑSÑVÔ�ÓjÜÞâ,ØwÓSÔ

ÔH�PßÞÛìwØ¬ÙYÔ�Ü?Ñ�ó�Ñ ï Ô�Øwß	Ñjà[áCØ¬ÑVà[Ü
L
ñ�ØwÜÞÜÞà¬Ñ¿ðÞÛYâ~ÑVÛ�ÜÞÝ[ßÞÛ�â ï Ñ ï Ô³Ñ6ÖaàäÓjÔ�âjßÞÙÑVÛYÜ	Ý¸ÑVÓSÔ�Ô�âãØwÜÞð

Ö,ÛYÙ�ÙEÔ�ÛÑ ï Ô�ÓêØwñ�ñ�Ô�ç	Ñêõ3àwÑ ï à[Ó�ÓSÔX�SÔ�ñ*Ñòõ3àwÑ ï ó ï Ô�ÜÞñ�Ô
A
ð	àtÔ�âêÜ	àwÑ,ÓjÔ�ñ�à[Ý[Ü	Û��Ô

L
í

�tÛYÜ	ñ�Ô9Ñ ï Ô�ðÞÔ�ÑjÔ�Ójá�ÛYÜ	ÛYâSÑjÛYñ³Øwß	ÑVàwá³Ø¬Ñjà[Ü
A
Ö�Øwâ¿ñ ï à[âSÔ�Ü ØwÓjõÞÛÑVÓjØwÓjÛ�Ù�æ[ó�ÛÑ½è�à[ÙYÙ�àgÖ,â�Ñ ï Ø¬Ñ

L 6∈
- î +äÐ¿í î à[Ý[Ô�Ñ ï Ô�Ó�Ö,ÛÑ ï �ÌÔ�á�á³Ø � óÞÖaÔ�à[õ	ÑVØwÛYÜ�Ñ ï ÛYâ�çåØwç3Ô�Ó � â,ñ�à[Ü?ÑVÓjÛ�õÞß	ÑjÛYà[Ü �

' :4(PÊ3É)(?6 ��� � � �*���KIJI�� ��� � � I I C �(�*� C � N � E �*�G��G	��G � E C�� �)�*���KIJI ��� � �

�`Ñ9ÓSÔ�áCØwÛYÜÞâ¿Ñjà¹ñ�à[Ü	âSÑVÓSßÞñ�ÑCÑ ï Ô¸çåØ¬ÑSÑVÔ�ÓSÜÞâ
∆0

ó
∆1

ØwÜÞð
∆2

óNÖ ï Û�ñ ï Ö�Ô ðÞàëÛ�Ü �tÔ�ñ*Õ
ÑVÛ�à[Ü � #�ØwÜÞð¸Ñ ï Ô�ÜÀâSÑjßÞð	æ¸çÞÓjà[ç3Ô�Ó~ÑVÛ�Ô�âòà¬èÅÑ ï àwâjÔ½çåØuÑjÑVÔ�ÓjÜÞâ^ßÞâjÛ�ÜÞÝ³Ñ ï ÔIðÞÔ*ÑVÔ�Ójá�ÛYÜÞÛ�âjá àwè
A
óÅÖ ï ÛYñ ï Ö�ÔÃðÞà�ÛYÜ �tÔ�ñ�ÑVÛ�à[Ü � í î�ï Ô ñ�ßÞÙYá�ÛYÜÞØ¬ÑVÛ�à[Ü¹àwèêÑ ï Û�âãâSÑVß	ð	æFÛYâ��ÌÔ�á�á³Ø ý9�tó
Ö ï ÛYñ ï Ô�âSÑVØwõÞÙ�ÛYâ ï Ô�â�Ñ ï Ô�Ô��©ß	Û�ì¬ØwÙYÔ�ÜÞñ�Ô ô ý{ö*í

� 6"-0<�ÏÿÎ�> -tÈ;È9(PÉuÇ <

�6ÜÀÑ ï Û�âòâSÔ�ñ�ÑjÛYà[ÜEó�ÖaÔ¿ðÞÔ�éåÜ	Ô½Ñ ï Ô½çÞØ¬ÑjÑjÔ�ÓjÜ	â
∆0

ó
∆1

ØwÜÞð
∆2

ØwÜÞðäç	Ójàgì[Ô¿õåØ¬âjÛYñ�çÞÓjàwçtÕ
Ô�Ó~ÑVÛYÔ�â,ÓjÔ�ÙYØ¬ÑVÔ�ð�ÑVà¿Ñ ï Ô�ÛYÓ�ñ�à[áCç3à[âSÛ�ÑVÛ�à[Ü�ó©ÜåØwá�Ô�Ùæ3�ÌÔ�á�á³Ø¬â �	ó��ãØwÜÞð�ý9�	í
+ëÔ,Ö,ÛYÙ�ÙÞßÞâSÔòØ�ÓjÔ�âjßÞÙÑ�ñ�à[ÜÞñ�Ô�ÓjÜÞÛ�ÜÞÝ�éåÜÞÛ�ÑjÔ,âjÔ�á�ÛYÝwÓjà[ßÞç	â�í��,Ô�ñ;Ø¬ÙYÙÞÑ ï Ø¬ÑaØ I(�! )�����MF�� O ÛYâ�ØâjÔ*Ñ^Ñjà[Ý[Ô�Ñ ï Ô�Ó,Ö,Û�Ñ ï Ø¬Ü ØwâSâjà©ñ�ÛYØ¬ÑVÛì[Ô�õÞÛYÜÞØwÓSæ�àwç�Ô�ÓVØ¬ÑjÛYà[Ü�ótÖ ï ÛYñ ï Ö�Ô!Ö,ÓjÛÑVÔ�á½ßÞÙÑVÛYç	ÙYÛYñ�ØuÕ
ÑVÛì[Ô�Ùæ ï Ô�ÓSÔwí î�ï Ô³è�à[Ù�ÙYàgÖ,ÛYÜÞÝÃñ;Ø¬Ü¹õ�ÔCÔ;ØwâSÛYÙæøâ ï àgÖ,Ü ßÞâSÛYÜÞÝ � ÓjÔ�Ô�ÜÞÔ � âIÓjÔ�ÙYØ¬ÑVÛ�à[ÜÞâ ô âSÔ�Ô
ú��êàgÖ � �¬þ'è�à[Ó½ØwÜ·ÛYÜ?ÑVÓSàtðÞß	ñ�ÑVàwÓSæëÑjÔ%$©Ñbö(#(è�à[Ó½ñ�à[á�çÞÙYÔ*ÑVÔ�Ü	Ô�âjâ ï àgÖaÔ�ìwÔ�ÓãÖ�Ô"çÞÓSà{ì©Û�ðÞÔ"ØwÜ
Ô�Ù�Ô�á�Ô�Ü?ÑcØwÓ~æ�çÞÓSàtàwè�àwè�Ñ ï Ô!ÓSÔ�âSßÞÙ�Ñ�í
� (?6@68-��
	 F��Z�%L��*� N ��E�� C � I(�! )�����MF�� O S

� E G � E N u, v ∈ S ��C�� �*�@�'��� � I C u′, v′ ∈ SI*� � � C�� � C C�� ���*��! c�%E C I U = u·u′
� E G

V = v·v′
I-� C � I�� N C�� ��� F�� � F � � E	�c��-�C� C � FKE�I��

U = U ·U = U ·V
� E G

V = V ·U = V ·V .

A�É{Ê�Ê � 4:àwÓ
s ∈ S

ó:Ö�Ô�Ö,ÓjÛ�ÑjÔ
Ss
è�à[Ó,Ñ ï Ô�âjÔ*ÑmàwèNÔ�ÙYÔ�áCÔ�ÜPÑjâòàwèNÑ ï Ô�è�àwÓjá

t · s
ó:Ö,Û�Ñ ï

t ∈ S
í:ÐòÜÀÔ�ÙYÔ�áCÔ�ÜPÑ

s
àwè

S
Û�â^âjØwÛYð"��G	�! O F C �%E C Ûè s·s = s

í��`èNÖ�Ô!é�$
N
Ñjà9õ3Ô!Ñ ï Ô

è1Øwñ�Ñjà[ÓjÛYØwÙEà¬è
|S|
óåØ¿ñ�ÙYØwâjâSÛYñ;Ø¬Ù�ÓjÔ�âjßÞÙÑ,âSÑcØuÑVÔ�â,Ñ ï Ø¬Ñ�è�à[Ó,ØwÜ?æ

s ∈ S
ó
sN
Û�â�ÛYðÞÔ�áCç3àwÑjÔ�Ü?Ñ;í

��à[ÜÞâSÛYðÞÔ�ÓêÜ	à{ÖpÑ ï Ô
si

�ûâêØwÜÞð
ti
�ûâ,ðÞÔ�éåÜ	Ô�ð Û�ÜÞðÞßÞñ*ÑVÛì[Ô�Ùæ"Øwâ'è�à[Ù�ÙYàgÖ,âH�

s1 := uN , ti := (v ·si)
N ,

ØwÜÞð
si+1 := (u·ti)

N .

��ÙYÔ�ØwÓjÙæCÔ*ì[Ô�ÓSæ
si

Û�â'àwèÌÑ ï Ôòè�à[ÓSá
u·u′
è�à[Óaâjà[á�Ô

u′
ØwÜÞð³Ô�ì[Ô�ÓSæ

ti
ÛYâ�à¬è�Ñ ï Ôòè�à[ÓSá

v·v′è�à[Ó�âjàwáCÔ
v′
í �Ãà[ÓjÔ�à{ìwÔ�Ó�ó:è�àwÓ,ØwÜ?æ

i < j
ÖaÔ ï Ø;ì[Ô

sj, tj ∈ Sti ∩ Ssi .

ü



�tÛYÜ	ñ�Ô
S
ÛYâaéåÜÞÛ�ÑjÔwóPè�à[Ó�âSà[á�ÔmÛYÜ?ÑVÔ�Ý[Ô�ÓSâ

n < m
õ3àwÑ ï

sn = sm

ØwÜÞð
tn = tm

ï à[Ù�ð�í ��Ô*Ñ
ßÞâòé�$

U = sn

Ø¬ÜÞð
V = tn

í 
aæ¸ñ�à[ÜÞâ~ÑVÓSßÞñ�ÑjÛYà[Ü�ó
U
Ø¬ÜÞð

V
ØwÓSÔIÛYð	Ô�á�ç�àwÑjÔ�Ü?Ñ;ó ï Ô�ÜÞñ�Ô

Ö�Ô!à[ÜÞÙæ9ÜÞÔ�Ô�ð"ÑVà¿ì[Ô�ÓjÛèiæ
U ·V = U

ØwÜÞð
V ·U = V

í ��Ô*Ñ,ßÞâ,â ï àgÖ
U ·V = V

�

U ·V = sn ·tn = sm ·tn = sm = U .

î�ï Ô¸Ñ ï ÛYÓSð Ô��PßåØ¬ÑVÛ�à[Ü è�àwÙYÙYàgÖ,â½è�ÓSà[á Ñ ï Ô"è1Øwñ*ÑCÑ ï Ø¬Ñ
sm

õ3Ô�Ù�à[ÜÞÝ[â¿Ñjà
Stn
ØwÜÞð

tn
Û�â

ÛYðÞÔ�áCç3àwÑjÔ�Ü?Ñ;í î�ï Ô!ç	Ójà©àwè(à¬è�Ñ ï Ô�ÔH�PßåØ¬ÑjÛYà[Ü
V ·U = V

ÛYâ,âSÛYá�ÛYÙXØ¬Ó�í
�

î�ï ÛYâ^ÙYÔ�áCáCØãÖ,Û�ÙYÙ�õ3ÔIßÞâSÔ�ðäÛYÜ¸Ñ ï Ô�ñ�à[ÜÞâ~ÑVÓSßÞñ�ÑjÛYà[ÜÀà¬èNÑ ï Ô�çåØ¬ÑjÑjÔ�ÓSÜÞâ
∆0

ó
∆1

ØwÜ	ð
∆2

í
î�ï Ô³Û�ÜÞâjÛ�Ý ï Ñjè�ßÞÙNÓSÔ;Øwð	Ô�Ó�Ö,Û�ÙYÙNÜÞà¬ÑVÛYñ�Ô¿Ñ ï Ø¬Ñ!Ñ ï ÛYâ!ñ�à[ÜÞâ~ÑVÓSßÞñ�ÑjÛYà[ÜLðÞàtÔ�âIÜÞà¬ÑIÛ�ÜPìwà[Ù�ìwÔ�Ñ ï Ô
ðÞÔ�ÑjÔ�ÓSáCÛ�ÜÞÛYâSá$àwè

A
í

�ÌÔ�Ñ�ßÞâ ðÞÔ�Ü	àwÑVÔ,õ?æ
Bk

Ñ ï Ô,è�ß	ÙYÙÞõÞÛ�ÜåØwÓ~æIÑVÓSÔ�Ô,àwè�ðÞÔ�çtÑ ï
k
Ö ï Ô�ÓjÔ^ØwÙ�Ù	ÜÞà©ðÞÔ�â�ØwÓSÔ,ÙXØwõ3Ô�Ù�Ô�ð

õ?æ
B
íaÐòâ9Ñ ï ÔäçåØ¬ÑjÑjÔ�ÓSÜ ÔH�PßÞÛ�ì¬ØwÙ�Ô�ÜÞñ�ÔÀÓjÔ�ÙXØ¬ÑjÛYà[Ü

'
Û�â9àwè�éåÜÞÛÑVÔÀÛ�ÜÞðÞÔ $EóaÑ ï Ô�ÓjÔÀÔ $	Û�âSÑ

m, n
âjßÞñ ï Ñ ï Ø¬Ñ

Bn ' Bm

ØwÜÞð
Bn

ØwçÞç3Ô;ØwÓSâIØuÑIÙ�Ô;Øwâ~Ñ!Ñ6Ö,Û�ñ�Ô�ÛYÜ
Bm

Øwâ�ØÃâSßÞõ	ÑVÓSÔ�Ô
Ójà©àwÑVÔ�ð Û�Ü Ø�ÙYÔ�èiÑCâjàwÜ�í 4åà[ÓSá³Ø¬ÙYÙ�æwó�Ñ ï Ô�ÓSÔ Ô%$tÛ�âSÑVâ³ØLõÞÛ�ÜåØwÓ~æ·çåØ¬ÑjÑjÔ�ÓSÜ

∆X

âSßÞñ ï Ñ ï Ø¬Ñ
∆X [Bn, Bn] = Bm

í �ÌÔ�Ñ�ßÞâ é�$
∆0

Ñjà�õ3Ô
Bn

ØwÜ	ðCñ�à[ÜÞâjÛ�ðÞÔ�ÓNÑ ï Ô�è�à[ÙYÙ�à{Ö,Û�ÜÞÝmçåØuÑjÑVÔ�ÓjÜÞâ��

∆u = ∆X [∗, ∆0]
ØwÜ	ð

∆v = ∆X [∆0, ∗] .

î�ï Ô�è�à[ÙYÙ�à{Ö,Û�ÜÞÝ�è1Ø¬ñ�ÑêÛYâ�çÞÓSàgì[Ô�ð¸õ?æ"ØwÜÃà[õ?ìtÛ�à[ßÞâ�Û�ÜÞðÞßÞñ*ÑVÛYàwÜÃàwÜ"Ñ ï Ô�âSÑjÓjßÞñ*ÑVßÞÓSÔ�àwè
∆
�

��-åÎwÈ���� L��*� N O � CC �*� E ∆ ∈ C({∆u, ∆v})
I-� C � I�� �JI ∆ · ∆0 ' ∆0

�

�ÌÔ�Ñ
S
õ3Ô Ñ ï ÔaâjÔ�á�ÛYÝwÓjà[ßÞç�Ö ï à[âSÔ'Ô�Ù�Ô�á�Ô�Ü?ÑVâ(ØwÓjÔ�çåØ¬ÑSÑVÔ�ÓjÜÞâ�ÛYÜ

C({∆u, ∆v})
ØwÜÞð�Ö ï Ô�ÓjÔ

Ñ ï Ô á½ß	Ù�ÑVÛ�çÞÙYÛ�ñ;Ø¬ÑjÛYà[Ü^à[ç3Ô�ÓVØuÑVÛYàwÜ�ÛYâÌÑ ï Ô ñ�à[áCç3à[âSÛ�ÑVÛ�à[Ümàwè	ßÞÜåØwÓ~æ�çåØ¬ÑSÑVÔ�ÓjÜÞâ�í 
�æ �ÌÔ�á�á³Ø �
Ñ ï Ô!ÔH�PßÞÛì¬ØwÙYÔ�ÜÞñ�Ô

'
ÛYâ^Ø�ñ�à[ÜÞÝ[ÓSßÞÔ�ÜÞñ�Ô½àgì[Ô�Ó

S
í7�tÛYÜÞñ�Ô!è�ß	ÓSÑ ï Ô�Ójá�à[ÓSÔ

S
Û�âêéÞÜÞÛ�ÑjÔ!á�à©ðtÕ

ßÞÙYà
'
ó�õ?æ ��Ô�áCáCØ �9Ñ ï Ô�ÓjÔ¿Ô $tÛYâSÑjâ�ßÞÜåØwÓ~æäçåØ¬ÑSÑVÔ�ÓjÜÞâ

∆u′

ØwÜÞð
∆v′

ÛYÜ
C({∆u, ∆v})âjßÞñ ï Ñ ï Ø¬Ñ�Ñ ï Ô Ñ6ÖaàmçåØ¬ÑSÑVÔ�ÓSÜÞâ

∆U = ∆u·∆u′

Ø¬ÜÞð
∆V = ∆v·∆v′

âjØ¬ÑVÛ�âSèiæ�Ñ ï Ô�è�à[Ù�ÙYàgÖ,ÛYÜ	Ý
ÔH�PßÞÛìwØ¬ÙYÔ�Ü	ñ�Ô�â��

∆U ' ∆U ·∆U ' ∆U ·∆V

ØwÜ	ð
∆V ' ∆V ·∆U ' ∆V ·∆V .

ô� ö

�ÌÔ�ÑaßÞâaéåÜÞØwÙYÙæ½âjÔ*Ñ
∆1

Ñjà�õ3Ô
∆U

ØwÜÞð
∆2

ÑjàIõ3Ô
∆1·∆X [∆u′·∆1, ∆v′·∆1]

í�+LÔ,Ö,ÓjÛ�ÑjÔ
CA
è�à[Ó'Ñ ï Ô�âjÔ�Ñ

C({∆0, ∆1, ∆2})
ØwÜ	ð

Cn
A

è�à[Ó'Ñ ï Ô�âSÔ�Ñ
CA ∩

��Ø¬Ñ n í
î�ï Ô�è�à[ÙYÙ�àgÖ,ÛYÜÞÝ½Ù�Ô�á�á³Ø�â ï àgÖ,â,Ñ ï Ø¬Ñ,ç	ÙYßÞÝ[ÝwÛYÜÞÝ¿Ø

∆1

çåØ¬ÑjÑjÔ�ÓSÜÃÜ	Ô%$©Ñ^ÑjàãØwÜ?æ�ç3à[ÓSÑ,àwè(Ø
çåØ¬ÑSÑVÔ�ÓSÜ¸Û�Ü

CA
ÙYÔ�ØwðÞâ�ÑVà�ØwÜ"Ô��©ß	Û�ì¬ØwÙYÔ�Ü?Ñ^çÞØ¬ÑjÑjÔ�ÓjÜEí

� (?6@68-���� � C ∆
�*��� E

n B ��� N=O � C�C �*� E � E
CA
� � � � C�� � O � C�C �*� E�I ∆1 · ∆

� E G
∆[∆1/0], · · · , ∆[∆1/n − 1]

���@� ��-�%� L�����%E C�C F ∆
�

A�É{Ê�Ê � î�ï Ô�ñ�ØwâjÔ!àwè
∆ = ∆0

è�à[Ù�ÙYàgÖ,â'è�Ójà[á 43Ø¬ñ�Ñ^ütí î�ï Ô!ñ;Ø¬âjÔ!àwè
∆ = ∆1

è�à[ÙYÙ�àgÖ,â
è�Ójà[á ô� ö*í î�ï ÔmÓSÔ�áCØwÛYÜÞÛ�ÜÞÝ!ñ;ØwâSÔ�â'è�à[Ù�ÙYàgÖ è�ÓSà[á ô � ö�ØwÜÞð9Ñ ï Ô^è1Øwñ*Ñ�Ñ ï Ø¬Ñ'Ô*ì[Ô�Ó~æ9çåØuÑjÑVÔ�ÓjÜ

�



àwè(ØwÓjÛÑ6æ�Ø¬Ñ,Ù�Ô;Øwâ~Ñ�Ñ6Ö�à ï ØwâêØ
∆1

çåØ¬ÑSÑVÔ�ÓjÜÃÜÞÔ%$©Ñ,ÑVàãÔ;Ø¬ñ ï ç3à[ÓSÑ�í
�

î�ï Ômè�à[Ù�ÙYàgÖ,ÛYÜÞÝ�Ù�Ô�á�á³Ø!â ï àgÖ,â'Ñ ï Ø¬Ñ;óPè�Ójà[á Ñ ï Ômç�àwÛYÜ?Ñ'àwèÌì©Û�Ô�Ö àwèÌÑ ï Ô�Øwß	Ñjà[á³ØuÑVà[Ü
A
ó

ØwÙYÙ�çåØ¬ÑSÑVÔ�ÓSÜÞâêàwèÅØ¿Ý[Ûì[Ô�Ü¸âSá³ØwÙ�Ù�ØwÓSÛ�Ñ6æ³ÛYÜ
CA
Ù�àtà[Ú�Ñ ï Ô�âjØwáCÔ �

� (?6@68-��
	 F��
k = 0, 1, 2

��� � O � C�C �*� E�I ∆
� E

Ck
A

���@����-�%� L�����%E C C F ∆k

�

A�É{Ê�Ê �3+ëÔ�çÞÓSà{ìwÔ!éÞÓjâSÑ,Ñ ï Ø¬Ñ
∆2[∆0, ∗] ' ∆1

�

∆2[∆0, ∗] = ∆1 ·∆X [∆u′ ·∆1 ·∆0, ∆v′ ·∆1]

' ∆1 ·∆X [∆0, ∆v′ ·∆1]

' ∆1 ·∆v ·∆v′ ·∆1

= ∆U ·∆V ·∆U

' ∆U = ∆1 .

�©æ©áCá�Ô�ÑjÓjÛ�ñ;ØwÙ�Ù�æ[óPÖaÔ!ÝwÔ�Ñ
∆2[∗, ∆0] ' ∆1

í
î�ï Ô�ÙYÔ�áCáCØ¸Û�âIÑ ï Ô�Ü çÞÓSà{ìwÔ�ðFõ?æ¹ÛYÜ	ðÞßÞñ�ÑjÛYà[Üëà[Ü¹Ñ ï Ô³âSÑVÓSßÞñ�ÑjßÞÓjÔ"àwè�Ñ ï Ô�çåØ¬ÑSÑVÔ�ÓjÜ

∆
í

î�ï ÛYâãçåØuÑjÑVÔ�ÓjÜ ï Øwâ
∆0

ó
∆1

à[Ó
∆2

Ø¬Ñ�Ójà©àwÑ�óNØwÜÞðFÑ ï Ô"âjß	õÞçåØ¬ÑSÑVÔ�ÓSÜÞâ ï ØgìwÔ Ø¬ÓjÛ�Ñ6æ Ø¬Ñ
áCàwâSÑ�Ñ6Ö�àÞí	
aæ�Û�ÜÞðÞßÞñ*ÑVÛYàwÜ�ó?Ô;Øwñ ï âjßÞõÞçÞØ¬ÑjÑjÔ�ÓjÜ³ÛYâ�ÔH�PßÞÛ�ì¬ØwÙ�Ô�Ü?Ñ�ÑVàIàwÜÞÔ^à¬è

∆0, ∆1

à[Ó
∆2

í
î�ï Ô�ñ�à[ÜÞñ�ÙYßÞâSÛYà[Üøàwè�Ñ ï Ô�Ù�Ô�á�á³Ø³è�àwÙYÙYàgÖ,âmõ?æøà[Ü	Ô¿àwè�Ñ ï Ô¿Ñ6Ö�àÃÔH�PßÞÛìwØ¬ÙYÔ�Ü	ñ�Ô�â�ÖaÔ �Sß	âSÑ
çÞÓjàgìwÔ�ð�ó:à[Ó�õ?æ �ÌÔ�á�á³Ø �tí

�

2	> > /1ÏÿÎ�-	ÈgÏ1Ê3Ç ÈgÊëÉuÍ�Ç -åÇ;-�/��4<�Ï<

+ëÔ^ÜÞàgÖ/ßÞâjÔ �ÌÔ�á�á³Øwâ#�IØ¬ÜÞð �!ÑjàIÔ $ ï ÛYõÞÛÑ�âSà[áCÔêá�à[ÓjÔêçÞÓjàwç�Ô�ÓSÑVÛ�Ô�â�àwè�Ñ ï ÔòçåØuÑjÑVÔ�ÓjÜÞâ�í
î�ï ÔNè�à[ÙYÙ�àgÖ,ÛYÜÞÝ'ÓSÔ�âSßÞÙ�Ñ�â ï àgÖ,â�Ñ ï Ø¬Ñ�Ô�Ü?ÑjÔ�ÓjÛ�ÜÞÝêØwÜÞð!Ô%$tÛ�ÑjÛYÜÞÝ,Ø�çåØuÑjÑVÔ�ÓjÜ�õ?æmÑ ï Ô�âjØwá�ÔNç�à[Ó~Ñ
ðÞà©Ô�â�ÜÞàwÑ'ÓjÔ;Ø¬ÙYÙ�æãð	Ô�ç3Ô�ÜÞðÃà[Ü9Ñ ï ÔmçåØ¬ÑSÑVÔ�ÓSÜ�í î�ï Û�â'ÓjÔ�âjßÞÙÑ;ó	ØwçåØwÓ~Ñ'è�Ójà[á Û�Ñjâ�Û�áCç3à[ÓSÑVØwÜÞñ�Ô
ÛYÜäÑ ï Ô¿ÓjÔ�áCØwÛ�ÜÞðÞÔ�Ó�à¬è�Ñ ï ÔãçÞÓjà©àwè�ó�Û�â�ØwÙ�âjàÃØ�Ý[àtà©ðäÛYÙ�ÙYßÞâ~ÑVÓjØ¬ÑVÛ�à[Ü àwè�çÞÓSàtà¬èaÑjÔ�ñ ï ÜÞÛ �PßÞÔ�â
ßÞâjÔ�ðÀØ¬èiÑjÔ�Ó~Ö'ØwÓSð�í
� (?6@68- &�� 	 F������ � O � C�C �*� E�I ∆ ∈ CA

F�� E�FKE%&��*�MF ���(� C�N � E G ��� � I C � C �JI q � r
�

(q, ε, r, ε) ∈ δ∆

� �
(q, ε, r, ε) ∈ δ∆1

,

(q, i, r, i) ∈ δ∆

� �
(q, 0, r, 0) ∈ δ∆1

� F��
i ∈ {0, . . . , n − 1} .

A�É{Ê�Ê � �ÌÔ�Ñ
∆
õ�ÔãØ9çÞØ¬ÑjÑjÔ�ÓjÜäà¬è�Ø¬ÓjÛ�Ñ6æ

n ≥ 1
ØwÜÞðøâjß	çÞç�àwâjÔ

(q, ε, r, ε)
õ3Ô�ÙYàwÜÞÝ[âòÑjà

δ∆

í î�ï Ôòñ�àwÓjÓjÔ�âjç3à[ÜÞðÞÛ�ÜÞÝIÓSßÞÜ9ðÞà©Ô�â�ÜÞàwÑ�ì©ÛYâSÛ�ÑaØwÜ?æ�ÙYÔ;Øuè�ç3à[ÓSÑjâ�ØwÜ	ð³ñ;Ø¬ÜCÑ ï Ô�ÓjÔ*è�à[ÓjÔ^âSÑjÛYÙYÙ
õ�Ô^ßÞâjÔ�ð�ÜÞà½áCØ¬ÑjÑjÔ�Ó Ö ï Ø¬Ñ�ÛYâ�çÞÙYßÞÝwÝ[Ô�ð9Û�Ü?ÑVà�Ñ ï Ô�áÃí*�6Ü9çåØwÓ~ÑVÛ�ñ�ßÞÙYØwÓ�ó[Ñ ï ÔmâVØ¬áCÔêÓjßÞÜ³ñ;ØwÜ

�



âSÑjÛYÙYÙ�õ�Ô�ßÞâSÔ�ð¸ÛYÜ9Ñ ï Ô!çÞØ¬ÑjÑjÔ�ÓjÜ

∆[

n−1 ���������
︷ ︸︸ ︷

∆0, . . . , ∆0, ∗] .

�tÛYÜ	ñ�Ô'Ñ ï ÛYâNçåØ¬ÑSÑVÔ�ÓjÜãÛYâNÔ��©ß	Û�ì¬ØwÙYÔ�Ü?ÑÅÑVà
∆1

õ?æ��ÌÔ�áCáCØ �	ówÖaÔ,ñ�à[Ü	ñ�ÙYß	ðÞÔ�Ñ ï Ø¬Ñ
(q, ε, r, ε)õ�Ô�ÙYà[Ü	Ý[â'ÑVà

δ∆1

í
�ÌÔ�Ñmß	âmÜÞàgÖ âjßÞç	ç�à[âSÔ½Ñ ï ØuÑ

(q, ε, r, ε)
õ3Ô�Ù�à[ÜÞÝ[â,ÑVà

δ∆1

í�
aæ¸Ñ ï ÔIâjØwá�ÔIÓjÔ�ØwâjàwÜÞÛYÜÞÝ³Øwâ
Øwõ3à{ìwÔwóEÑ ï Ô½ñ�à[ÓjÓSÔ�âjç3à[ÜÞð	ÛYÜÞÝ�ÓSßÞÜäñ;ØwÜøâ~ÑVÛYÙ�Ù�õ�Ô½ß	âjÔ�ð�ÛYÜ

δ∆1
·∆
í 
aæ �ÌÔ�áCáCØ �	ó3Ñ ï Û�â

çåØ¬ÑSÑVÔ�ÓSÜ¸Û�â�ÔH�PßÞÛìwØ¬ÙYÔ�Ü?Ñ�Ñjà
∆
í î�ï Ô�ÓjÔ*è�à[ÓjÔ

(q, ε, r, ε)
õ3Ô�Ù�à[ÜÞÝ[â'Ñjà

δ∆

í
î�ï Ôòñ�ØwâjÔòàwèÌÙYÔ�Ø¬è�ç3à[Ó~ÑVâ�Û�âaâ ï àgÖ,Ü�ØwÜåØ¬ÙYà[Ý[àwßÞâjÙæ[í;�ÌÔ�Ñ

i
õ3ÔmØ!ÙYÔ;ØuèÌç�àwÓSÑaàwè�Ñ ï Ô^çåØuÑjÑVÔ�ÓjÜ

∆
ØwÜÞð"Ù�Ô�Ñ

(q, i, r, i)
õ�Ô�ÙYà[ÜÞÝ¿Ñjà

δ∆

í 
aæ �ÌÔ�á�áCØ �	ó	ÖaÔ ï Ø;ìwÔ

∆1 ' ∆i[

i−1 ���������
︷ ︸︸ ︷

∆0, . . . , ∆0, ∗,

n−i �������	�
︷ ︸︸ ︷

∆0, . . . , ∆0] .

�tÛYÜ	ñ�Ô½Ñ ï Ô½ÓjßÞÜäÑ ï Ø¬ÑmÖaÔ�Ü?Ñ�è�Ójà[á
(q, i)

ÑVà
(r, i)

Û�Ü
∆
Ö,Û�ÙYÙ(ØwÙYâSà³Ö�àwÓjÚ Û�ÜÀÑ ï ÔãØ¬õ�àgì[Ô
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