Zadania o rozmaitosciach zespolonych

Zadania zrobione oznaczone sa przez @

1
1.1 Opisa¢ dyskretne podgrupy w R?.
1.2 & Wykazaé, grupa Z? nie jest izomorficzna z dyskretna podgrupa SLs(R).

1.3 & Wykazaé, ze kazda zwarta krzywa zespolona genusu 1 jest izomorficzna z C/A, gdzie A jest
krata w C.

1.4 & Niech ¢ bedzie ciaglym automorfizmem sfery S?. Wykazaé, ze jedli ¢ zachowuje orientacje, to
ma punkt staly. Wykazaé, ze jedyna nietrywialna grupa dzialajaca w sposéb wolny na S? to Zs.

1.5 & Niech I' i IV beda podgrupami PSLs(R) dzialajacymi w sposéb wolny na gérnej pélptaszyznie
H. Wykazaé, ze jesli H/T ~ H/T” (jako rozmaitosci zespolone) to I' i I sa sprzezone w PSLy(R).

1.6 & Niech 7,7/ € H oraz C/(1,7) =~ C/(1,7"). Wykazaé, ze 7 i 7’ leza w jednej orbicie dzialania
PSLy(Z) na H.

1.7 & Opisaé topologicznie przestrzen H/PSLy(Z). Czy jest homeomorficzna z jaka$ powierzchnia?
Uwaga: PSLo(Z) nie dziala wolno na H. Jakie moga by¢ stabilizatory?

1.8 & Udowodnié, ze obraz zanurzenia Pliickera Gr(2,4) < P(A2C?) jest kwadryka.
1.9 & Udowodnié, ze obraz zanurzenia Veronese P! < P? jest kwadryka.
1.10 & Udowodnié, ze obraz zanurzenia Segre P! x P! < P3 jest kwadryka.
1.11 & Niech a € A*V'\ {0}. Definiujemy
Fla)={veV|jvANa=0}.

Wykazaé, ze dim F'(«) < k oraz, ze zbidr a takich, ze dim F(«) = k jest réwny obrazowi zanurzenia
Pliickera.

1.12 & Niech A bedzie krata w C. Niech

P =22+ > (-w)?-w?

weA\{0}

bedzie funkcja Weierstrassa. (Uzasadnié, ze szereg jest zbiezny i mozna go rézniczkowaé wyraz po
wyrazie.) Sprawdzi¢, ze §2(z) jest funkcja periodyczna ze wzgledu na przesuniecia o wektory z kraty A.
Ponadto

©'(2)* = 40(2)% — g20(2) — g3,

gdzie
g2=60 > w*,
weA\{0}
gs = 140 Z w O,
weA\{0}

Udowodnié, ze

2 [P(2) : 9 (2) : 1]



zadaje ciagle odwzorowanie C/A — P2, zanurzenie, ktérego obrazem jest krzywa zadana forma
Q(x,y,z) = y22’ - 4‘/1;3 + g2 + g3 = 0.

(patrz Kirwan, Complex Algebraic Curves, roz 5)

— Uzasadnié, ze § jest okresowa. Uzasadni¢, ze szereg definiujacy §? mozna rézniczkowaé wyraz
po wyrazie.

— Wykazaé, ze jesli §(z1) = §(22), to 21 = £22 modulo A.

— Uzasadnié, ze w otoczniu 0 §(z) = 272 + X\22 + pzt +. ...

— Niech k(z) = §'(2)% — 48(2)? + 20\(2) + 28y. Sprawdzié, ze k(z) jest funkcja holomorficzna,
k(0) = 0 oraz k jest A-okresowa. Wywnioskowaé, ze k(z) = 0.

— Wyliczy¢ wspdtczynniki A i p.

— Zalézmy, ze A = (1,7), im(7) > 0. Niech a = §£(1/2), 8 = 0(7/2), v = P((1 +7)/2). Wykazac,
ze rOwnaie krzywej jest postaci

Q(z,y,2) = = — 4z — az)(x — B2)(x — v2) = 0.

Uzasadni¢, ze @ zadaje nieosobliwa krzywa.

— Zmalez¢ granice lim, ,o[§2(2) : §'(2) : 1] w przestrzeni rzutowej P2.

~ Wykazaé, ze funkcja ¢ : C/A — P2, ¢(2) = [£(2) : §'(2) : 1] odpowiednio zdefiniowane dla
z = 0 jest réznowartoCiowa. Z przyczyn ogélnych bedzie wynikaé, ze jest to homeomorfizm.
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2.1 & Definiujemy operator dzialajacy na funkcjach okreslonych na otoczeniu jednostkowego dysku
w C

If(2) = 2;/ L&) ge p de.
D
Sprawdzié, ze
0
= (If) = f.
1) =1

Wskazdwki/kroki:
— pokazaé, ze cala jest zbiezna
— uzasadnié¢, ze mozna zalozy¢, ze f ma zwarty nosnik zawarty we wnetrzu dysku. Wtedy

If(z):;M/Cé@dmdgzgjﬁ/cf@;z)dgmg.

— wywnioskowadé

of
Yo . oz
%I;”(Z)Z;M/D%(Z df/\dsz}ri/Dd(gfzc%).

— zastosowac twierdzienie Stokesa dla D \ D,

2.2 & Znalez¢ wielomian Weierstrassa dla f(z1, 22) = 2%22 + 2129 + z%zg + z% + zlzg’.

2.3 & Niech f,g € Ocn i niech f bedzie funkcja nierozkladalng. Wykazaé, ze jesli Z(f) C Z(g), to
flg-

2.4 & Udowodnié, ze jesli U jest spéjny, f : U — C holomorficzna, to U \ Z(f) spdjny i gesty.

2.5 & Niech f: U — V bedzie funkcja holomorficzna, ktéra jest bijekcja. Udowodnié, ze f~! jest
holomorficzna. Wsk: rozumujac nie wprost, indukcyjnie ze wzgledu na wymiar, stosujac tw o funkcji
uwiktanej, doprowadzi¢ do sytuacji, gdy wszystkie pochodne f zeruja sie.

2.6 Wykazaé, ze Aut?(D x D, 0) (skladowa identycznosci grupy automorfizméw produktu dyskéw jed-
nostkowych D x D C C?) zachoujacych 0 jest abelowa. Wywnioskowaé, ze D x ID nie jest holomorficznie
réwnowazny z kula w C2. [Shabat, Intro to Complex Analysis II, roz 1.4.10, Th.2]



2.7 & Niech f = f. € Ogn-1[21] bedzie nierozkladalnym wielomianem Weierstrassa. Wykazac,
ze istnieje wlasciwy kielek zbioru analitycznego X C C"*! taki, ze dla 2/ ¢ X wielomian f, nie ma
pierwiastkéw wielokrotnych. (Wsk: jedli f jest nierozkladalny w Ogn-1[z1], to f jest nierozktadalny
w K[2], gdzie K jest cialem ulamkéw Ogn—1[21]. Zatem af +bf’ = 1 dla pewnych a,b € K[2].)

2.8 Niech f: R3 — R3, f(z,y, 2) = (z, 2y, e¥zy), A= {(z,y,2) € R?, 22 +9?+2% = 1}. Wykazaé, ze
zbiér f(A) nie moze by¢ opisany przez uklad réwnosci i nieréwnosei funkeji analitycznych. ([Remmert,
1957] zawsze sie da opisaé¢ obraz odwzorowania wlasciwego rozmaitosci zespolonych.)

2.9 Powierzchnia Hopfa: ustalamy ¢ € C*, |¢| > 1, G = {¢" | n € Z} C C*. Grupa C* dziala na C?
przez mnozenie skalarne. Niech H, = (C?\ {0})/G. Czy H, mozna zanurzyé w przestrzen rzutowa?
(Trudniejsze: Czy H, jest rozmaitoscia algebraiczna?)

2.10 & Niech V bedzie przestrzenia z iloczynem skalarnym. Jesli {e} jest baza ortonormalna w V,
to deklarujemy, ze e;; A --- A e;, jest baza ortonormalna w AFV. Podaé¢ zwiazek pomiedzy iloczynem
skalarnym w A*V a wyznacznikiem Grama. Zinterpretowaé¢ wzér Pitagorasa.

2.11 Zalézmy, ze V jest liniowa przestrzenia zespolona z iloczynem hermitowskim. Sprawdzi¢, ze
AIO L AOI

2.12 Zalézmy, ze V jest liniowa przestrzenia zespolona z iloczynem hermitowskim. Wrykazaé, ze
naturalne przeksztalcenie przestrzeni ze struktura zespolona ¢ : (V*,I) — (Vj},i), dane wzorem

&(f)(v) = f(v) —if(I(v)) nie jest izometria.

2.13 & Dana jest parazwarta rozmaito$¢ rézniczkowa ze struktura symplektyczna (tzn dana jest
zamknieta niezdegenerowana 2-forma rézniczkowa w). Wykazaé, ze istnieje struktura zespolona I na
wiazce stycznej oraz iloczyn hermitowski taki, ze w jest jego czescia urojona. Czy warunek zamknietosci
jest konieczny?

2.14 Niech P — X bedzie G wiazka gléwna, H C G. Méwimy, ze H dopuszcza redukcje do H-wiazki,
jesli P ~ P’ xy G dla pewnej H wiazki gtéwnej. Wskazaé bijekcje pomiedzy redukcjami a przekrojami
wiazki stowarzyszonej P xg G/H.
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Nastepujace zadania sktadaja sie na czedciowy dowdd twierdzenia opisujacego postaé reprezentacji alge-
bry sla(Z). Niech V' bedzie zespolong reprezentacja algebry sla(Z) (przyjmujemy standardowa baze: X,
Y, H = [X,Y]). Przypusémy, ze H dziala pélprosto, tzn V @ V), jest suma prosta swoich przestrzeni
wtasnych. Ponadto zakladamy, ze dim V' < oo.

3.1 & Przypusémy, ze Xv =0, v € V). Mamy XYv = [X,Y]v = \v. Dalej: XY?v = [X,Y]Yv +
YXYv=HYv+AYv=(A—2+ \)Yv. Znalezé zwigzek pomiedzy XY ™v a Y v,

3.2 & Udowodnié, ze A wartosci wlasne operatora H sa liczbami catkowitymni.

3.3 & Udowodnié, ze jesli n jest najwicksza wartoscia wlasna H, to n > 0 oraz najmniejsza wartoscia,
wasna jest —n.

3.4 & Niech v bedzie wektorem wlasnym H o najwiekszej wartosci whasnej (réwnej n). Udowodnid,
ze lin{v,Yv,Y?v,... Y™} jest podreprezentacja, ktéra jest skladnikiem prostym w V.

3.5 Rozlozy¢ A(CR) na nierozkadalne reprezentacje sly(Z) dla n = 1,2, 3.
3.6 & Rozwiazaé réwnanie ciepla na S! z warunkiem poczatkowym f = d; (delta Diracka).

3.7 (i) > = (—1)*4=k) na k-formach.
(ii) (o, 8) = (=1)M" P (xa, B),



3.8 Sprawdzié, ze rozklad k-form na (p, ¢)-formy jest ortogonalny i * zachowuje ten rozklad.

3.9 Jakie jest spektrum laplasjanu na S™ (n = 2,3,...)7 (To jest raczej temat na referat: patrz
funkcje sferyczne, spherical harmonics.)

3.10 Opisa¢ formy harmoniczne na torusie R"/Z™ z plaska metryka.

3.11 Rozwiazac réwnanie ciepta na S = R/(277Z) z warunkiem poczatkowym o = 5én)dx, gdzie 6(()n)

jest n-ta pochodna delty Diracka. Czy «(t) jest forma gladka dla ¢ > 07
3.12 Niech «(t) bedzie rozwiazaniem réwnania ciepta o warunku poczatkowym «(0) = a. Wykazad,
ze |a(t)| jako funkcja od t jest nierosnaca. (Z wykladu wiemy: jesli da = 0, do dla kazdego t forma «(t)

jest zamknieta i reprezentuje te sama klase kohomologii.) Wykazaé, ze lim;_,~, «(t) jest reprezentantem
klasy kohomologii [a] o najmniejszej normie.
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4.1 Sprawdzi¢ z definicji, ze kohomologie Dolbeault H*(C \ {0}; O¢\ () = 0 dla k > 0.

4.2 Obliczyé H*(PL; QP) dla p > 0.

5 Rozmaitosci Kahlerowskie

5.1 & Dla plaskiej metryki na X = C"/(krata) wyprowadzié wzory na operatory L*, 0* i 0*. Dla
uproszczenia zalozy¢, ze w =14, dzp A dZ. (Patrz 8.11 w notatkach do wykltadu).

5.2 & Sprawdzié¢ tozsamosé [L*, 9] = i0* dla X = C"/(krata) z ptaska metryka,.
5.3 & Metryka Fubini-Study: iloczyn hermitowski w T7,,)P" jest zdefiniowana jako

l<ww><afB>—<aw><wpf>
<a,f>=— 5 )
s <w,w >

gdzie &, € T,,C"! sa podniesieniami wektoréw a, 3 € T, wP". Sprawdzi¢, ze wzér nie zalezy od
wyboru poniesien i reprezentanta w. Sprawdzi¢, ze to jest iloczyn skalarny, niezmienniczy ze wzgledu
na strukture zespolona. Zatem indukuje iloczyn hermitowski. Sprawdzi¢, ze w lokalnych wspdlrzednych
na Uy = {29 # 0} forme symplektyczna mozna zapisaé¢ jako

_ 55 2
w= %88109(1 + ; |wi|?)

5.4 & Wykazaé, Metryka Fubini-Study jest jedyna z doktadnoscia do stalej metryka riemannowska
niezmiennicza ze wzgledu na dziatanie grupy U(n + 1).

5.5 Niech X; C P" bedzie ciagla rodzina zespolonych podrozmaitosci (np X' = UtEDysk X, CcP*"xC
jest zespolona podrozmaitoscia). Wykazaé, ze objeto$é vol(X;) jest stala.

5.6 Pokazaé, ze kazda rozmaito$¢ zespolona dopuszcza metryke hermitowska, ale sa rozmaitosci,
ktére nie dopuszczaja metryki kihlerowskiej. (Wsk: powierzchnia Hopfa (C2\ {0})/¢% ).

5.7 Sprawdzi¢, ze dla formy ké&hlerowskiej w na rozmaitosci zwartej i dla kazdej formy harmonicznej
« iloczyn w A « jest forma harmoniczng. Czy iloczyn dowolnych form harmonicznych jest forma har-
moniczna?
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6.1 Temat na referat: Opisaé strukture Hodge’a w kohomologiach powierzchni K3. (To takie powierzch-
nie, ktérych wiazka A2TX jest trywialna i X jest jednospéjna.) Trzeba uzyé twierdzenie Hirzebrucha o
sygnaturze, formute Noether i formute Wu [Barth-Hulek-Chris-Van de Ven, Compact complex surfaces,
§VIIL3].

6.2 Znalezé sygnature kwadryki (hiperpowierzchni zadanej forma kwadratowa) w P27+,
6.3 Wykazaé, ze suma spéjna P?#P? nie moze mieé struktury kihlerowskiej.

6.4 Niech N C M bedzie podrozmaitoscia zespolona kowymiaru ¢ w rozmaitosci Kahlera. Wykazag,
ze klasa dualna do klasy fundamentalnej PD~!([N]) € H?¢(M;C) jest typu (c,c) i jest niezerowa, gdy
N 0,

6.5 Niech Kx € HY(X)NH?(X;w) bedzie zbiorem klas [w] takich, ze w jest (minus) czescia urojona
metryke kahlerowskiej. Udowodnié, ze Kx jest zbiorem otwartym, stozkowym, oraz zadna prosta
postaci {a+tf | t € R} nie jest w nim zawarta.



