
Zadania o rozmaitościach zespolonych

Zadania zrobione oznaczone sa
↪
przez ♠

1

1.1 Opisać dyskretne podgrupy w R2.

1.2 ♠ Wykazać, grupa Z2 nie jest izomorficzna z dyskretna
↪
podgrupa

↪
SL2(R).

1.3 ♠ Wykazać, że każda zwarta krzywa zespolona genusu 1 jest izomorficzna z C/Λ, gdzie Λ jest
krata

↪
w C.

1.4 ♠ Niech φ be
↪
dzie cia

↪
g lym automorfizmem sfery S2. Wykazać, że jeśli φ zachowuje orientacje

↪
, to

ma punkt sta ly. Wykazać, że jedyna nietrywialna grupa dzia laja
↪
ca w sposób wolny na S2 to Z2.

1.5 ♠ Niech Γ i Γ′ be
↪
da

↪
podgrupami PSL2(R) dzia laja

↪
cymi w sposób wolny na górnej pó lp laszyźnie

H. Wykazać, że jeśli H/Γ ' H/Γ′ (jako rozmaitości zespolone) to Γ i Γ′ sa
↪
sprze

↪
żone w PSL2(R).

1.6 ♠ Niech τ, τ ′ ∈ H oraz C/〈1, τ〉 ' C/〈1, τ ′〉. Wykazać, że τ i τ ′ leża
↪

w jednej orbicie dzia lania
PSL2(Z) na H.

1.7 ♠ Opisać topologicznie przestrzeń H/PSL2(Z). Czy jest homeomorficzna z jaka
↪́
s powierzchnia

↪
?

Uwaga: PSL2(Z) nie dzia la wolno na H. Jakie moga
↪
być stabilizatory?

1.8 ♠ Udowodnić, że obraz zanurzenia Plückera Gr(2, 4) ↪→ P(Λ2C4) jest kwadryka
↪
.

1.9 ♠ Udowodnić, że obraz zanurzenia Veronese P1 ↪→ P2 jest kwadryka
↪
.

1.10 ♠ Udowodnić, że obraz zanurzenia Segre P1 × P1 ↪→ P3 jest kwadryka
↪
.

1.11 ♠ Niech α ∈ ΛkV \ {0}. Definiujemy

F (α) = {v ∈ V |v ∧ α = 0} .

Wykazać, że dimF (α) ≤ k oraz, że zbiór α takich, że dimF (α) = k jest równy obrazowi zanurzenia
Plückera.

1.12 ♠ Niech Λ be
↪
dzie krata

↪
w C. Niech

℘(z) = z−2 +
∑

w∈Λ\{0}

(
(z − w)−2 − w−2

)
be

↪
dzie funkcja

↪
Weierstrassa. (Uzasadnić, że szereg jest zbieżny i można go różniczkować wyraz po

wyrazie.) Sprawdzić, że ℘(z) jest funkcja
↪
periodyczna

↪
ze wzgle

↪
du na przesunie

↪
cia o wektory z kraty Λ.

Ponadto
℘′(z)2 = 4℘(z)3 − g2℘(z)− g3 ,

gdzie

g2 = 60
∑

w∈Λ\{0}

w−4 ,

g3 = 140
∑

w∈Λ\{0}

w−6 .

Udowodnić, że
z 7→ [℘(z) : ℘′(z) : 1]
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zadaje cia
↪
g le odwzorowanie C/Λ→ P2, zanurzenie, którego obrazem jest krzywa zadana forma

↪

Q(x, y, z) = y2z − 4x3 + g2x+ g3 = 0 .

(patrz Kirwan, Complex Algebraic Curves, roz 5)
– Uzasadnić, że ℘ jest okresowa. Uzasadnić, że szereg definiuja

↪
cy ℘ można różniczkować wyraz

po wyrazie.
– Wykazać, że jeśli ℘(z1) = ℘(z2), to z1 = ±z2 modulo Λ.
– Uzasadnić, że w otoczniu 0 ℘(z) = z−2 + λz2 + µz4 + . . . .
– Niech k(z) = ℘′(z)2 − 4℘(z)3 + 20λ℘(z) + 28µ. Sprawdzić, że k(z) jest funkcja

↪
holomorficzna

↪
,

k(0) = 0 oraz k jest Λ-okresowa. Wywnioskować, że k(z) = 0.
– Wyliczyć wspó lczynniki λ i µ.
– Za lóżmy, że Λ = 〈1, τ〉, im(τ) > 0. Niech α = ℘(1/2), β = ℘(τ/2), γ = ℘((1 + τ)/2). Wykazać,

że równaie krzywej jest postaci

Q(x, y, z) = y2z − 4(x− αz)(x− βz)(x− γz) = 0.

Uzasadnić, że Q zadaje nieosobliwa
↪
krzywa

↪
.

– Znaleźć granice
↪
limz→0[℘(z) : ℘′(z) : 1] w przestrzeni rzutowej P2.

– Wykazać, że funkcja φ : C/Λ −→ P2, φ(z) = [℘(z) : ℘′(z) : 1] odpowiednio zdefiniowane dla
z = 0 jest różnowartoćiowa. Z przyczyn ogólnych be

↪
dzie wynikać, że jest to homeomorfizm.

2

2.1 ♠ Definiujemy operator dzia laja
↪
cy na funkcjach określonych na otoczeniu jednostkowego dysku

w C
If(z) = 1

2πi

∫
D

f(ξ)
ξ−z dξ ∧ dξ̄.

Sprawdzić, że
∂

∂z̄
(If) = f.

Wskazówki/kroki:
– pokazać, że ca la jest zbieżna
– uzasadnić, że można za lożyć, że f ma zwarty nośnik zawarty we wne

↪
trzu dysku. Wtedy

If(z) = 1
2πi

∫
C

f(ξ)
ξ−z dξ ∧ dξ̄ = 1

2πi

∫
C

f(ξ+z)
ξ dξ ∧ dξ̄.

– wywnioskować

∂If
∂z̄ (z) = 1

2πi

∫
D

∂f
∂z̄ (ξ)

ξ−z dξ ∧ dξ̄ = 1
2πi

∫
D
d
(

f
ξ−zdξ

)
.

– zastosować twierdzienie Stokesa dla D \Dε

2.2 ♠ Znaleźć wielomian Weierstrassa dla f(z1, z2) = z3
1z2 + z1z2 + z2

1z
2
2 + z2

2 + z1z
3
2 .

2.3 ♠ Niech f, g ∈ OCn,0 i niech f be
↪
dzie funkcja

↪
nierozk ladalna

↪
. Wykazać, że jeśli Z(f) ⊂ Z(g), to

f |g.

2.4 ♠ Udowodnić, że jeśli U jest spójny, f : U → C holomorficzna, to U \ Z(f) spójny i ge
↪
sty.

2.5 ♠ Niech f : U → V be
↪
dzie funkcja

↪
holomorficzna

↪
, która jest bijekcja

↪
. Udowodnić, że f−1 jest

holomorficzna. Wsk: rozumuja
↪
c nie wprost, indukcyjnie ze wzgle

↪
du na wymiar, stosuja

↪
c tw o funkcji

uwik lanej, doprowadzić do sytuacji, gdy wszystkie pochodne f zeruja
↪
sie

↪
.

2.6 Wykazać, że Aut0(D×D, 0) (sk ladowa identyczności grupy automorfizmów produktu dysków jed-
nostkowych D×D ⊂ C2) zachouja

↪
cych 0 jest abelowa. Wywnioskować, że D×D nie jest holomorficznie

równoważny z kula
↪
w C2. [Shabat, Intro to Complex Analysis II, roz I.4.10, Th.2]
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2.7 ♠ Niech f = fz′ ∈ OCn−1,0[z1] be
↪
dzie nierozk ladalnym wielomianem Weierstrassa. Wykazać,

że istnieje w laściwy kie lek zbioru analitycznego X ⊂ Cn+1 taki, że dla z′ 6∈ X wielomian fz′ nie ma
pierwiastków wielokrotnych. (Wsk: jeśli f jest nierozk ladalny w OCn−1,0[z1], to f jest nierozk ladalny
w K[z′], gdzie K jest cia lem u lamków OCn−1,0[z1]. Zatem af + bf ′ = 1 dla pewnych a, b ∈ K[z′].)

2.8 Niech f : R3 → R3, f(x, y, z) = (x, xy, eyxy), A = {(x, y, z) ∈ R3 , x2+y2+z2 = 1}. Wykazać, że
zbiór f(A) nie może być opisany przez uk lad równości i nierówności funkcji analitycznych. ([Remmert,
1957] zawsze sie

↪
da opisać obraz odwzorowania w laściwego rozmaitości zespolonych.)

2.9 Powierzchnia Hopfa: ustalamy q ∈ C∗, |q| > 1, G = {qn | n ∈ Z} ⊂ C∗. Grupa C∗ dzia la na C2

przez mnożenie skalarne. Niech Hq = (C2 \ {0})/G. Czy Hq można zanurzyć w przestrzeń rzutowa
↪
?

(Trudniejsze: Czy Hq jest rozmaitościa
↪
algebraiczna

↪
?)

2.10 ♠ Niech V be
↪
dzie przestrzenia

↪
z iloczynem skalarnym. Jeśli {ek} jest baza

↪
ortonormalna

↪
w V ,

to deklarujemy, że ei1 ∧ · · · ∧ eik jest baza
↪

ortonormalna
↪

w ΛkV . Podać zwia
↪
zek pomie

↪
dzy iloczynem

skalarnym w ΛkV a wyznacznikiem Grama. Zinterpretować wzór Pitagorasa.

2.11 Za lóżmy, że V jest liniowa
↪

przestrzenia
↪

zespolona
↪

z iloczynem hermitowskim. Sprawdzić, że
Λ10 ⊥ Λ01

2.12 Za lóżmy, że V jest liniowa
↪

przestrzenia
↪

zespolona
↪

z iloczynem hermitowskim. Wykazać, że
naturalne przekszta lcenie przestrzeni ze struktura

↪
zespolona

↪
φ : (V ∗, I) → (V ∗10, i), dane wzorem

φ(f)(v) = f(v)− if(I(v)) nie jest izometria
↪
.

2.13 ♠ Dana jest parazwarta rozmaitość różniczkowa ze struktura
↪

symplektyczna
↪

(tzn dana jest
zamknie

↪
ta niezdegenerowana 2-forma różniczkowa ω). Wykazać, że istnieje struktura zespolona I na

wia
↪
zce stycznej oraz iloczyn hermitowski taki, że ω jest jego cze

↪́
scia

↪
urojona

↪
. Czy warunek zamknie

↪
tości

jest konieczny?

2.14 Niech P → X be
↪
dzie G wia

↪
zka

↪
g lówna

↪
, H ⊂ G. Mówimy, że H dopuszcza redukcje

↪
do H-wia

↪
zki,

jeśli P ' P ′×H G dla pewnej H wia
↪
zki g lównej. Wskazać bijekcje

↪
pomie

↪
dzy redukcjami a przekrojami

wia
↪
zki stowarzyszonej P ×G G/H.

3

Naste
↪
puja

↪
ce zadania sk ladaja

↪
sie

↪
na cze

↪́
sciowy dowód twierdzenia opisuja

↪
cego postać reprezentacji alge-

bry sl2(Z). Niech V be
↪
dzie zespolona

↪
reprezentacja

↪
algebry sl2(Z) (przyjmujemy standardowa

↪
baze

↪
: X,

Y , H = [X,Y ]). Przypuśćmy, że H dzia la pó lprosto, tzn V
⊕
Vλ jest suma

↪
prosta

↪
swoich przestrzeni

w lasnych. Ponadto zak ladamy, że dimV <∞.

3.1 ♠ Przypuśćmy, że Xv = 0, v ∈ Vλ. Mamy XY v = [X,Y ]v = λv. Dalej: XY 2v = [X,Y ]Y v +
Y XY v = HY v + λY v = (λ− 2 + λ)Y v. Znaleźć zwia

↪
zek pomie

↪
dzy XY mv a Y m−1v.

3.2 ♠ Udowodnić, że λ wartości w lasne operatora H sa
↪
liczbami ca lkowitymni.

3.3 ♠ Udowodnić, że jeśli n jest najwie
↪
ksza

↪
wartościa

↪
w lasna

↪
H, to n ≥ 0 oraz najmniejsza

↪
wartościa

↪

wa
↪
sna

↪
jest −n.

3.4 ♠ Niech v be
↪
dzie wektorem w lasnym H o najwie

↪
kszej wartości w lasnej (równej n). Udowodnić,

że lin{v, Y v, Y 2v, . . . Y nv} jest podreprezentacja
↪
, która jest sk ladnikiem prostym w V .

3.5 Roz lożyć Λ(CnR) na nierozka
↪
dalne reprezentacje sl2(Z) dla n = 1, 2, 3.

3.6 ♠ Rozwia
↪
zać równanie ciep la na S1 z warunkiem pocza

↪
tkowym f = δ1 (delta Diracka).

3.7 (i) ∗2 = (−1)k(d−k) na k-formach.
(ii) 〈α, ∗β〉 = (−1)k(d−k)〈∗α, β〉,

3



3.8 Sprawdzić, że rozk lad k-form na (p, q)-formy jest ortogonalny i * zachowuje ten rozk lad.

3.9 Jakie jest spektrum laplasjanu na Sn (n = 2, 3, . . . )? (To jest raczej temat na referat: patrz
funkcje sferyczne, spherical harmonics.)

3.10 Opisać formy harmoniczne na torusie Rn/Zn z p laska
↪
metryka

↪
.

3.11 Rozwia
↪
zac równanie ciep la na S1 = R/(2πZ) z warunkiem pocza

↪
tkowym α = δ

(n)
0 dx, gdzie δ

(n)
0

jest n-ta
↪
pochodna

↪
delty Diracka. Czy α(t) jest forma

↪
g ladka

↪
dla t > 0?

3.12 Niech α(t) be
↪
dzie rozwia

↪
zaniem równania ciep la o warunku pocza

↪
tkowym α(0) = α. Wykazać,

że |α(t)| jako funkcja od t jest nierosna
↪
ca. (Z wyk ladu wiemy: jeśli dα = 0, do dla każdego t forma α(t)

jest zamknie
↪
ta i reprezentuje te

↪
sama

↪
klase

↪
kohomologii.) Wykazać, że limt→∞ α(t) jest reprezentantem

klasy kohomologii [α] o najmniejszej normie.

4

4.1 Sprawdzić z definicji, że kohomologie Dolbeault Hk(C \ {0};OC\{0}) = 0 dla k > 0.

4.2 Obliczyć H∗(P1; Ωp) dla p ≥ 0.

5 Rozmaitości Kählerowskie

5.1 ♠ Dla p laskiej metryki na X = Cn/(krata) wyprowadzić wzory na operatory L∗, ∂∗ i ∂̄∗. Dla
uproszczenia za lożyć, że ω = i

∑
k dzk ∧ dz̄k. (Patrz 8.11 w notatkach do wyk ladu).

5.2 ♠ Sprawdzić tożsamość [L∗, ∂] = i∂̄∗ dla X = Cn/(krata) z p laska
↪
metryka

↪
.

5.3 ♠ Metryka Fubini-Study: iloczyn hermitowski w T[w]Pn jest zdefiniowana jako

< α, β >=
1

π

< w,w >< α̃, β̃ > − < α̃,w >< w, β̃ >

< w,w >2
,

gdzie α̃, β̃ ∈ TwCn+1 sa
↪

podniesieniami wektorów α, β ∈ T[w]Pn. Sprawdzić, że wzór nie zależy od
wyboru poniesień i reprezentanta w. Sprawdzić, że to jest iloczyn skalarny, niezmienniczy ze wzgle

↪
du

na strukture
↪
zespolona

↪
. Zatem indukuje iloczyn hermitowski. Sprawdzić, że w lokalnych wspó lrze

↪
dnych

na U0 = {z0 6= 0} forme
↪
symplektyczna

↪
można zapisać jako

ω =
i

2π
∂∂̄log(1 +

n∑
k=1

|wk|2)

.

5.4 ♠ Wykazać, Metryka Fubini-Study jest jedyna
↪
z dok ladnościa

↪
do sta lej metryka

↪
riemannowska

↪

niezmiennicza
↪
ze wzgle

↪
du na dzia lanie grupy U(n+ 1).

5.5 Niech Xt ⊂ Pn be
↪
dzie cia

↪
g la

↪
rodzina

↪
zespolonych podrozmaitości (np X =

⋃
t∈DyskXt ⊂ Pn × C

jest zespolona
↪
podrozmaitościa

↪
). Wykazać, że obje

↪
tość vol(Xt) jest sta la.

5.6 Pokazać, że każda rozmaitość zespolona dopuszcza metryke
↪

hermitowska
↪
, ale sa

↪
rozmaitości,

które nie dopuszczaja
↪
metryki kählerowskiej. (Wsk: powierzchnia Hopfa (C2 \ {0})/qZ ).

5.7 Sprawdzić, że dla formy kählerowskiej ω na rozmaitości zwartej i dla każdej formy harmonicznej
α iloczyn ω ∧ α jest forma

↪
harmoniczna

↪
. Czy iloczyn dowolnych form harmonicznych jest forma

↪
har-

moniczna
↪
?
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6

6.1 Temat na referat: Opisać strukture
↪
Hodge’a w kohomologiach powierzchni K3. (To takie powierzch-

nie, których wia
↪
zka Λ2TX jest trywialna i X jest jednospójna.) Trzeba użyć twierdzenie Hirzebrucha o

sygnaturze, formu le
↪
Noether i formu le

↪
Wu [Barth-Hulek-Chris-Van de Ven, Compact complex surfaces,

§VIII.3].

6.2 Znaleźć sygnature
↪
kwadryki (hiperpowierzchni zadanej forma

↪
kwadratowa

↪
) w P2n+1.

6.3 Wykazać, że suma spójna P2#P2 nie może mieć struktury kählerowskiej.

6.4 Niech N ⊂M be
↪
dzie podrozmaitościa

↪
zespolona

↪
kowymiaru c w rozmaitości Kählera. Wykazać,

że klasa dualna do klasy fundamentalnej PD−1([N ]) ∈ H2c(M ;C) jest typu (c, c) i jest niezerowa, gdy
N 6= ∅.

6.5 Niech KX ⊂ H1,1(X)∩H2(X;ω) be
↪
dzie zbiorem klas [ω] takich, że ω jest (minus) cze

↪́
scia

↪
urojona

↪

metryke
↪

kählerowskiej. Udowodnić, że KX jest zbiorem otwartym, stożkowym, oraz żadna prosta
postaci {α+ tβ | t ∈ R} nie jest w nim zawarta.
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