ROZMAITOSCI ZESPOLONE
Plan wyktadu

1 Wstep

1.1 Definicja rozmaitosci zespolonych.

1.2 Przestrzenie rzutowe.

1.3 Grassmanniany, mapy afiniczne, zanurzenie Pliickera, Gr(2,4) jako kwadryka w P°.
1.4 Hiperpowierzchnie w P".

1.5 Z Twierdzenia Riemanna o uniformizacji kazda krzywa zespolona jest ilorazem C lub D ~ H przez
dzialanie wolne i calkowicie nieciagle grupy dyskretnej, badZ jest izomorficzna z P!, ktéra to krzywa
nie dopuszcza ilorazow.

1.6 Aut(P') = PGLy(C) tzn. kazdy automorfizm jest zadany formuls liniowa. Kazdy automorfizm
ma punkt staly, zatem nie ma nietrywialnych podgrup Aut(P') dziatajacych bez punktéw statych. Stad
nie ma nietrywialnych ilorazéw. (Dowéd topologiczny: Nie ma nietrywialnych nakryé¢ P! ~ §? — C
poza C = RP?. Ale rzeczywista plaszczyzna rzutowa RP? jest nieorientowalna, wiec nie moze by¢
rozmaitscia zespolona.)

1.7 Autotomorfizmami C sa jedynie przeksztalcenia afiniczne. Bez punktéw statych dzialaja jedynie
przesuniecia. Zwartymi ilorazami sa krzywe eliptyczne C/A. Zanurzenie C/A — P? — patrz funkcja p
Weierstrassa w ¢wiczeniach.

1.8 Autormorfizmy dysku, badz gérnej péplaszczyzny H: Aut(H) = PSLy(R). Ilorazy H/G przez
podgrupy PSLy(R) dzialajace w sposéb calkowicie nieciagly na gdérnej péiplaszczyznie sa krzywymi
zespolonymi genusu > 1.

— Aut(D) =Homografie dowodzimy z lematu Schwarza.
2 Twierdzenie przygotowawcze Weierstrassa i pierscien lokalny
Teoria lokalna — odsylacze do §1 Huybrechtsa.

2.1 Operator Cauchy’ego-Riemanna 0z oraz rézniczkowanie zespolone 0z.

2.2 Twierdzenia dla jednej zmiennej (wzér Cauchy’ego, zasada maksimum, zasada identycznosci,
rozwijalnosé¢ w szereg, rezidua).

2.3 Twierdzenie o reziduach: dla funkcji meromorficznej na powierzchni zwartej suma reziduéw jest
réwna zero — dowdd z twierdzenia Stokes’a.

2.4 Holomorficznos$c funkcji zespolonych wielu zmiennych
2.5 Formuta catkowa Cauchy’ego po wpdirzednych.
2.6 Twierdzenie Hartogsa.

2.7 Zbiér zer funkcji holomorficznych (f # 0) ma kowymiar rzeczywisty réwny 2 lub jest pusty.
(Uwaga, z twierdzenia Lojasiewicza zbiér zer funkeji analitycznej jest triangulowalny, wiec nie ma
problemu z pojeciem wymiaru.)

2.8 Uogdlnienie wzoru na ilo$é zer funkcji holomorficznej w dysku: Jesli f(z) # 0 dla |z| = €, to dla
£ > 0 mamy
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2.9 Elementarne funkcje symetryczne o mozna wyrazi¢ przez sumy poteg pj.
2.10 Twierdzenie przygotowawcze Weierstrassa (Th. 1.1.6).
2.11 Twierdzenie przygotowawcze Weierstrassa w wersji dzieleniowej (Prop 1.1.17).

2.12 Pierécien lokalny Ocn o jest pierécieniem z jednoznacznym rozkladem (Prop 1.1.15)

3 Lokalne wlacnosci c.d.
3.1 Ocn o jest noetherowski
3.2 Kielki zbioru Z(J) zadanych przez ideat J C Ocn .
3.3 Ideal funkcji zerujacych sie na kietku zbioru I(X). Mamy J C I(Z(J)).
3.4 Kielek zbioru jest nierozkladalny wtedy i tylko wtedy gdy I(X) jest idealem pierwszym.

3.5 Lemat: Niech X C C" bedzie zbiorem zer ideatu pierwszego p C Ocn . Wtedy mozna znalezé
uklad wspélrzednych w C” taki, ze rzutowanie na pierwszych d wpélrzednych 7 : X € C* — C? jest
suriekcja kietkéw oraz algebra Ocn o/p jest skoriczenie generowana jako Oga o-modut. (d = dim X)

3.6 Gdy p = (g) dla kietka nierozkladalnego g € Ocn g, to d = n — 1 i lemat wynika z twierdzenia
Weierstrassa w wersji dzieleniowej: zakladamy, ze g jest wielomainem Weierstrassa, niech f € Ocn o,
f€0cno/(g), f=gh+r, f=T7. Zatem jednomiany 1, z1, .. .,szl rozpinaja Ocn 0/(9).

3.7 Twierdzenie Hilberta o zerach dla kietkéw funkcji analitycznych dowodzimy z powyzszego lematu
— (Huybrechts p.20).
GAGA J-P.Serre, Géométrie algébrique et géométrie analytique, Ann. Inst. Fourier 6: 1-42,
(1956)

3.8 Niech (X, Ox) bedzie rozmaitoscig algebraiczna nad C. Stowarzyszamy z nig rozmaito$¢ anali-
tyczna (Xan, Ox,,,)-

— Mamy morfizm przestrzeni opierécienionych ¢ : X4, — X, t71(Ox) — Ox,,. To daje funktor
kategorii snopéw
(=) Sh(X) — Sh(Xan)
F = Fi = OXan ®L_1(Ox) L_I(F) .
3.9 Definicja: Niech (Y, Oy) bedzie przestrzenia upierscieniona. Mdéwimy, ze snop Oy modutéw F
jest koherentny jesli
1) Istnieje lokalnie suriektywne odwzorowanie (O )jv — Flu dla pewnego N (tzn F jest lokalnie

skoriczenie generowany),
2) Dla kazdego odwzorowania (9{\,4 — F jadro jest lokalnie skoiniczenie generowane.

Przez Coh(X,,) oznaczamy kategorie analitycznych snopéw koherentnych.
3.10 Twierdzenie Oki méwi, ze F = Ox,,, jest koherentny.

3.11 (Serre) Niech f : X — Y bedzie rzutowym morfizmem rozmaitosci algebraicznych. Wtedy f
indukuje funktor
I Coh(Xan) — Coh(Yyy)

oraz

(foF)™ = fmpen
(ka*F)an _ Rk:fanan

Ponadto jesli X jest rozmaitoscia rzutowa, to (—)®" ograniczone do podkategorii snopéw koher-
entnych jest rownowazno$cia kategorii.

3.12 Uwaga: Dla zbioru otwartego () # U C C", n > 0 pierscieni funkeji Oy, nie jest noetherowski!

3.13 Wniosek: Kazda podrozmaitos¢ analityczna P™ jest opisana réwnaniami wielomianowymi.



4 Struktura zespolona

Formy rézniczkowe i kohomologie de Rhama - podsumowanie wiadomosci:
% Formy rézniczkowe na C*°-rozmaitosci X oznaczamy przez A®*(X) = @dlmx AF(X).
% to jest algebra przemienna (jako algebra z gradacja ab = (—1 )deg(“) deg(b)pg, )

* rézniczka spelia formute Leibniza d(ab) = ad(b) + (—1)de(@)p

% przestrzeni liniowa A¥(X) jest réwna przekrojom globalnym snopa A%

* Ry — A} — AL — A% — ... jest miekka rezolwenta snopa statego Ry, dlatego

H*(A*(X),d) = H*(X;Ry) ~ H*

sing(

X).

Grupy te (przestrzenie wektorowe) beda oznaczne przez H¥(X)
% mnozenie form indukuje mnozenie w kohomologiach H*(X) x H(X) — HF(X)

% gdy rozmaito$¢ X jest zwarta, n = dim X oraz X ma wybrana orientacje, to catka n-form rézniczkowych
indukuje przeksztalcenie [y : H"(X) — R. Gdy X jest spdjna, to [ jest izomorfizmem

% gdy X jest zwarta, zorientowana, wymiaru n, to forma
/ —AN—:H¥X)x H"*(X) =R
X

jest niezdegenerowang forma 2-liniowa (Dualno$¢ Poincaré)

* gdy X jest zorientowana (nie koniecznie zwarta), to zamiast zwyklych kohomologii rozwazamy formy
i kohomologie o zwartych nosnikach H*(X) = H*(A%(X)), wtedy

/ —A—:HNX)x H"F(X) > R
X

jest niezdegenerowana forma 2-liniowa,

% wprowadzenie metryki Riemanna pozwala zdefiniowaé formy harmoniczne H*(X) (o najmniejszej
normie w swojej klasie kohomologii). Gdy X jest zwarta, to formy te sa zamkniete i odwzorowanie
HF(X) — H*(X) jest izomorfizmem. Jednak produkt from harmonicznych nie musi byé forma har-
moniczna,.

Poéttoraliniowa algebra
4.1 Struktura zespolona I? = —id. Przestrzenie wlasne struktury zespolonej
Ve=Vi+V

4.2 Rozklad przestrzeni sprzezonej: Formy liniowe typu (1,0) i (0,1) (tzn C liniowe i antyliniowe).
Vip := (V)i = Home(V, C),
Vo == (V*)_i = Home(V,C).

We wspélrzednych eq, ea, ..., e, f1, fo,. .., fn takich, ze I(ex) = fi: baze dualng oznaczamy:
dey =ej,, dy, = fi.

Definiujemy
dzy = dx + idyy , dzp := dxg — idyg .

Formy dz, sa baza V(j), a dz), sa baza V().

4.3 Izomorfizm liniowy (V*,T) ~ (Vlo, i), o(f)(v) = f(v) —if(Iv))
P(If)(v) = f(Iv) —if(I*v) = (IU) +if(v) =i(f(v) —if(Iv)) = ig(f)(v)
) (

Izomorfizm antyliniowy: (V*, ) (Vol,z , V() (v) = f(v) +if(Iv))
Y(If)(v) = f(Iv) +if (IPv) = f(Iv) —if(v) = —i(f(v) + if(Iv)) = —iv(f)(v)

w



4.4 Formy antysymetryczne typu (p, q):
AVE= @ A7, AP = APV A NIV
ptq=k
RPT— A,
— Operator I dziata AP4V* poprzez mnozenie przez P~

Hermitowska algebra liniowa

4.5 Tloczyn hermitowski (—, —)) = (—, —) — iw(—, —) zadje:

— I-niezmienniczy iloczyn skalarny (—, —),

— forme symplektyczna w(—, —) = (I(—), —) = —(—, I(—)).

4.6 Forma objetosci: we wspérzednych ortonormalnych:
— gdy dim¢c(V) =n

n n
w:dek/\dyk = %Zdzk/\dfk
k=1 k=1

W™ = nlvol .

gdzie
vol = (5)"(dz1 Ndzy) N -+ AN (dzn NdZn) = (dzy Adyr) A -+ A (dzn A dyn)
(Uwaga: forma w nalezy do A2V* N A1V* € A%VE)
4.7 Cw: sprawdzié, ze A0 LAY
4.8 Operator Lefschetza L = w A —. |, Trudne Lefschetza w wersji liniowej”
N T i
jest izomorfizmem. (Mozna podaé elementarny dowdd, dosé uciazliwy. Nasz dowdd bedzie via reprezen-

tacje algebry Lie s[(2).)

5

5.1 Definiujemy H € End(AV*) jako mnozenie skalarne przez k — n na AFV (zakladamy, ze n =
dim V). Mamy [H, L] = 2L.
Sprawdzenie: dla a € A*: HLa — LHa = (k +2 —n)La — (k — n)La = 2La.

5.2 Definiujemy operator sprzezony L*
(Lo, BYy = (o, L*3)
L* zmniejszaja gradacje o 2. Mamy
- [H,L)=2L, [H,L*]=-2L*

~[L,L*]=H.
Przestrzen AV™* jest reprezentacja sla(Z), tzn skonstruujemy

p:sl(Z) — End(AV®),  p(h)=H,  plz)=L,  ply)=L",

G @) (o)

gdzie



5.3 Przypomnienie z teorii reprezentacji:
— Reprezentacje proste (nie zawierajace wlaéciwych podreprezentacji) sa postaci Sy = Sym*(R?).
— Kazda reprezentacje sly(Z) mozna rozlozy¢ na sume reprezentacji prostych.
— Wartoéci wlasne h sa liczbami calkowitymi, 2* zadaje izomorfizm W_j, — W;, (k > 0).
—x: Wi — Wiyo jest mono dla k < 0,epidlak+2>0
— Rozklad Lefschetza: Definiujemy dla k& > 0 elementy prymitywne

Py ={we W_j|z"tw = 0}.

Mamy
W_p=P_ 1 PzP_j_o® a:ZP,k,zl D....

5.4 Formy prymitywne (uwaga na przesunieta gradacje): dla 0 < k < n definiujemy
P F ={ae APV | LMo =0}
PP9 = APY N p£+q.

ph= G pre
p+g=n—k

Mamy

5.5 Rozklad Lefschetza:
ARV = prh g (PR g e LI(PR gL

5.6 Gwiazdka Hodge’a dla rzeczywistych przestrzeni z iloczynem skalarnym i orientacja.
Dana forma objetosci vol € AYW*, gdzie d = dimW. Definiujemy gwiazdke Hodge’a jako funkcje
liniowa * : AFIWW* — AY=FW* speliajaca a A *8 = (a, B) vol. W bazie ortogonalnej, jesli

{il,ig,...,ik}U{jl,jg,...,jd,k} = {1,2,...,d},

to
dl‘il VAN dIiQ N dl‘lk = :Edl‘jl AN dCCjQ VAN dﬂ?jdik.

5.7 Cw: niech d = dim W:
(1) <Oé,*6> = (_1)k(dik) <*Oé,5>,

(ii) *2 = (—=1)*@=k) na k-formach.

Teoria Hodge’a dla rozmaitosci C*
5.8 Operator formalnie sprzezony d* = (—1)4*F+D+1 g : AF(M) — AF—1(M).
5.9 Dla rozmaitosci zwartych bez brzegu a € A*=1(M), b € A¥(M)
(da,b)x = (a,db) x

Dowéd
0:/ d(a/\b):/ da/\b+(—1)k1/a/\db.
X X X

(@.db)x = [ {0 (-1 <)
X

= (—1)dk+D+1 / aN*xdx*b deg(xdxb) =k —1
X
= (—1) D +IH(k-1)(d—k+1) / aNdxb dk+1D) +1+k-1)(d—-k+1) =k
X

:(_1)k/Xa/\d*b:/X<da,b>vol



5.10 Laplasjan A = dd* + d*d tzn ,,super-komutator” [d,d*]s;. (Superkomutator elementéw algebry
z gradacja A = @, A* definiujemy jako [¢, ¢]s = ¢ — (=1)F9¢ jesli ¢ € A%, ¢ € AY)

5.11 Formy harmoniczne: H = kerA.

5.12 Przykiad: Rozwiaza¢ réwnanie ciepla %a(t) = —Aa(t) gdy M = S! dla 0-form:
1 = dx, xdxr =1,
Dla 1-form d* = ( 1)+ 5 gy = — % dx
Dla 0-form A(f) = d*df = d*f'dz = —f"
Dla 1-form A(fde) = dd* fde = —df’ = —f"dx
Wektory wlasne laplasjanu na S! to funkcje sin(nz) i cos(nx) o wartodci whasniej n?.
Rozwiazanie réwnania ciepta o warunku poczatkowym

xr)=a+ Z by, sin(nz) + Z ¢ cos(nx)

n>0 n>0
—a+z “tn*p, sin(nx +Z nCnCOan‘)
n>0 n>0
Przy t — oo
fi(z) — a.
6

6.1 Dla zwartych C'°°-rozmaitosciach mamy:
1) H = ker(d) N ker(d*)
2) H = ker(d) Nker(d*) = ker(d) Nim(d)*
3) podprzestrzenie H, im(d) i im(d*) sa prostopadtle.

Dow:
1) Dla a € ker(A):

0= (0,a) = (dd*a,a) + (d*da,a) = (d*a,d*a) + (da,da) = ||d*a||* + ||da||?

2) da =0 to 0 = (da,b) = (a,d*b), wiec a € im(d*)*
Jeli a € im(d)* to 0 = (a,d*da) = ||dal|?.

3) a € H to da =0, wiec a L im(d*) etc

(d*a,db) = (a,d?b).

6.2 Rozklad Hodge’a A*(M) = im(d) & H & im(d*).

Rozktad Hodge’a wynika z ogdlnej wlasnosci samosprzezonych operatoréw eliptycznych, ktérej nie
bedziemy dowodzi¢ (bo wymagaloby to wprowadzenia przestrzeni Sobolewa):

A (M) - GBAGSpec(A)A*(M))"

(rozklad na wartosci wlasne)

A (M) = ker(A) & im(A).
Ponadto dim(ker(A)) < oc.
Mamy im(6) C im(d) & im(d*), z powyzszego wynika,
im(A) =im(d) ® im(d")

6.3 Wniosek 1: H — H*(M) jest izomorfizmem.
Ponadto: jesli A(a) =0 d = a+db, to ||d'|| > ||a-
Czyli: Forma harmoniczna jest forma o najmniejszej normie w swojej klasie kohomologii.



6.4 Wniosek 2: Dualnosé¢ Poincaré: dla kazdej klasy kohomologii [a] # 0 istnieje klasa [5] w
dopemiajacym wymiarze taka, ze [,, @ A # 0.
Zakladamy, ze « jest harmoniczna i przyjmujemy 8 = o*.

6.5 Réwnanie ciepla %a(t) = —Aa(t), a(0) = a (bez dowodéw, patrz Arapura §7)
— rownanie ciepta ma rozwiazanie dla ¢t > 0
— limy_00c(t) istnieje i jest forma harmoniczna, oznaczamy oy,
Uwaga: Laplasjan ma zawsze warttosci wlasne nieujemne, wiec lim istnieje.
- a=ag + AG(a), gdzie G(a) = [;°(a(t) — ag)dt jest operatorem Greena.
Sprawdzenie dla wektora wlasnegp Aa = Aa, A # 0:

A </ e_’\tQadt> = / e Mhadt = </ e M\ dt) a=q.
0 0 0

6.6 Jesli B(t) jest rozwiazaniem z warunkiem poczatkowym (3, to d3(t) jest rozwiazaniem z warunkiem
poczatkowym df, bo dA = ddd* + dd*d = dd*d = dd*d + d*dd = Ad.
a=ag+dp to ar = ap + dp;.

6.7 Jesli da =0, day =01 [a¢] = [0]
Dw a = ap, +dB, (a4 — o)’ = —A(dfy) = —dA(By)

Algebra liniowa — rozmaitosci rézniczkowe

6.8 Rozmaitosé¢ niemal zespolona to para(X,I € End(TX)), gdzie X jest rozmaitoséia (rzeczywista)
oraz I? = —id.

6.9 Formy rézniczkowe rozkladaja sie na sume prosta A*(X)c = D, API(X). W ogdlnosci
rézniczka d ograniczona do form typu (1,0) moze mieé¢ sktadowa typu (0,2). Gdy struktura niemal
zespolona pochodzi od holomorficznego uktadu wspéhrzednych, to nie ma skadowej typu (0,2).

6.10 [Huybrechts 2.6.17] Warunek (da)pz = 0 dla a € A9(X) jest réwnowazny iwolutywnosci dys-
trybucji T Xy C T Xc:
Yu,v € F(TXOl) [’LL,’U] S F(TX[H)

Dowéd z formuty Cartana:
do(u,v) = ua(v) —va(u) — a(ju,v]) = a(u,v])

dla o € A*(X) warunek da € A?°(X) @ A1 (X) jest réwnowazny:
dla dowolnych w,v € T Xgymamy «([u,v]) = 0.
Stad d(A'Y) c A?9(X) @ A (X) wtedy i tylko wtedy, gdy
dla dowolnych u,v € T X1 mamy [u,v] € TXq; .
To jest warunekm inwolutywnosci dystrybucji (tzn podwiazki) T' X1 C T Xc.
6.11 Niech P = (il + id) bedzie rzutowaniem na formy typu (0,1). Warunek iwolutywnosci jest

rownowazny:

(% * %) Vu,v € I'(TX) P[Pu, Pv] = [Pu, Pv].
Po prostych przeksztatceniach otrzymujemy tensor Nijenhuisa:
6.12 Dla I € End(TX) definiujemy tensor Nijenhuisa
Ni(X,Y) = —IQ[X, Y+ I(IX,Y]+ [X,IY]) - [IX,IY].

6.13 Twierdzenie Newlandera-Nirenberga: Struktura niemal zespolona I na R?” pochodzi od wspélrzednych
zespolonych wtedy i tylko wtedy gdy Ny = 0. (Warunek N; = 0 jest rownowazny (***), co latwo
sprawdzi¢ algebraicznie.)



6.14 Zwiazek z twierdzeniem Frobeniusa: calkowalno$¢ < inwolutywnosé dystrybucji.

6.15 Jesli X jest rozmaitoscia zepolona, to

d(API(X)) C APTHI(X) @ APTHH(X)
d=0+d, *=0=0", 00+00=0.
6.16 Kompleks Dolbeault: dla kazdego 0 < p < dimg¢ X mamy kompleks
0 - AP0(x) & Art(x) ... & gpdimX (xy 0
ker(d : APY(X) — APH(X)) = QP(X).
gdzie QP(X) oznacza formy typu (p,0) z holomorficznymi wspétczynnikami.
6.17 Definiujemy kohomologie Dolbeault jako kohomologie tego kompleksu:
HE (X;QP) == ker(d: APY(X) — AP (X)) /im( : APTTHX) — API(X)).
6.18 Holomorficzny Lemat Poincaré: ciag snopéw
0— Qf — AP0 5 AP 5 APZ —
jest dokladny. Ozacza to, ze jedli 0o = 0, to loklnie istnieje forma /3 taka, ze 08 = .
6.19 Kohomologie o wspélczynnikach w snopie (patrz podrecznik z algebry homologicznej)
H (X3 F) = BY(D(A%)),

gdzie
F =AY 5 A 5 A% 5 .

jest dostatecznie ,,dobra” rezolwenta F. Mozna zaklada¢ warunek miekkosci: dla kazdego przekroju F
na zbiorze domknietym mozna przedtuzyé¢ do przekroju globalnego. (Zakladamy, ze X jest przestrzenia
parazwarta.)

6.20 Snop A° funkcji C* na rozmaitosci rézniczkowej jest miekki.
6.21 Kazdy snop A% moduléw jest miekki. W szczegélnoéci APY jest mickki. Zatem rezolwenty
Of — AP®

sa miekkie. Stad
H*(X;QF) = HY(AP*(X)

tzn kohomologie Dolbeault sa kohomologiami snopowymi w sensie algebry homologicznej.

6.22 Gdy X jest rozmaitoscia zespolona, to .A(]E = @p+q:k AP4. Dla p > 0 definiujemy filtracje
Hodge’a na poziomie snopéw form rézniczkowych

PA = @
p'+q=Fk, p'>p
oraz filtracje w kohomologiach H*(X;C) = H*(A®*(X)c)
FPHY(X;C) = im(H"(FPA* (X)) — H*(A*(X)c)) -

6.23 Mamy
Fp.Ak/FpHAk ~ APFkP

HPT((FP AR FPHLARY (X)) = HY(X;08,).



7

7.1 Addytywny Proplem Cousina: Szukamy globalnej funkcji meromorficznej o zadanych lokalnie
cze$ciach meromorficznych.
Dane pokrycie X zbiorami otwartymi X = |JU;. Na kazdym U; dana funkcja meromorficzna f;
taka, ze réznice gi; = (fi)jv,nv; — (fj)|jv;nu, sa funkcjami holomorficznymi. Czy istnieje globalna funkcja
meromorficzna f taka, ze fiy, — fi jest funkcja holomorficzna?

7.2 Multiplikatywny Problem Cousina: Szukamy funkcji meromorficznej o zadanych biegunach.
Zakladamy, ze f;/f; jest funkcja holomorficzna na U; N U; i szukamy globalnej f takiej, ze f/f;
jest holomorficzna na U;. Odpowied? zalezy od klasy kocyklu w H(X; O%).

7.3 OdpowiedZ w jezyku kohomologii. Dla pokrycia % = {U;} definiujemy kompleks Cecha:

Chw)y= ] FUunU,Nn---NU).
0 <ip<--<ip

W formutach uzywamy multiindekséw I = {ip < i1 < -+ < ix}, Ur = U, NU;, N---NU;, Dla
{s1} € C*=1(%) definiujemy rézniczke

k

d({sr})s = Z(—l)a(sj\ja)wJ

a=1

d({si})jO:jl = (8j1)|Uj01j1 - (8,7'0)|Uj0$j1
d({Sio,i1 })jo,jrge = Sirgs — Sjoja + Sjon  obciete do Ujg 5, 5,

7.4 Definiujemy kohomologie Cecha H*(%; F) = H*(C*(%;F),d).

7.5 Pierwszy problem Cousina: F = Ox, uklad funkcji {g; ;} € CY(% ; Ox) spelia warunek kocyklu:
9ij — 9ik + gjr = 0, zatem zadaje on element kohomologii Cecha pokrycia H L{U;}; Ox). Ten element
jest zerowy (tzn kocykl jest kobrzegiem) wtedy i tylko wtedy, gdy problem Cousina ma rozwiazanie.
Dokladniej: istnieja takie funkcje holomorficzne h; na U;, ze g;; = h; — h;, wtedy funkcje meromorficzne
fi = f; + h; sa zgodne na przecieciach i zadaja funkcje globalna. Dla rozwiazania problemu Cousina
mozna zalozy¢, ze pokrycie jest dowolnie drobne.

7.6 Drugi problem Cousina: pytanie czy 1-kocykl o wartosciach w snopie O% jest kobrzegiem.
7.7 Rozdrobnienie pokrycia indukuje morfizm kohomologii Cecha (nie zalezy od funkcji wpisujacej).

7.8 Twierdzenie:
lim H¥(%; F) ~ H*(X; F)
_>
/4

7.9 Jesli pokrycie jest acykliczne (tzn H¥(U;, N U;; N--- N Ui,; F) = 0 dla kazdego multiindeksu i
k> 0) to
H*({Ui}; F) =~ H"(X; F).

Patrz (7.19). O kohomologiach Cecha mozna przeczytaé tez w [Szabat, Wstep do analizy zespolonej,
jest tez wydanie angielskie: B. V. Shabath, Introduction to complex analysis].

7.10 Pokrycia acykliczne dla snopéw lokalnie statych (dla przestrzeni topologicznych): np. takie, ze
kazde przeciecie Uy jest Sciagalne.

7.11 Pokrycia acykliczne dla snopéw koherentnych w geometrii algebraicznej: np. gdy Uy sa zbiorami
afinicznymi.



7.12 Pokrycia acykliczne dla snopéw koherentnych analitycznych: np. gdy Ur sa zbiorami Steina.
Definicja: U C M jest Steina jesli
— dla kazdej pary punktéw p, g € U istnieje funkcja analityczna f € Oy taka, ze f(p) # f(q).
— (holomorficzna wypuktosé) dla zbioru zwartego K C U zbiér

K:={peU|VYfeOy|flp)< supger | f(q)] }

jest zwarty.

7.13 W problemach Cousina mozna braé pokrycie dowolnie drobne. Skoro H'(P"; Ox) = 0, wiec na
P™ problem Cousina ma zawsze pozytywne rozwiazanie. Dla krzywych rodzaju > 0 problem Cousina
nie zawsze ma rozwiazanie pozytywne.

Ciagi spektralne
Przyktadowe zrédio: C. Weibel - An Introduction to Homological Algebra, roz. 5

Napis Ej , = Hpyq oznacza, ze w H, jest filtracja malejaca taka, ze
FpHpiq/Fp1Hprq >~ EJ .
7.14 Homologiczny ciag spektralny zwiazany z filtracja kompleksu tancuchowego. Definiujemy
Ay e ={z € F,Cs | d(x) € FpCa},
Z;. = obraz A;. w F,Ce/Fp—1C,,
B, , = obraz (AT ) w FyCe/Fp_1C,,

p+r—1e
o Zpe A +FaCe Ay
P B;»‘ d(A;)—l_—}‘—l,o) + Fp—lc° d<A;—&_—7l“—1,o) + A;:},o

Gradacja na wspolrzednej ¢ jest tak dobrana, ze
B;,q c Zg,q C FpCpiq/Fp-1Cpiq -

RfﬁZniczka w Co indukuje rézniczke By, — E) . 0 (CW) Jest spelniony warunek H.(E],) = Ej;tl
(Cw). Zatem Ej , jest podilorazem (ilorazem podobiektu) F,Cpq.

7.15 Ciag spektralny przestrzeni topologicznej z filtracja

Eg,q = P+Q(Xp’ Xp—1)7 E;,q = p+q(Xp7Xp—1) = Hp—l—q(X) .

Rozniczka
1 1
Ep,q — Ep—lvq

czyli
Hpq(Xp, Xp-1) = Hp14¢(Xp-1, Xp-2)

jest rézniczka z dlugiego ciagu doktadnego homologii tréjki
(Xp, Xp-1, Xp-2).
7.16 Kohomologiczny ciag spetralny, struktura multiplikatywna
dP? . EPd — Eprra-ril E;:gl = ker(d,, ,)/im(d},_, 41r—1)

Ui / !
P,q P Hq PTPpP,4T4q
EP9 x EP9 — EP .
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7.17 Ciag spektralny indukowany przez filtracje malejaca w kompleksie kohomologicznym
Eg#l — chp—i-q/Fp—i-le—&-q’ Ellmq — Hp+q(FpCo/Fp+1Co) 7

7.18 Ciag spektralny Frolichera: dla rozmaitosci zespolonej rozwazamy filtracje Hodge'a w A®(M).
Mamy
EPT = HY(M;Oh,) = HPT(X;C)

zwiazany z filtracja Hodge'a w A% (M). (Dla ciagéw spektralnych kohomologicznych rozwazamy filtracje
malejace.)
— gdy M jest afiniczna to E"? = 0 dla ¢ > 0, wiec EY'? = ELY, zatem H*(M;C) = H*(Q*(M)),
— gdy M Kébhlera, to E]"? = EE.

7.19 Ciag spektralny Cech-do-globalne dla skoticzonego pokrycia
B = @ HUGF) =@ H(~F), By = B Y~ F),
[I|=p+1

W szczegdlnosci, gdy pokrycie jest acykliczne, to ciag ma niezerowe wyrazy jedynie w zerowym rzedzie
poczawszy bod Ej. Zatem kohomologie H*(X; F) sa réwne kohomologiom E7 0,

8 Teoria Hodge’a dla rozmaitosci zespolonych hermitowskich

8.1 Dla przestrzeni hermitowskich bierzemy W = Vg, wiec d = 2n. Mamy vol = %w”. Rozszerzamy
gwiazdke Hodge’a C-liniowo

xdz = *(dz+idy) = dy—ide = —i(dz+idy) = —idzx, xdz = *(dx—idy) = dy+ide = i(dv—idy) = idZz
Lo APE 2, pnmanep
Czasem uzyteczna jest N
%1 AP — AP *(a) = xa = *a.
8.2 Przymujemy L*=operator sprzezony, tzn (Lo, 5) = (a, L* ). Mamy
L¥ =5 'Ls = (—1)98 « L % .

(poniewaz d jest parzyste). W literaturze czesto L* jest oznaczane przez A, co moze sie myli¢ z potega
zewnetrznag,.

8.3 Dla rozmaitosci zespolonej z iloczynem hermitowskim L, L* = (—1)98 x Lx, H = [L,L*] =
(deg —n)id dzialajace na C*°-formach rézniczkowych A*(X) i ich C liniowe rozszerzenia na A*(X)c.
W ten sposéb A*(X) i A*(X)c staja sie reprezentacja sl(2).

8.4 Definiujemy operatory formalnie sprzezony
O* = — % 0% : API(X) — APTHI(X),

(P,g) = (n—gn—p)=m—gn-—p+1)—(p—1,)
oraz
0" = — % 0% : API(X) — API1(X) .
Mamy d* = 9* + 0* (zdefiniowanie w 5.8).

8.5 Definicja: Rozmaitosé jest kahlerowska gdy jeden z réwnowaznych warunkéw jest spetiony:
1) lokalnie, w pewnych wspéhzednych w = £ 3, dzy, A dzj, + O(||z|[?).
2) dw=0
3) lokalnie w = 9df dla pewnej funkcji f : U — R.
Dowéd 2) = 1) [Voisin 1, Prop 3.14]
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8.6 1) innymi stowy: w kazdym punkcie istnieje uktad wspéhrzednych taki, ze metryka hermitowska
jest standardowa z dokladnoécia do wyrazéw rzedu 2.

8.7 NAJWAZNIEJSZY PRYKLAD: Metryka Fubini-Study na P"

l<ww><a&B>—<aw><w, B3>
<a76>:7 ) 7/8 27 7/3
s <w,w >

9

gdzie &, ﬁ € T,,C"*! sa podniesieniami wektoréw o, 8 € T wP". W lokalnych wspéhrzednych na Uy
forme symplektyczna mozna zapisaé jako

i B n
w= 2—88109(1 + Z lwg|?)

s
k=1
Spetniony jest warunek Kahlera dw = 0.
8.8 Dlan=1 ) ) ) )
i
“ 27 (1 4+ ww)? waaw (1 + 22 + y?)? T

oraz [p w = 1.
8.9 Wniosek: Zespolona podrozmaitosé P” jest kahlerowska.

8.10 Tozsamosci Hodge’a:
i) [0,L] = [0, L] = 0 (bezposrednio z warunku dw = 0)
i) réwnowaznie przemiennos$é L* z 9* i 0*
i) [0%, L] = 0, [0*, L] = —i0
ii") réwnowznie [L*, 0] = —i0*, [L*,0] = i0* (to istota dowodu wszystkich tozsamodci)
i) [0, 0%]s = [0*,0]s = 0 (to juz formalne konsekwencje ii))
iv) Apg=Az = %A i jest przemienny z 0, 9, 0%, 9*, L i L* (dowéd formalny)

8.11 Dowdd tozsamosci Hodge’a: jesli dw = 0 to w kazdym punkcie istnieje uktad wspdlrzednych,
w ktérym iloczyn hermitowski jest standardowy z dokladnoscia do wyrazéw rzedu conajmniej 2 (tzn
< eijyej >,= 65+ O(]|2]]?)). Jest to réwnowazne temu, ze w jest standardowa forma z dokladnoscia
do wyrazéw rzedu conajmniej 2.

Tozsamo$é ii) (lub ii’)) jest kluczowa. Wybieramy uklad wspétrzednych w ktérych w = wo + 7,
gdzie wp jest standardowa, forma symplektuczna, a n € 0(|z|?). W szczegdlnosci (%n)(O) = (%n)(()).
Dowodzimy [L*,d] = i0*. Wystarczy sprawdzi¢

(L7, 0)(@)) =0 = i(9" @) =0
Mozemy zastapi¢ w przez wy i zbadaé tozsamosci Kéhlera na rozmaitoéi ptaskiej C"/(krata). Mozemy
przyjaé wspohrzedne takie, ze w =i Y dzi Adzy, (bez %) Rozkladamy 0 = 3~ 0y, i niech wy, = i dzj, Adzy.
Operator sprzezony:
L* =—i Z Ley bey
k

Roézniczkowania:
* 0
8 = —aizkllgk
- o
6 = —T%Lgk
Operatory Lj i Oy sa przemienne dla k # ¢. Pozostaje zbada¢ dzialanie [L}, 0] na o = fdzr Ndzy, i
rozwazajac cztery przypadki k € lub & I lub J. Dla przykladu: jesi k¢ I, k & J

(L%, 0] fdzi A dzp Adzp A dzy =
Lion(fdzp ANdzp Adzp NdZg) — O Li(fdzp A dZ, Adzp Adzy) =
10k (fdzr Ndzy) =
i (fdz Ndzp Adzy) =

—ilte, (fdzp A dZp Adzp AdZy) = i0%(....).

12



8.12 U Huybrechtsa: W dowodzie ii’) wygodnie jest uzywaé operatora d® = I~'dI oraz sprzezonego
(d)
d°=—i(0—0), (d°)" =—xd
i dowodzi sie ii”) [L*, d] = —(d°)*. Dowdd rachunkowy, korzystajacy z rozkladu Lefschetza na poziomie
form, tzn sprawdzamy dla form postaci LFo.Sprawdzanie jest zmudne, ale skuteczne.

8.13 W dowédz iii) i iv) bede uzywal superkomutatoréw [a,b] = ab — (—1)d8(@)dee®)pg W tej

konwencji Ay = [0, 0*].
iif)

=

i

i[0,0%] = [0, [L*,d]] = OL*0 — 0°L* 4+ L*0* — OL*9 =0

iv)

Ay = [0, 0] 2117, 8], 0) "L (27, 18, 0]) — [[L*,8],0]) 2 [57,8] = A
5

oraz z iil) A = Ay + Aj.

L, Ag] = [L,[0,8] *¥ 1L, 8],6"] + [0, [L,8*]) 2 i[0, —id] = 0

——
0

Kohomologie rozmaitosci Kahlera
8.14 Wniosek: H*(M) ~ H jest skonficzenie wymiarows reprezentacja sly(Z).
8.15 Skoniczenie wymiarowe reprezentacje sl(2) sa opisane przez (5.3). Stad
LF: H k(M) — H™ (M)
jest izomorfizmem (Trudne twierdzenie Lefschetza). Zatem mamy
dim H*(M) < dim H**2(M)  jeslik+1<n,
dim H*(M) > dim H**2(M)  jeslik+1>n.

Co wiecej mamy
dim HP9(M) < dim HPTHHY(M) jedlip4+q+1<n,

dim HP9(M) > dim HPTVI Y M) jeslip4+q+1>n,
gdzie HP1(M) = H1(M;QP) (wyjasnienie w nastepnym wyktadzie).

9 Kohomologie rozmaitéci Kihlera - rozklad na typy (p,q)
9.1 Laplasjan Ap jest przemienny z rzutowaniem A*(X) — AP4(X), zatem
W= P MY, gdzie HPY =P AP
p+q=Fk
9.2 Stad ~ H*(M) = @, . H"(M), gdzie HP?(M) = im(H"" — HPTI(M).
— HP9 = HPP (sprzezenie zespolone)

— «HP1 = HPDTP gdzie n = dim X
9.3 Diament Hodge’a hP? = h"»7P"~9 = p2P. Np dlan = 3

h33 1
h32 h23 Q ‘
h31 h22 h13 <> * <>
h30 h?! h1? % =0 9 9 0O
h20 hll h02 <> * <>
th hOl ‘ *
ho0 1



9.4 Ponadto
~Jeslik=n— (p+q) >0to LF: HP4(X) — HPKaHk(X) jest izomorfizmem
— rozktad Lefschetza jedli p+qg <n

HPY(M) = PPYM) @ L(PP~ Y Y (M) @ LA(PP 272 (M) & . ..
9.5 Rozklad Hodge’a dla form typu (p,e):
APU(X) = HE? ® im () @ im(D") .

Skoro Ay = %A, wiec
Sy

Stad B B
ker(0) = HP? @ im(0)

HY(X;QP) ~ HP1.
9.6 Wniosek: Ciag spektralny Frolichera degeneruje sie
EVT = HY(X;QF) = ERI.

9.7 Wniosek zupelie poboczny: Dla rozmaitosci Kéaklera (przypomnijmy, ze zakladamy zwartosé)
jesli a € QP(X), to O = 0.

9.8 Dla rozmaitosci Calabi-Yau tzn gdy Q" ~ Ox (i dodatkowo zakladamy, ze H°(X,QP) = 0 dla
0 < p < n) diament Hodge’a wyglada tak (n = 3)

1
0 0
0 ) 0
1 @ Q@ 1
0 & 0
0 0
1

Moéwimy, ze X* jest kohomologicznym lustrem X gdy hP4(X*) = " P4(X). Dla 3-rozmaitosci oznacza
to h'2(X*) = R(X) i RM(X*) = h'2(X). Symetria lustrzana: to geometryczny sposéb znajdowania
X

9.9 Dualnosé Serre’a: iloczyn zewnetrzny
A QP x Q1 — QPta

zadaje forme
H*(X;0P) x HY(X; Q%) — HY(X; Qrta),

Gdy k + ¢ =p+ g =n skad mamy forme z [ : H"(X; Q") ~ H*"(X;C) — C. Z dualnosci Poincaré ta
forma jest niezdegenerowana, wiec

H*(X;QP) ~ H R (X; Q7 P)* .
Ogdlniej: Mamy niezdegenerowana forme
H*¥(X;E)x H"*(X; E* @ Q") — H"(X;Q") - C
dla snopa lokalnie wolnego. W szczegdlnym przypadku, gdy QP = E:
Q"P ~ Hom(QP, Q")

Sygnatura
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9.10 Relacje Hodge’a-Riemanna: Forme B(«, ) na H*(X) okredlamy jako:
B(a, B) :/ aABADTE.
X

Ta forma jest péltoraliniowa, jest (anty)symetryczna, tzn B(a, 8) = (—1)*B(a, 3). Ponadto jest niezde-
generowana: dla o € H*(X) istnieje v € H?"*(X) taka, ze Jx a Ay #0. Klasa v jest postaci L *p
z trudnego twierdzenia Lefschetza.

9.11 Nad C formy antysymetryczne mozna zamieni¢ na symetryczne: gdy ¢ jest antysymetryczna,
tzn spelnia

Cb(av b) = _¢(b7 a) )

to ¥ (a,b) := i¢(a,b) jest symetryczna. Dla form symetrycznych mamy ¥ (a,a) € R. Méwimy, ze forma
symetryczna péttora liniowa jest dodatnio okreslona, gdy

P(a,a) >0 dlaa#0.

Twierdzenie: Forma

P9 (=D)FED2B(a, B)
jest symetryczna i dodatnio okreslona na a, 3 € PP4(X) c P*(X) c H¥(X), k=p+q.

9.12 Dowdd. Algebra liniowa: trzeba sprawdzi¢ dodatnia okreslono$é formy By okreslonej na formach
zewnetrznych PP? C AP? C A(C")* @ C wzorem

aAB AR = By(a, B)dzy Adyy A -+ Aday A dyy, .

Sprawdzamy nastepujaca réwnosé dla a € PF:

- k(k—1)
(xx%) L" P"a=(-1)"2 (n—Fk!«*xI(a),

gdzie I jest struktura zespolong dzialajaca na A(C")* ® C. Dowodzimy indukcyjnie

k(k—1) j!

Da=(-1)"2 ——— _«L"*I](a).
0= (1) T e+ L)
Majac (x * *):
k(k—1)
aNahw" F=anl"Fa)=aA(-1)" 2 (n—k)!xI(a)=
k(k—1) k(k—1)

=(—-1) 2 aAx(n—k)U(a)=1TP(-1) 2 (n—Fk)! <a,a>wvd

9.13 Wniosek: Niech n = 2m. Forma przeciaé (kéra jest réwna B(a, 3)) jest symetryczna oraz ma

sygnature
k(k—1)+p—q
>, (=) 2 dim(PPY(X)

p+q<m, 2|p+q

9.14 Mamy réwnosci dim PP9(M) = kP4 — hP~1471 § 7 réwnodci hP4 = h9P = h" P14 wynika wzér

na sygnature

dim (M) dim (M)
sgn(M) == > (=1)PhPT 3" (=1)PhP1.
1,4=0, 2|p+q P,q=0
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Na przyktadzie n = 4: Sumujemy skladniki dla ktoérych p — g jest parzyste:

+p4,0 _p3,1 +p2,2 _p1,3 +p0,4

sgn(M) = +p>? fp;’; +p02
+p°
—|—h4’0 —h3’1 4 h2’0 +h2’2 _ hl’l _h1,3 +h0’2 —|—h0’4
= +h270 7h1,1+h0,0 +h0,2

+ht0

+htt
+h4’2 —h3’3 +h2’4
— —|—h4’0 _h3,1 —|—h2’2 —h1’3 —|—h0’4
+h2’0 —hl’l +h0’2
+h00

Skladniki nieparzyste (—1)?hP¢ mozemy zaniedbaé, bo kasuja sie z (—1)Ph?P gdy 2 [p + q.

9.15 Dla spéjnych powierzchni: forma przecieé jest typu (2h%° + 1, A5 —1).

10

Zastosowanie trudnego twierdzenia Lefschetza do badania przeksztalcen:
10.1 [Blanchard, Deligne] Dane rozwiéknienie F' C M — B. Ciag spektralny Serra
EPY = HP(B;HY(F)) = HPT(M).

Jesli B jest jednospéjna, to snop He(F) jest staly i EY'? ~ HP(B) ® H(F).

Twierdzenie: jesli istnieje element [w] € H?(M) speliajacy teze trudnego twierdzenia Lefschetza,
to By = F, zatem
H*(M) ~ H*(B)® H*(F)

jako H*(B)-modul.

Dowodzimy, ze rézniczki w E,. dla r > 2 sa zerowe na P*(M) korzystajac ze struktury multyplikaty-
wnej ciagu spektralnego. Na E* dziata operator L = [w]. Niech n = dim(F'). Dlaa € HP(B)®@P1(F) C
EP" mamy dya € EPTT"T Niechn—k = g—r—+1. Wtedy n+k = n+ (n—q+r—1)=2n—q+r—1

n—q+r—1 . pp+rg—r+1 =X pp+r2n—g+r—1
L . EP 5 P

Wystarczy pokazaé, ze L™~ 91"~ 1d,.a = 0:
L o = d, LV o = d, LV PL e =0
dla r > 2, bo PY(F) := ker(L" 9! : HI(F) — H* 92(F)).
10.2 Jeéli baza B nie jest jednospdjna, to HF(F) jest lokalnie stalym snopem stowarzyszonym z
lokalnie stalym systemem wspolczynnikéw. Przy zalozeniu, ze B jest spdjna i po wyborze punktu

bazowego lokalny system wspotczynnikéw mozna utozsamié z reprezentacja monodromii 7y (B, by) —
Aut(H*(Fy)). W szczeginych przypadkach stosuje sie teoria Picarda-Lefschetza.

Teoria Picarda-Lefschetza

10.3 Ogolne wiadomosci o monodromii: dla topologicznego rozwldknienia F'¥ C E — B mamy

odwzorowanie
7'['1(B, b) — [Fb, Fb]

skonstruowane przez wlasno$¢ podnoszenia homotopii oraz

m1(B,b) = Aut(H.(Fyp)) .
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10.4 Pek Lefschetza: niech X C PV, A podprzestrzen rzutowa kowymiaru 2. Hiperplaszczyzny
H c PN zawierajace A sa parametryzowane przez P'. Oznaczenie: dla A € P! odpowiadajaca przestrzen
to Hy. Definiujemy

X ={(z,)\) € X xP' |z € Hy}.

Mamy rzutowania B
X+ X Zpt.

Moéwimy, ze X jest pekiem Lefschetza gdy X jest gladkie i rzutowanie na P! ma tylko proste osobliwosci
(postaé lokalna Y"1 | 22), conajwyzej jedna we widknie.

Twierdzenie: dla generycznego wyboru A otrzymujemy pek Lefschetza.
10.5 Niech S C P! bedzie zbiorem wartoéci krytycznych p, U = P*\ S. Wtedy p : Xy = p Y U) = U

jest rozwléknieniem lokalnie trywialnym w topologii C*°. Niech A\ € U. Grupa podstawowa m = 71 (U, \)
dziala na kohomologie wiékna X = X N H,.

10.6 Grupa podstawowa U jest wolna, generowana przez 71,72, ...,7k (po jednym generatorze dla
kazdej wartosci krytycznej. Jedyna relacja, to y1y2 .. .7k = 1 (mozna wyrzucié v, i beda wolne genera-
tory).

10.7 Twierdzenie Picarda-Lefschetza: w peku Lefschetza
— Cykle niezmiennicze Inv

Im(H" 1 (X) - H" YY) = H" (V)"

(to stwierdzenie jest rownowazne Trudnemu Lefschetzowi, oczywiscie mamy ,,C”)
— Cykle znikajace Van
ker(H,—1(Y) — Hp—1(X))

sa generowane przez cykle d; zwiazane z punktami krytycznymi odwzorowania X — P!
— formutla Picarda—Lefschetza opisuje dzialanie petli v; na cyklach w Y:

vi(a) = a+ (=1)""D/2(a, §,)6;,

gdzie ¢; klasa malej sfery w otoczeniu i-tego punktu krytycznego.

— H" YY) = Inv @ Van, suma ortogonalna ze wzgledu na forme przecie¢

— rerezentacja m = 71(U) na Van jest prosta.

Zlozenie 1,0 : H" 1(X) — H"(X) jest mnozeniem przez klasa Lefschetza, wiec jest izomor-
fizmem. Zatem ¢, jest epi, t* mono. Przymijmy oznaczenia:

Inv =im(.* : H"1(X) = H" YY),
dim Inv = dim H" (X))
Van = ker(t. : H" 1Y) = H"" (X))
(=ker(ie: Hy—1(Y) — Hp,—1(X)) via Dualno$é Poincaré) ,
dim Van = dim H" (V) — dim H" (X))

Ponadto
InvNVan =im(:*) Nker(t.) = {0}

(bo t4t* jest izomorfizmem), zatem
H" YY) =Inv® Van.

Ponadto z tozsamosci (i*a U b,[Y]) = (a U ikb, [X]) (gdzie U oznacza mnozenie w kohomologiach)
otrzymujemy, ze Inv i Van sa prostopadte ze wzgledu na forme przeciec.
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Patrz np: Klaus Lamotke, The topology of complex projective varieties after S. Lefschetz. Topology
20 (1981), no. 1, 15-51 lub

[Arapura §13.3] Donu Arapura, Algebraic Geometry over the Complex Numbers, Springer Univer-
sitext 2012

Teoria Morse’a C'*°-rozmaitosci [Milnor — Morse theory, 1963]

— funkcja Morse’a f : M — R to funkcja wlasciwa, taka ze jedli Df(p) = 0, to D?f(p) jest forma
niezdegenerowana. Zakladamy tez, ze w przeciwobrazie wartosci krytycznej jest tylko jeden punkt
krytyczny.

— ind(p)=indeks punktu krytycznego = iloé¢ minuséw w formie D?f(p), wtedy M<,i. powstaje z
M<,,_. poprzez doklejenie [ ind(p) o [r—ind(p) wydhug HIMAP) x [n=ind(P) czyli homotopijnie doklejamy
komérke wymiaru ind(p).

— niech M c RV, fq(z) = dist(q,z)* dla ustalonego ¢ € RN\ M: dla prawie wszystkich ¢ jest
funkcja Morse’a

— zalézmy, ze ¢ = 0, p jest krytyczny, T,M = {zp41 = pq2 = --- = 0}; zatem M lokalnie jest
wykresem funkcji g : R® — RY¥=" Dg(0) = 0; mozemy zalozy¢, ze ¢(0....,0) = (a,0,...,0) dla a > 0;
wtedy

n N—n n
fq(x) = Z’I? + (a +gl($1a .- '71:71))2 + Z gj(:ﬂl? s 7$n)2 = 21:12 + ZGQ($17 s 73771) =+ O(||l’||4),
i—1 j=2 i—1

gdzie @) jest czescig kwadratows gi, stad

D? fy(p) = 2(I + 2aQ).

oraz

ind(p) = #{\ € specQ | A < — 5

10.8 Jedli M C C¥ podrozmaitosé zespolona, ¢ € M, p punkt krytyczny funkeji f;, to indeks tego
punktu jest conajwyzej dimg(M).
— mozemy zalozy¢ jak wyzej, ze ¢ =0, a € Ry.
Krok pomocniczy: Niech @) bedzie niezdegenerowana forma zespolong dwuliniowa na C". Jesli v
jest wektorem wlasnym rzeczywistej formy re(Q) z wartoscia wlasna A, to iv jest wektorem wlasnym z
wartoscia wlasna —\. Zatem wartosci wlasne sa polozone symetrycznie wzgledem O.

Indeks formy 2(I + are(D?g(0)) = 2(I + 2are(Q)) jest conajwyzej 1 dimg(M).

10.9 Jedli M c CN podrozmaitoéé zespolona wymiaru n, to M ma typ homotopijny n-wymiarowego
CW-kompleksu/kompleksu symplicjalnego. Zatem H*(M;R) = 0 dla k > n (wspélczynniki dowolne).

10.10 Latwe twierdzenie Lefschetza [Milnor, Morse Theory §7]: Jegli X C PV podrozmaitoéé¢ ze-
spolona wymiaru n, Y = X N\PVN~! to H, (X \Y)~ H*X,Y)=0dlak < n. Zatem i* : H*(X) —
H*(Y') jest izomorfizmem dla k < n — 1, monomorfizmem dla k =n — 1.

10.11 Podobnie: H" *(X \Y) ~ Hi(X,Y) = 0 dla k < n. Zatem i, : Hp(Y) — Hp(X) jest
izomorfizmem dla k < n — 1, epimorfizmem dla k =n — 1.

10.12 Ponadto ix : m1(Y) — m(X) jest izomorfizmem gdy 1 < n — 1, epimorfizmem dla 1 =n — 1.

10.13 Jesli X C PV, oraz M jest gladka hiperpowierzchnia stopnia d, to M N X ~ +(X) N H, gdzie
t: PV — P(Symd(CN*1)) jest zanurzeniem Pliickera, i H jest hiperplaszczyzna w P(Symd(CN*1)).

Stad dla zupelnego przeciecia dostajemy informacje o wszystkich liczbach Bettiego X C PV oprécz
srodkowej:
X=XNy_nCXN_p1C---CXnN_1 CXNZPN
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dim(X;) = N — i, skoro k < n < dim(X;) dla i < N — n, to mamy izomorfizmy H*(X;) ~ HF(z;,1).
Zatem
Hk(X) _ Z dla k parzystego
0 dla k nieparzystego

dla k < n, oraz z dualnosci Poincaré H*(X) ~ Hy,_(X) ten sam wzér mamy dla n > k.

10.14 Dla zupelnych przecieé¢, poza érodkowym wymiarem H*(X;Q) sa generowane przez [wF].

10.15 Cw: znalezé¢ dim(H™(Q,)) dla nieosobliwej kwadryki w P,

11 Wiazki wektorowe

11.1 Niech Vect!(X) oznacza zbiér klas izomorfizmu wiazek liniowych nad X. Rézne definicje pier-
wszej klasy Cherna wiazek liniowych:

e aksjomatyczna definicja np wg Milnora-Stasheffa:

a) c1:Vect'(—=) — H?*(—,7Z) jest naturalna transformacja funktoréw Top — GrAb
b) ei1(L1 ® L2) = c1(L1) + c1(L2)
¢) c1(Op1(1)) = dodatni generator H?(P!)

e poprzez utozsamienie Vect! (X) = [X,P®] = [X, K(Z,2)] = H*(X;7Z),

gdzie oznacza [—, —] oznacza zbiér klas homotopii.

e poprzez ciag dokladny kohomologii stowarzyszony z krétkim ciaggiem dokladnym snopéw
0 — 2miZ — C(X,C) 2P C(X,C*) = 0
0=HYX,C(X,C)) - H'(X,C(X,C") = H*(X;2miZ) — H*(X,C(X,C)) =0
Przy czym zauwazamy, ze Vect'(X) = H (X, H'(X,C(X,C")).
e poprzez teorie przeszkdd: przeszkoda do istnienia niezerujacego sie przekroju lezy w
H?*(X;m(C")) ~ H*(X; Z)
e definicja rézniczkowa o= [Fy] = 5=[0d1log h] € H?(X; C), ktéra oméwimy ponize;.
Dalej wg Huybrechsa §4

11.2 Struktura hermitowska na wiazce zespolonej (nad dowolna baza,)
11.3 Koneksja na wiazce zespolonej nad C*° rozmaitoscia.

11.4 Koneksja zgodna ze struktura hermoitowska na wiazce (lokalnie w trywializacji V = d+a, gdzie
a € AY(X,u(E)) Cc AY(X, End(E)).

11.5 Zakladamy, ze baza X jest rozmaitoscia zespolona, E wiazka holomorficzng (tzn jest sklejona
za pomoca funkeji holomorficznych). Niech A¥(X, E) = T'(A% ® E), A*(X,E) = @ APY(X E).
Operator 0 zdefiniowany w trywializacji definiuje globalny operator

p+Hq=k

Op : API(X,E) — APTTY(X E).

Uwaga: operator J nie komutuje z funkcjami sklejajacymi, wiec nie mamy globalnego Jg, chyba ze
wiazke F mozna sklei¢ za pomoca funkcji lokalnie statych.
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11.6 Koneksja rozpada si¢ na sume V0 4 VOl Méwimy, ze V jest zgodna ze struktura zespolona
gdy Vo’l = BE

11.7 Istnieje dokladnie jedna koneksja zgodna ze struktura hermitowska i zespolona. Lokalnie, jesli
V =d+a,to
A=H9(H),

gdzie A i H sa macierzami koneksji i iloczynu hermitowskiego
A€ Mysn(AY(X)),  HE My (C®(X)), H=H", n=rk(E).
11.8 Jedlin =1 to a = dlog(h).
11.9 Rozszerzenie koneksji poprzez formule Leibniza Vg : A¥(X, E) — A*(X, E).
11.10 Koneksja na F indukuje koneksje na End(FE)
(VF)(s):=V(f(s)) = fVs =V, fls.
11.11 Krzywizna Fy = V2 : AY(E) — A%(E) jest A°(X)-liniowa, wiec zadaje przekrdj A%(X, End(E)).
11.12 Lokalnie w trywializacji, w zapisie macierzowym
Fy =dA+ANAE Myxn(A%(X)).

11.13 Dla wiazek liniowych F = L = C x X: mamy End(L) = C oraz ANA =0 (bo A jest macierza
1 x1). Wtedy B
Fy =dA=dolog(H) = 00log(H) .

11.14 Przyklad L = O(—1), t.j. wiazka tautologiczna na P*, L C C"*! xP" ma indukowana strukture
hermitowska ze standardowego iloczynu hermitowskiego na C"*1:

Fy = ddlog(|[v|[*) = —09log(||v][*),

gdzie v jest przekrojem wiazki,
i
2

Nota bene: ¢1(O(-1)) = —[wrs].

11.15 Dla wiazki liniowej definiujemy forme Cherna c¢;(L, V). Dowiedziemym, ze dci(L,V) = 0 (z
tozsamosci Bianchi) oraz klasa kohomologii [c1(L, V)] € H?(X;C) nie zalezy od wyboru koneksji V.

12 Klasy Cherna

12.1 Tozsamosé Bianchi:
V(Fy) =0¢ A*(X, End(E)).

Lokalnie dla V = d + A mamy
dFy =d(dA+ANA)=dANA—ANdA =[dA, A] = [Fy, A].

Oraz

V(Fv) =dFvy + [A, Fv] =0.

12.2 Jesli E = L jest wiazka liniowa, to klasa ¢(L) = ﬁ[Fv] € H?(X;C) nie zalezy od wyboru
koneks;ji.
Dow. Majac dwie koneksje Vg, V1 definiujemy koneksje na X x R wzorem V =1tV + (1 —1t)Vy.
Wiozenia ig,i1 : X — X xR na poziomy ¢ = 0 it = 1 sa homotopijne, zatem [Fy,| = i[Fg]| = ij[Fg] =
[FVO]'
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12.3 Klasa ¢(L) spelia aksjomaty pierwszej klasy Cherna 11.1.
Klasy Cherna wiazek wyzszej rangi
12.4 Dla dowolnego wielomianu P : End(C™) — C niezmienniczego ze wzgledu na sprzezenie forma
P(V%) € A248(P)(X) jest zamkieta.
Dowdd (wg Milnora-Stasheffa Appendix C) Dla X = (z;;); ; definiujemy macierz P'(X) = (%)i’j
(uwaga na indeksy i,j przestawione). Mamy dP(X) = tr(P'(X) - dX). Ponadto, jesli P jest Ad-
niezmienniczy, to macierze P'(X) i X sa przemienne.

dP(Fy) = tr(P'(Fy)dFy) = tr(P (Fy)[Fv,A]) = tr(P(Fy)AN\Fy NA— P (Fy) NANA Fy) =
=tr(Fg AP (Fg) NA— P (Fg) NANFy) = tr([Fy, P'(Fy) A A]) =0.
12.5 Uwaga: Przeksztalcenie
C[Myxn(C))En — Clmacierze diagonalne]™ = Cloy, 03, . .., 5]

jest izomorfizmem. Jesli P jest wielomianem Ad-niezmienniczym, to mozna go wyrazié przez wspotczynniki
wielomianu charakterystycznego. Réwnowaznie: P(A) jest funkcja symetryczna od wartosci wlasnych
macierzy A.

12.6 P(Fy) definiuje klase kohomologii, ktéra nie zalezy od wyboru koneksji. Biorac P = (i)k Ok

(gdzie o jest k-tym wspdlczynnikiem wielomianu charakterystycznego) definiujemy klasy Cherna.

12.7 Sprawdzamy, ze klasy Cherna speliaja aksjomaty.
1) Funktorialno$é¢ (mozna braé pull-back koneksji)
2) Formula Whitneya
C(E1 (&) Ez) = C(El)C(EQ) ,

gdzie ¢(E) = 14+c1(E) +- -+ cpp(m) (E). Mozna (korzystajac z zasady rozszezepienia zalozy¢, ze wiazka
rozszczepia sie na wiazki liniowe). Dowdd sprowadza sie do wzoréw Viete’a.
3) Unormowanie ¢ (O(—1)) = —[wrg]

12.8 Wniosek: Roézniczkowo zdefiniowane klasy Cherna przychodza z kohomologii catkowitoliczbowych.

Wiazki dodatnie

12.9 Méwimy, ze forma w € AM (X)NA%(X) € A?(X)c jest dodatnia, gdy jest minus czescig urojona
iloczynu hermitowskiego (x,y)) = (x,y) — iw(x,y), tzn

7 _
W = 5 Zhwd’zl A de ,
gdzie (h;j) jest macierza iloczynu hermitowskiego.

12.10 Wiazki liniowa jest dodatnia gdy dopuszcza koneksje V taka, ze i Fy jest dodatnia (1,1)-
forma.

12.11 Przyklad wiazki dodatniej: Opn(k), k& > 0.

12.12 Twierdzenie Kodairy o znikaniu: Jesli L jest dodatnia, to H*(X; Kx + L) = 0 dla i > 0, gdzie
napis Kx + L oznacza snop holomorficznych przekrojow wiazki liniowe; Q()i(imX ® L.

12.13 Twierdzenie Kodairy o zanurzeniu: Jesli wiazka jest dodatnia, to dla dostatecznie duzego
v jest generowana przez globalne przekroje i odwzorowanie X — P(H?(X;L")*) jest zanurzeniem.
(Zakladamy tylko, ze X jest zwarta, analityczna.)

12.14 Whniosek: Isnienie dodatniej wiazki na rozmaitodci analitycznej X implikuje, ze X jest roz-
maitoscia rzutowa (w szczegélnosci algebraiczna).
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13

13.1 Jedli L i K dodatnie, to L ® K tez. Jesli K = L®" jest dodatnie, to L tez. Obciecie zachowuje
dodatniosé.

13.2 Jedli L jest generowana przez globalne przekroje holomorficzne, to mamy odwzorowanie
¢: X = P(H(X;L)")

w trywializacji gdzie L ~ C:
x> (s s(x)).

Wtedy L = ¢*(O(1)). Zatem L jest ,,példodatnia”, tzn L dopuszcza koneksje, ktérej krzywizna definiuje
forme péltora-liniowa nieujemnie okreslona. Wtasnos¢ pétdodatniosci jest zachowywana przez pull-
backi.

Ponizej uzywamy E jako oznaczenie wigzki, bo L jest zarezerwowane na operator Lefschetza.
Zaktadamy, ze X jest wartq rozmairo$ciq analityczng.

13.3 Ustalamy metryke hermitowska na X i E. Definiujemy skrecone harmoniczne
HPA(E) :=ker(Ap) C APY(E), Agp = 0g0p + 050k
13.4 Jedli X jest zwarta to
APYE) = HPU(E) @ im(9g) + im(95)
13.5 Z rozkladu Hodge’a dla 0
HPUX; E) =HPUE) = ker(Ag) .

13.6 Mamy

— Operator L : APY(X; E) — APTLOH(X; E) i sprzezony L*

~V =V 4 9g oraz tozsamoéé (u Huybrechtsa nazwana tozsamoscia Nakano)

[L*, 8] = —i(VO)*,
ktza jest uogdlnieniem tozsamosci Kéhlera [L*, 0] = —id*.

13.7 (Znikanie Kodairy-Nakano) Jedli E jest dodatnia, to HP4(X;E) = HI(X;0% ® E) = 0 dla
p+q>dimX.
Forma krzywizny Fy jest typu (1,1), lokalnie

Fg = dA = 09(logh) .
Lokalnie

Vi = an+ d(logh) An

Op(VHn) = (—=00n + d(d(log h) A 1)) = —ddn — d(log h) A On 4+ dd(log h) An
V10(drn) = 00n + d(log h) A On

Fy An= 5EV1’OT] + Vl’ogEn

Niech n € HP(E), B )
Opn =0, OEpn =20

Wtedy

FyAn= 5EV1’077
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Stad
i(L* Fon,n) = i(L* 9V 0n, ) VE i((9pL* — (V) )V, 1) =
= i((BpL*,n) + (VO V 0n,m) = i{(L*, 0Fn) + (VV0n, Vo) = (VH0n, V199) > 0
Podobnie

i{FyL*n,n) = i((0pV° + V100p)L*n,n) = i(V00p) L n,n) = i(VO(L*Ip +i(VH0) ), m) =

—(VHVE ) = = (V) ", (V) ™) <0

Stad
W[L* Felnym) = [[(V50) 2 + [V 0] > 0

Ale
iFy AN —=27nL

bo L jest dodatnia, wiec ﬁFv jest forma Kéahlera. Stad
([L*, Feln,m) = 2n([L*, Lln,n) = —2x{Hn,n) = 2x(n — (p +q))||nl|*.
Jesli n — (p+q) <0, to i([L*, Fy]n,n) < 0. Zatem ||n||*> = 0.

13.8 Wniosek: jesli E%" = O(1)x dla pewnego zanurzenia X C PV, to H¥(X,Q0% ® E) = 0 dla
k> 0.

13.9 Poprzez dualnosé Serre’a (lub bezposrednio, korzystajac z tego, ze %Fv = —W):
H*¥(X,E*)=0
dla k < n.

13.10 Jedli E jest dodatnia K dowolna, to H4(X, E®* @ K) =0 dla u >> 0.
Dow E®F @ K = Q" ® M, gdzie M,, = E®" ® K ® Q" jest dodatnia dla dostatecznie duzych p.
Twierdzenie Kodairy o zanurzeniu wedtug Griffiths-Harris §1.4
Wracamy do oznaczania wigzek liniowych przez L.

13.11 Jesli X jest zwarta rozmaitscia, a L szeroka wiazka na X, to kanoniczne odwzorowania ¢ :

X — P(HY(X; L¥)*) dla dostatecznie duzych v jest wlozeniem.

Kroki dowodu:
a) ¢rv jest dobrze okreslone, tzn nie ma punktu w ktérym wszystkie przekroje zeruja sie: dla
x € X obciecie
HO(X;L") = LY = H(X; L’ ® Ox/m,)
jest epi,
b) ¢rv rozdziela punkty: dla x € X obciecie

HY(X;LY) = L& LY

jest epi, (b) = a) )
¢) ¢r» ma niezdegenerowana rérzniczke w kazdym punkcie x:

HY XLV @my) - LV @ T X = H'(X; L @ Q% @ Ox/my)
jest epi.
Zamiast bada¢ te przeksztalcenia na X rozdmuchujemy punkty i dowodzimy réwnowaznych stwierdzen:

b’) obciecie

HO(X 1Y) = HO(B; L) = HY(X; 1 © O /In)
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jest epi, gdzie X = Bl,Bl, X, L jest wiazka przeciagnicta na X, E jest suma dywizoréw wyjatkowych,
Ir snopem idealtéw E.
¢’) obciecie

HY(X; LY @ Ip) = HO(E; Lty © Ig) = H'(X; LY © O /1 ® Ig)

jest epi, gdzie X = Bl X , L jest wiazka przeciagnieta na X.E jest dywizoréw wyjatkowm, I snopem
idealow E.

Snop idealéw Ig jest lokalnie wolny, jako wiazka liniowa jest réwny O(—FE). Zauwazmy, ze Ip
obciety do E = P(T,X) jest izomorficzny z O(1), stad

HYE; Ly ©Ip) = Ly o T X .

13.12 Zastosowanie znikan:
b’)
HY(X; L") = HY(X; LY ® O /Ig) - HY(X; LV @ Ig) =0

¢’) Zauwazamy, ze O /Igp ® Ip ~ IE/I%
HYX; " ®1Ip) —» HYX; L' @ Ig/1%) - H(X; [V @ I%) =0

Korzystamy z:

A) Jegli L jest dodatnia, to L ® Ir = LY ® O(—E) jest dodatnia dla dostatecznie duzych L.
B) Twierdzenie Kodairy-Nakano o znikaniu.

Np b’) dowodzimy rozkladajac:

I'®lp=(L"®0O(-E)@ Ky' ® O(—(dim X — 1)E)) ® K¢

= (Lo K) e (L™ ®0(—(dimX)F)® K

bo
Ky =Kx®O0((dmX —1)E).

Zatem L” ® I jest iloczynem wiazki nieujemnej i dodatinej @ K ¢ dla duzych n; i ng, wiec mozna
stosowac twierdzenie Kodairy-Nakano.

13.13 Przy powyzszych zalozeniach X jest rzutows rozmaitodcia algebraiczna.

Zamiast zalozenia o krzywiznie wystarczy warunek o klasach kohomologii:

13.14 Stw: Jesli [w] = c1(L) € H*(X), gdzie w jest rzeczywista (1,1)-forma, to istnieje koneksja V
taka, ze w = 5~ Fy. B
Dw: lokalnie w trywializacji Fy = 09log(h(z)). Dla innego wyboru metryki mamy h’ = e’h. Stad

Fgr = 00log(eh(z)) = Fy + 00p.

Chcemy by
Fy = 27w = Fy + df

dla zadanej 3 € A'(X). Zatem trzeba rozwiaza¢ réwnanie
00p = dj.

Wtedy h' = e”h i V' jest zgodna koneksja,.

Czyli: dana forma dokadna df typu (1,1), szukamy p takiego, ze dB = 0dp Istnienie p wynika
bezposrednio z dd-lematu [Huy, Cor 3.2.10]

Dla formy ¢ € AP? mamy ¢ = dB = 3, ¢ = Iy
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13.15 Jedli (X,w) jest rozmaitoscia Kéhlerowska, oraz [w] jest postaci A[w'] dla A € Ry, [W'] €
H*(X;Q), to X jest rozmaitoscia rzutowa.
Dow. Wystarczy pokazaé, ze [w'] = ¢1(L) dla pewnej holomorficznej wiazki zespolonej. To wynika
z ciagu doktadnego

Pic(X) = HY(X,0%) = H*(X;Z) — H*(X;0x) = H*°(X).

Jesli [w] z dokladnoscia do skalara jest reprezntowalna przez wymierna klase, réwnowaznie catkowita

klase. Odwzorowanie snopow
Z—C— Ox

indukuje odwzorowanie

H*(X:;Z) — H*(X;C) - H*°(X),

przy ktérym klasy typu (1,1) sa w jadrze.
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