
ROZMAITOŚCI ZESPOLONE
Plan wyk ladu

1 Wste
↪
p

1.1 Definicja rozmaitości zespolonych.

1.2 Przestrzenie rzutowe.

1.3 Grassmanniany, mapy afiniczne, zanurzenie Plückera, Gr(2, 4) jako kwadryka w P5.

1.4 Hiperpowierzchnie w Pn.

1.5 Z Twierdzenia Riemanna o uniformizacji każda krzywa zespolona jest ilorazem C lub D ' H przez
dzia lanie wolne i ca lkowicie niecia

↪
gle grupy dyskretnej, ba

↪
dź jest izomorficzna z P1, która to krzywa

nie dopuszcza ilorazów.

1.6 Aut(P1) = PGL2(C) tzn. każdy automorfizm jest zadany formu la
↪

liniowa
↪
. Każdy automorfizm

ma punkt sta ly, zatem nie ma nietrywialnych podgrup Aut(P1) dzia laja
↪
cych bez punktów sta lych. Sta

↪
d

nie ma nietrywialnych ilorazów. (Dowód topologiczny: Nie ma nietrywialnych nakryć P1 ' S2 → C
poza C = RP2. Ale rzeczywista p laszczyzna rzutowa RP2 jest nieorientowalna, wie

↪
c nie może być

rozmaitścia
↪
zespolona

↪
.)

1.7 Autotomorfizmami C sa
↪
jedynie przekszta lcenia afiniczne. Bez punktów sta lych dzia laja

↪
jedynie

przesunie
↪
cia. Zwartymi ilorazami sa

↪
krzywe eliptyczne C/Λ. Zanurzenie C/Λ→ P2 — patrz funkcja ℘

Weierstrassa w ćwiczeniach.

1.8 Autormorfizmy dysku, ba
↪
dź górnej póp laszczyzny H: Aut(H) = PSL2(R). Ilorazy H/G przez

podgrupy PSL2(R) dzia laja
↪
ce w sposób ca lkowicie niecia

↪
g ly na górnej pó lp laszczyźnie sa

↪
krzywymi

zespolonymi genusu > 1.
– Aut(D) =Homografie dowodzimy z lematu Schwarza.

2 Twierdzenie przygotowawcze Weierstrassa i pierścień lokalny

Teoria lokalna — odsy lacze do §1 Huybrechtsa.

2.1 Operator Cauchy’ego-Riemanna ∂z̄ oraz różniczkowanie zespolone ∂z.

2.2 Twierdzenia dla jednej zmiennej (wzór Cauchy’ego, zasada maksimum, zasada identyczności,
rozwijalność w szereg, rezidua).

2.3 Twierdzenie o reziduach: dla funkcji meromorficznej na powierzchni zwartej suma reziduów jest
równa zero — dowód z twierdzenia Stokes’a.

2.4 Holomorficznośc funkcji zespolonych wielu zmiennych

2.5 Formu la ca lkowa Cauchy’ego po wpó lrze
↪
dnych.

2.6 Twierdzenie Hartogsa.

2.7 Zbiór zer funkcji holomorficznych (f 6≡ 0) ma kowymiar rzeczywisty równy 2 lub jest pusty.
(Uwaga, z twierdzenia  Lojasiewicza zbiór zer funkcji analitycznej jest triangulowalny, wie

↪
c nie ma

problemu z poje
↪
ciem wymiaru.)

2.8 Uogólnienie wzoru na ilość zer funkcji holomorficznej w dysku: Jeśli f(z) 6= 0 dla |z| = ε, to dla
` ≥ 0 mamy

1

2πi

∫
Sε

f ′(ξ)

f(ξ)
ξ`dξ =

∑
|α|<ε, f(α)=0

α`.
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2.9 Elementarne funkcje symetryczne σk można wyrazić przez sumy pote
↪
g pk.

2.10 Twierdzenie przygotowawcze Weierstrassa (Th. 1.1.6).

2.11 Twierdzenie przygotowawcze Weierstrassa w wersji dzieleniowej (Prop 1.1.17).

2.12 Pierścień lokalny OCn,0 jest pierścieniem z jednoznacznym rozk ladem (Prop 1.1.15)

3 Lokalne w lacności c.d.

3.1 OCn,0 jest noetherowski

3.2 Kie lki zbioru Z(J) zadanych przez idea l J ⊂ OCn,0.

3.3 Idea l funkcji zeruja
↪
cych sie

↪
na kie lku zbioru I(X). Mamy J ⊂ I(Z(J)).

3.4 Kie lek zbioru jest nierozk ladalny wtedy i tylko wtedy gdy I(X) jest idea lem pierwszym.

3.5 Lemat: Niech X ⊂ Cn be
↪
dzie zbiorem zer idea lu pierwszego p ⊂ OCn,0. Wtedy można znaleźć

uk lad wspó lrze
↪
dnych w Cn taki, że rzutowanie na pierwszych d wpó lrze

↪
dnych π : X ⊂ Cn → Cd jest

suriekcja
↪
kie lków oraz algebra OCn,0/p jest skończenie generowana jako OCd,0-modu l. (d = dimX)

3.6 Gdy p = (g) dla kie lka nierozk ladalnego g ∈ OCn,0, to d = n − 1 i lemat wynika z twierdzenia
Weierstrassa w wersji dzieleniowej: zak ladamy, że g jest wielomainem Weierstrassa, niech f ∈ OCn,0,
f̄ ∈ OCn,0/(g), f = gh+ r, f̄ = r̄. Zatem jednomiany 1, z1, . . . , z

d−1
1 rozpinaja

↪
OCn,0/(g).

3.7 Twierdzenie Hilberta o zerach dla kie lków funkcji analitycznych dowodzimy z powyższego lematu
— (Huybrechts p.20).

GAGA J-P.Serre, Géométrie algébrique et géométrie analytique, Ann. Inst. Fourier 6: 1-42,
(1956)

3.8 Niech (X,OX) be
↪
dzie rozmaitościa

↪
algebraiczna

↪
nad C. Stowarzyszamy z nia

↪
rozmaitość anali-

tyczna
↪
(Xan,OXan).

– Mamy morfizm przestrzeni opierścienionych ι : Xan → X, ι−1(OX) → OXan . To daje funktor
kategorii snopów

(−)an : Sh(X)→ Sh(Xan)

F 7→ Fan = OXan ⊗ι−1(OX) ι
−1(F ) .

3.9 Definicja: Niech (Y,OY ) be
↪
dzie przestrzenia

↪
upierścieniona

↪
. Mówimy, że snop OY modu lów F

jest koherentny jeśli
1) Istnieje lokalnie suriektywne odwzorowanie (ONY )|U → F|U dla pewnego N (tzn F jest lokalnie

skończenie generowany),
2) Dla każdego odwzorowania OMY → F ja

↪
dro jest lokalnie skończenie generowane.

Przez Coh(Xan) oznaczamy kategorie
↪
analitycznych snopów koherentnych.

3.10 Twierdzenie Oki mówi, że F = OXan jest koherentny.

3.11 (Serre) Niech f : X → Y be
↪
dzie rzutowym morfizmem rozmaitości algebraicznych. Wtedy f

indukuje funktor
fan∗ : Coh(Xan)→ Coh(Yan)

oraz
(f∗F )an = fan∗ F an

(Rkf∗F )an = Rkfan∗ F an

Ponadto jeśli X jest rozmaitościa
↪

rzutowa
↪
, to (−)an ograniczone do podkategorii snopów koher-

entnych jest równoważnościa
↪
kategorii.

3.12 Uwaga: Dla zbioru otwartego ∅ 6= U ⊂ Cn, n > 0 pierścień funkcji OUan nie jest noetherowski!

3.13 Wniosek: Każda podrozmaitość analityczna Pn jest opisana równaniami wielomianowymi.
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4 Struktura zespolona

Formy różniczkowe i kohomologie de Rhama - podsumowanie wiadomości:

F Formy różniczkowe na C∞-rozmaitości X oznaczamy przez A•(X) =
⊕dimX

k=0 Ak(X).

F to jest algebra przemienna (jako algebra z gradacja
↪
ab = (−1)deg(a) deg(b)ba )

F różniczka spe lnia formu le
↪
Leibniza d(ab) = ad(b) + (−1)deg(a)b

F przestrzeń liniowa Ak(X) jest równa przekrojom globalnym snopa AkX .

F RX ↪→ A0
X → A1

X → A2
X → . . . jest mie

↪
kka

↪
rezolwenta

↪
snopa sta lego RX , dlatego

Hk(A•(X), d) = Hk(X;RX) ' Hk
sing(X) .

Grupy te (przestrzenie wektorowe) be
↪
da

↪
oznaczne przez Hk(X)

F mnożenie form indukuje mnożenie w kohomologiach Hk(X)×H`(X)→ Hk+`(X)

F gdy rozmaitośćX jest zwarta, n = dimX orazX ma wybrana
↪
orientacje

↪
, to ca lka n-form różniczkowych

indukuje przekszta lcenie
∫
X : Hn(X)→ R. Gdy X jest spójna, to

∫
X jest izomorfizmem

F gdy X jest zwarta, zorientowana, wymiaru n, to forma∫
X
− ∧− : Hk(X)×Hn−k(X)→ R

jest niezdegenerowana
↪
forma

↪
2-liniowa

↪
(Dualność Poincaré)

F gdy X jest zorientowana (nie koniecznie zwarta), to zamiast zwyk lych kohomologii rozważamy formy
i kohomologie o zwartych nośnikach Hk

c (X) = Hk(A•c(X)), wtedy∫
X
− ∧− : Hk

c (X)×Hn−k(X)→ R

jest niezdegenerowana
↪
forma

↪
2-liniowa

↪

F wprowadzenie metryki Riemanna pozwala zdefiniować formy harmoniczne Hk(X) (o najmniejszej
normie w swojej klasie kohomologii). Gdy X jest zwarta, to formy te sa

↪
zamknie

↪
te i odwzorowanie

Hk(X) → Hk(X) jest izomorfizmem. Jednak produkt from harmonicznych nie musi być forma
↪

har-
moniczna

↪
.

Pó ltoraliniowa algebra

4.1 Struktura zespolona I2 = −id. Przestrzenie w lasne struktury zespolonej

VC = Vi + V−i .

4.2 Rozk lad przestrzeni sprze
↪
żonej: Formy liniowe typu (1,0) i (0,1) (tzn C liniowe i antyliniowe).

V ∗10 := (V ∗)i = HomC(V,C) ,

V ∗01 := (V ∗)−i = HomC(V,C) .

We wspó lrze
↪
dnych e1, e2, . . . , en, f1, f2, . . . , fn takich, że I(ek) = fk: baze

↪
dualna

↪
oznaczamy:

dxk := e∗k , dyk := f∗k .

Definiujemy
dzk := dxk + idyk , dzk := dxk − idyk .

Formy dzk sa
↪
baza

↪
V ∗10, a dzk sa

↪
baza

↪
V ∗01.

4.3 Izomorfizm liniowy (V ∗, I)
φ
' (V10, i), φ(f)(v) = f(v)− if(Iv))

φ(If)(v) = f(Iv)− if(I2v) = f(Iv) + if(v) = i(f(v)− if(Iv)) = iφ(f)(v)

Izomorfizm antyliniowy: (V ∗, I)
ψ
' (V01, i), ψ(f)(v) = f(v) + if(Iv))

ψ(If)(v) = f(Iv) + if(I2v) = f(Iv)− if(v) = −i(f(v) + if(Iv)) = −iψ(f)(v)
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4.4 Formy antysymetryczne typu (p, q):

ΛkV ∗C =
⊕
p+q=k

Λpq , Λpq := ΛpV ∗10 ∧ ΛqV ∗01 .

– Λpq = Λqp.
– Operator I dzia la Λp,qV ∗ poprzez mnożenie przez i(p−q)

Hermitowska algebra liniowa

4.5 Iloczyn hermitowski 〈〈−,−〉〉 = 〈−,−〉 − iω(−,−) zadje:
– I-niezmienniczy iloczyn skalarny 〈−,−〉,
– forme

↪
symplektyczna

↪
ω(−,−) = 〈I(−),−〉 = −〈−, I(−)〉.

4.6 Forma obje
↪
tości: we wspórze

↪
dnych ortonormalnych:

– gdy dimC(V ) = n

ω =
n∑
k=1

dxk ∧ dyk = i
2

n∑
k=1

dzk ∧ dzk .

ωn = n!vol .

gdzie
vol = ( i2)n(dz1 ∧ dz̄1) ∧ · · · ∧ (dzn ∧ dz̄n) = (dx1 ∧ dy1) ∧ · · · ∧ (dxn ∧ dyn)

(Uwaga: forma ω należy do Λ2V ∗ ∩ Λ11V ∗ ⊂ Λ2V ∗C .)

4.7 Ćw: sprawdzić, że Λ10 ⊥ Λ01

4.8 Operator Lefschetza L = ω ∧ −. ,,Trudne Lefschetza w wersji liniowej”

Lk : Λn−kV
'−→ Λn+kV

jest izomorfizmem. (Można podać elementarny dowód, dość ucia
↪
żliwy. Nasz dowód be

↪
dzie via reprezen-

tacje algebry Lie sl(2).)

5

5.1 Definiujemy H ∈ End(ΛV ∗) jako mnożenie skalarne przez k − n na ΛkV (zak ladamy, że n =
dimV ). Mamy [H,L] = 2L.

Sprawdzenie: dla a ∈ Λk: HLa− LHa = (k + 2− n)La− (k − n)La = 2La.

5.2 Definiujemy operator sprze
↪
żony L∗

〈Lα, β〉 = 〈α,L∗β〉

L∗ zmniejszaja
↪
gradacje

↪
o 2. Mamy

– [H,L] = 2L, [H,L∗] = −2L∗

– [L,L∗] = H .
Przestrzeń ΛV ∗ jest reprezentacja

↪
sl2(Z), tzn skonstruujemy

ρ : sl2(Z)→ End(ΛV ∗), ρ(h) = H, ρ(x) = L, ρ(y) = L∗ ,

gdzie

h =

(
1 0
0 −1

)
, x =

(
0 1
0 0

)
, y =

(
0 0
1 0

)
.
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5.3 Przypomnienie z teorii reprezentacji:
– Reprezentacje proste (nie zawieraja

↪
ce w laściwych podreprezentacji) sa

↪
postaci Sk = Symk(R2).

– Każda
↪
reprezentacje

↪
sl2(Z) można roz lożyć na sume

↪
reprezentacji prostych.

– Wartości w lasne h sa
↪
liczbami ca lkowitymi, xk zadaje izomorfizm W−k →Wk (k ≥ 0).

– x : Wk →Wk+2 jest mono dla k < 0, epi dla k + 2 > 0
– Rozk lad Lefschetza: Definiujemy dla k ≥ 0 elementy prymitywne

P−k = {w ∈W−k |xk+1w = 0}.

Mamy
W−k = P−k ⊕ xP−k−2 ⊕ x2P−k−4 ⊕ . . . .

5.4 Formy prymitywne (uwaga na przesunie
↪
ta

↪
gradacje

↪
): dla 0 ≤ k ≤ n definiujemy

Pn−k = {α ∈ Λn−kV ∗ | Lk+1α = 0}

P p,q = Λp,q ∩ P p+qC .

Mamy

Pn−kC =
⊕

p+q=n−k
P p,q .

5.5 Rozk lad Lefschetza:

Λn−kV ∗ = Pn−k ⊕ L(Pn−k−2)⊕ · · · ⊕ Lj(Pn−k−2j)⊕ . . . .

5.6 Gwiazdka Hodge’a dla rzeczywistych przestrzeni z iloczynem skalarnym i orientacja
↪
.

Dana forma obje
↪
tości vol ∈ ΛdW ∗, gdzie d = dimW . Definiujemy gwiazdke

↪
Hodge’a jako funkcje

↪

liniowa
↪
∗ : ΛkW ∗ → Λd−kW ∗ spe lniaja

↪
ca

↪
α ∧ ∗β = 〈α, β〉 vol. W bazie ortogonalnej, jeśli

{i1, i2, . . . , ik} ∪ {j1, j2, . . . , jd−k} = {1, 2, . . . , d},

to
dxi1 ∧ dxi2 ∧ dxik = ± dxj1 ∧ dxj2 ∧ dxjd−k .

5.7 Ćw: niech d = dimW :
(i) 〈α, ∗β〉 = (−1)k(d−k)〈∗α, β〉,
(ii) ∗2 = (−1)k(d−k) na k-formach.

Teoria Hodge’a dla rozmaitości C∞

5.8 Operator formalnie sprze
↪
żony d∗ = (−1)d(k+1)+1 ∗ d∗ : Ak(M)→ Ak−1(M).

5.9 Dla rozmaitości zwartych bez brzegu a ∈ Ak−1(M), b ∈ Ak(M)

〈da, b〉X = 〈a, db〉X

Dowód

0 =

∫
X
d(a ∧ b) =

∫
X
da ∧ b+ (−1)k−1

∫
X
a ∧ db .

〈a, d∗b〉X =

∫
X
〈a, (−1)d(k+1)+1 ∗ d ∗ b〉

= (−1)d(k+1)+1

∫
X
a ∧ ∗ ∗ d ∗ b deg(∗d ∗ b) = k − 1

= (−1)d(k+1)+1+(k−1)(d−k+1)

∫
X
a ∧ d ∗ b d(k + 1) + 1 + (k − 1)(d− k + 1) ≡2 k

= (−1)k
∫
X
a ∧ d ∗ b =

∫
X
〈da, b〉vol
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5.10 Laplasjan ∆ = dd∗ + d∗d tzn ,,super-komutator” [d, d∗]s. (Superkomutator elementów algebry
z gradacja

↪
A =

⊕
k∈ZA

k definiujemy jako [φ, ψ]s = φψ − (−1)k`ψφ jeśli φ ∈ Ak, ψ ∈ A`.)

5.11 Formy harmoniczne: H = ker∆.

5.12 Przyk lad: Rozwia
↪
zać równanie ciep la d

dtα(t) = −∆α(t) gdy M = S1 dla 0-form:
∗1 = dx, ∗dx = 1,
Dla 1-form d∗ = (−1)d(k+1)+1 ∗ d∗ = − ∗ d∗
Dla 0-form ∆(f) = d∗df = d∗f ′dx = −f ′′
Dla 1-form ∆(fdx) = dd∗fdx = −df ′ = −f ′′dx
Wektory w lasne laplasjanu na S1 to funkcje sin(nx) i cos(nx) o wartości w lasniej n2.
Rozwia

↪
zanie równania ciep la o warunku pocza

↪
tkowym

f(x) = a+
∑
n>0

bn sin(nx) +
∑
n>0

cn cos(nx)

ft(x) = a+
∑
n>0

e−tn
2
bn sin(nx) +

∑
n>0

e−tn
2
cn cos(nx)

Przy t→∞
ft(x)→ a.

6

6.1 Dla zwartych C∞-rozmaitościach mamy:
1) H = ker(d) ∩ ker(d∗)
2) H = ker(d) ∩ ker(d∗) = ker(d) ∩ im(d)⊥

3) podprzestrzenie H, im(d) i im(d∗) sa
↪
prostopad le.

Dow:
1) Dla a ∈ ker(∆):

0 = (0, a) = (dd∗a, a) + (d∗da, a) = (d∗a, d∗a) + (da, da) = ||d∗a||2 + ||da||2

2) da = 0 to 0 = (da, b) = (a, d∗b), wie
↪
c a ∈ im(d∗)⊥

Je li a ∈ im(d)⊥ to 0 = (a, d∗da) = ||da||2.
3) a ∈ H to da = 0, wie

↪
c a ⊥ im(d∗) etc

(d∗a, db) = (a, d2b).

6.2 Rozk lad Hodge’a A∗(M) = im(d)⊕H⊕ im(d∗).
Rozk lad Hodge’a wynika z ogólnej w lasności samosprze

↪
żonych operatorów eliptycznych, której nie

be
↪
dziemy dowodzić (bo wymaga loby to wprowadzenia przestrzeni Sobolewa):

A∗(M) =
⊕̂

λ∈Spec(∆)
A∗(M)λ ,

(rozk lad na wartości w lasne)
A∗(M) = ker(∆)⊕ im(∆) .

Ponadto dim(ker(∆)) <∞.
Mamy im(δ) ⊂ im(d)⊕ im(d∗), z powyższego wynika,

im(∆) = im(d)⊕ im(d∗)

6.3 Wniosek 1: H → H∗(M) jest izomorfizmem.
Ponadto: jeśli ∆(a) = 0 a′ = a+ db, to ||a′|| ≥ ||a||.
Czyli: Forma harmoniczna jest forma

↪
o najmniejszej normie w swojej klasie kohomologii.
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6.4 Wniosek 2: Dualność Poincaré: dla każdej klasy kohomologii [α] 6= 0 istnieje klasa [β] w
dope lniaja

↪
cym wymiarze taka, że

∫
M α ∧ β 6= 0.

Zak ladamy, że α jest harmoniczna i przyjmujemy β = α∗.

6.5 Równanie ciep la d
dtα(t) = −∆α(t), α(0) = α (bez dowodów, patrz Arapura §7)

– równanie ciep la ma rozwia
↪
zanie dla t ≥ 0

– limt→∞α(t) istnieje i jest forma
↪
harmoniczna

↪
, oznaczamy αH ,

Uwaga: Laplasjan ma zawsze warttości w lasne nieujemne, wie
↪
c lim istnieje.

– α = αH + ∆G(α), gdzie G(α) =
∫∞

0 (α(t)− αH)dt jest operatorem Greena.
Sprawdzenie dla wektora w lasnegp ∆α = λα, λ 6= 0:

∆

(∫ ∞
0

e−λt
2
αdt

)
=

∫ ∞
0

e−λtλα dt =

(∫ ∞
0

e−λtλ dt

)
α = α .

6.6 Jeśli β(t) jest rozwia
↪
zaniem z warunkiem pocza

↪
tkowym β, to dβ(t) jest rozwia

↪
zaniem z warunkiem

pocza
↪
tkowym dβ, bo d∆ = ddd∗ + dd∗d = dd∗d = dd∗d+ d∗dd = ∆d.
α = αH + dβ to αt = αh + dβt.

6.7 Jeśli dα = 0, dαt = 0 i [αt] = [α]
Dw α = αh + dβ, (αt − αh)′ = −∆(dβt) = −d∆(βt)

Algebra liniowa → rozmaitości różniczkowe

6.8 Rozmaitość niemal zespolona to para(X, I ∈ End(TX)), gdzie X jest rozmaitośćia
↪
(rzeczywista

↪
)

oraz I2 = −id.

6.9 Formy różniczkowe rozk ladaja
↪

sie
↪

na sume
↪

prosta
↪
Ak(X)C =

⊕
p+q=kAp,q(X). W ogólności

różniczka d ograniczona do form typu (1,0) może mieć sk ladowa
↪

typu (0,2). Gdy struktura niemal
zespolona pochodzi od holomorficznego uk ladu wspó lrze

↪
dnych, to nie ma ska

↪
dowej typu (0,2).

6.10 [Huybrechts 2.6.17] Warunek (dα)02 = 0 dla α ∈ A10(X) jest równoważny iwolutywności dys-
trybucji TX01 ⊂ TXC:

∀u, v ∈ Γ(TX01) [u, v] ∈ Γ(TX01).

Dowód z formu ly Cartana:

dα(u, v) = uα(v)− vα(u)− α([u, v]) = α([u, v])

dla α ∈ A10(X) warunek dα ∈ A20(X)⊕A11(X) jest równoważny:

dla dowolnych u, v ∈ TX01mamy α([u, v]) = 0.

Sta
↪
d d(A10) ⊂ A20(X)⊕A11(X) wtedy i tylko wtedy, gdy

dla dowolnych u, v ∈ TX01 mamy [u, v] ∈ TX01 .

To jest warunekm inwolutywności dystrybucji (tzn podwia
↪
zki) TX01 ⊂ TXC.

6.11 Niech P = 1
2(iI + id) be

↪
dzie rzutowaniem na formy typu (0,1). Warunek iwolutywności jest

równoważny:
(∗ ∗ ∗) ∀u, v ∈ Γ(TX) P [Pu, Pv] = [Pu, Pv].

Po prostych przekszta lceniach otrzymujemy tensor Nijenhuisa:

6.12 Dla I ∈ End(TX) definiujemy tensor Nijenhuisa

NI(X,Y ) = −I2[X,Y ] + I([IX, Y ] + [X, IY ])− [IX, IY ] .

6.13 Twierdzenie Newlandera–Nirenberga: Struktura niemal zespolona I na R2n pochodzi od wspó lrze
↪
dnych

zespolonych wtedy i tylko wtedy gdy NI = 0. (Warunek NI = 0 jest równoważny (***), co  latwo
sprawdzić algebraicznie.)
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6.14 Zwia
↪
zek z twierdzeniem Frobeniusa: ca lkowalność ⇔ inwolutywność dystrybucji.

6.15 Jeśli X jest rozmaitościa
↪
zepolona

↪
, to

d(Ap,q(X)) ⊂ Ap+1,q(X)⊕Ap,q+1(X)

d = ∂ + ∂, ∂2 = 0 = ∂
2
, ∂∂ + ∂∂ = 0 .

6.16 Kompleks Dolbeault: dla każdego 0 ≤ p ≤ dimCX mamy kompleks

0→ Ap,0(X)
∂→ Ap,1(X)

∂→ · · · ∂→ Ap,dimX(X)→ 0, ,

ker(∂ : Ap,0(X)→ Ap,1(X)) = Ωp(X) .

gdzie Ωp(X) oznacza formy typu (p, 0) z holomorficznymi wspó lczynnikami.

6.17 Definiujemy kohomologie Dolbeault jako kohomologie tego kompleksu:

Hq
Dol(X; Ωp) := ker(∂ : Ap,q(X)→ Ap,q+1(X))/im(∂ : Ap,q−1(X)→ Ap,q(X)) .

6.18 Holomorficzny Lemat Poincaré: cia
↪
g snopów

0→ Ωp
X → A

p,0 → Ap,1 → Ap,2 → . . .

jest dok ladny. Ozacza to, że jeśli ∂̄α = 0, to loklnie istnieje forma β taka, że ∂̄β = α.

6.19 Kohomologie o wspó lczynnikach w snopie (patrz podre
↪
cznik z algebry homologicznej)

Hk(X;F) = Hk(Γ(A•)) ,

gdzie
F → A0 → A1 → A2 → . . .

jest dostatecznie ,,dobra
↪
” rezolwenta

↪
F . Można zak ladać warunek mie

↪
kkości: dla każdego przekroju F

na zbiorze domknie
↪
tym można przed lużyć do przekroju globalnego. (Zak ladamy, że X jest przestrzenia

↪

parazwarta
↪
.)

6.20 Snop A0 funkcji C∞ na rozmaitości różniczkowej jest mie
↪
kki.

6.21 Każdy snop A0–modu lów jest mie
↪
kki. W szczególności Ap,q jest mie

↪
kki. Zatem rezolwenty

Ωp
X → A

p,•

sa
↪
mie

↪
kkie. Sta

↪
d

Hk(X; Ωp) = Hk(Ap,•(X))

tzn kohomologie Dolbeault sa
↪
kohomologiami snopowymi w sensie algebry homologicznej.

6.22 Gdy X jest rozmaitościa
↪

zespolona
↪
, to AkC =

⊕
p+q=kAp,q. Dla p ≥ 0 definiujemy filtracje

↪

Hodge’a na poziomie snopów form różniczkowych

F pAk =
⊕

p′+q=k, p′≥p
Ap′,q .

oraz filtracje
↪
w kohomologiach Hk(X;C) = Hk

(
A•(X)C

)
F pHk(X;C) = im(Hk(F pA•(X))→ Hk

(
A•(X)C)

)
.

6.23 Mamy
F pAk/F p+1Ak ' Ap,k−p .

Hp+q((F pAk/F p+1Ak)(X)) = Hq(X; Ωp
X) .
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7

7.1 Addytywny Proplem Cousina: Szukamy globalnej funkcji meromorficznej o zadanych lokalnie
cze

↪́
sciach meromorficznych.

Dane pokrycie X zbiorami otwartymi X =
⋃
Ui. Na każdym Ui dana funkcja meromorficzna fi

taka, że różnice gij = (fi)|Ui∩Uj−(fj)|Ui∩Uj sa
↪
funkcjami holomorficznymi. Czy istnieje globalna funkcja

meromorficzna f taka, że f|Ui − fi jest funkcja
↪
holomorficzna

↪
?

7.2 Multiplikatywny Problem Cousina: Szukamy funkcji meromorficznej o zadanych biegunach.
Zak ladamy, że fi/fj jest funkcja

↪
holomorficzna

↪
na Ui ∩ Uj i szukamy globalnej f takiej, że f/fi

jest holomorficzna na Ui. Odpowiedź zależy od klasy kocyklu w H1(X;O∗X).

7.3 Odpowiedź w je
↪
zyku kohomologii. Dla pokrycia U = {Ui} definiujemy kompleks Čecha:

Čk(U ) =
∏

i0<i1<···<ik

F(Ui0 ∩ Ui1 ∩ · · · ∩ Uik) .

W formu lach używamy multiindeksów I = {i0 < i1 < · · · < ik}, UI = Ui0 ∩ Ui1 ∩ · · · ∩ Uik Dla
{sI} ∈ Čk−1(U ) definiujemy różniczke

↪

d({sI})J =

k∑
a=1

(−1)a(sJ\ja)|UJ

Np
d({si})j0,j1 = (sj1)|Uj0,j1 − (sj0)|Uj0,j1

d({si0,i1})j0,j1,j2 = sj1,j2 − sj0,j2 + sj0,j1 obcie
↪
te do Uj0,j1,j2

7.4 Definiujemy kohomologie Čecha Ȟk(U ;F) = Hk(Č•(U ;F), d).

7.5 Pierwszy problem Cousina: F = OX , uk lad funkcji {gi,j} ∈ Č1(U ;OX) spe lnia warunek kocyklu:
gij − gik + gjk = 0, zatem zadaje on element kohomologii Čecha pokrycia H1({Ui};OX). Ten element
jest zerowy (tzn kocykl jest kobrzegiem) wtedy i tylko wtedy, gdy problem Cousina ma rozwia

↪
zanie.

Dok ladniej: istnieja
↪
takie funkcje holomorficzne hi na Ui, że gij = hj−hi, wtedy funkcje meromorficzne

f̃i = fi + hi sa
↪

zgodne na przecie
↪
ciach i zadaja

↪
funkcje

↪
globalna

↪
. Dla rozwia

↪
zania problemu Cousina

można za lożyć, że pokrycie jest dowolnie drobne.

7.6 Drugi problem Cousina: pytanie czy 1-kocykl o wartościach w snopie O∗X jest kobrzegiem.

7.7 Rozdrobnienie pokrycia indukuje morfizm kohomologii Čecha (nie zależy od funkcji wpisuja
↪
cej).

7.8 Twierdzenie:
lim
−→
U

Ȟk(U ;F) ' Hk(X;F)

7.9 Jeśli pokrycie jest acykliczne (tzn Hk(Ui0 ∩ Ui1 ∩ · · · ∩ Uip ;F) = 0 dla każdego multiindeksu i
k > 0) to

Hk({Ui};F) ' Hk(X;F).

Patrz (7.19). O kohomologiach Čecha można przeczytać też w [Szabat, Wste
↪
p do analizy zespolonej,

jest też wydanie angielskie: B. V. Shabath, Introduction to complex analysis].

7.10 Pokrycia acykliczne dla snopów lokalnie sta lych (dla przestrzeni topologicznych): np. takie, że
każde przecie

↪
cie UI jest ścia

↪
galne.

7.11 Pokrycia acykliczne dla snopów koherentnych w geometrii algebraicznej: np. gdy UI sa
↪
zbiorami

afinicznymi.
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7.12 Pokrycia acykliczne dla snopów koherentnych analitycznych: np. gdy UI sa
↪
zbiorami Steina.

Definicja: U ⊂M jest Steina jeśli
– dla każdej pary punktów p, q ∈ U istnieje funkcja analityczna f ∈ OU taka, że f(p) 6= f(q).
– (holomorficzna wypuk lość) dla zbioru zwartego K ⊂ U zbiór

K̄ := {p ∈ U | ∀f ∈ OU |f(p)| ≤ supq∈K |f(q)| }

jest zwarty.

7.13 W problemach Cousina można brać pokrycie dowolnie drobne. Skoro H1(Pn;OX) = 0, wie
↪
c na

Pn problem Cousina ma zawsze pozytywne rozwia
↪
zanie. Dla krzywych rodzaju > 0 problem Cousina

nie zawsze ma rozwia
↪
zanie pozytywne.

Cia
↪
gi spektralne

Przyk ladowe źród lo: C. Weibel - An Introduction to Homological Algebra, roz. 5

drp,q : Erp,q → Erp−r,q+r−1, Er+1
p,q = ker(drp,q)/im(drp+r,q−r+1)

Napis Erp,q ⇒ Hp+q oznacza, że w H∗ jest filtracja maleja
↪
ca taka, że

FpHp+q/Fp−1Hp+q ' E∞p,q .

7.14 Homologiczny cia
↪
g spektralny zwia

↪
zany z filtracja

↪
kompleksu  lańcuchowego. Definiujemy

Arp,• = {x ∈ FpC• | d(x) ∈ Fp−rC•},

Zrp,• = obraz Arp,• w FpC•/Fp−1C•,

Br
p,• = obraz d(Ar−1

p+r−1,•) w FpC•/Fp−1C•,

Erp,• =
Zrp,•
Br
p,•

=
Arp,• + Fp−1C•

d(Ar−1
p+r−1,•) + Fp−1C•

=
Arp,•

d(Ar−1
p+r−1,•) +Ar−1

p−1,•
.

Gradacja na wspó lrze
↪
dnej q jest tak dobrana, że

Br
p,q ⊂ Zrp,q ⊂ FpCp+q/Fp−1Cp+q .

Różniczka w C• indukuje różniczke
↪
Erp,q → Erp−r,q+r−1 (Ćw). Jest spe lniony warunek H∗(E

r
∗,∗) = Er+1

∗,∗
(Ćw). Zatem Erp,q jest podilorazem (ilorazem podobiektu) FpCp+q.

7.15 Cia
↪
g spektralny przestrzeni topologicznej z filtracja

↪

E0
p,q = Cp+q(Xp, Xp−1), E1

p,q = Hp+q(Xp, Xp−1)⇒ Hp+q(X) .

Różniczka
E1
p,q → E1

p−1,q

czyli
Hp+q(Xp, Xp−1)→ Hp−1+q(Xp−1, Xp−2)

jest różniczka
↪
z d lugiego cia

↪
gu dok ladnego homologii trójki

(Xp, Xp−1, Xp−2) .

7.16 Kohomologiczny cia
↪
g spetralny, struktura multiplikatywna

dp,qr : Ep,qr → Ep+r,q−r+1
r , Er+1

p,q = ker(drp,q)/im(drp−r,q+r−1)

Ep,qr × Ep
′,q′
r → Ep+p

′,q+q′
r .
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7.17 Cia
↪
g spektralny indukowany przez filtracje

↪
maleja

↪
ca

↪
w kompleksie kohomologicznym

Ep,q0 = F pCp+q/F p+1Cp+q, Ep,q1 = Hp+q(F pC•/F p+1C•) , . . . .

7.18 Cia
↪
g spektralny Frölichera: dla rozmaitości zespolonej rozważamy filtracje

↪
Hodge’a w A•(M).

Mamy
Ep,q1 = Hq(M ; Ωp

M )⇒ Hp+q(X;C)

zwia
↪
zany z filtracja

↪
Hodge’a wA•C(M). (Dla cia

↪
gów spektralnych kohomologicznych rozważamy filtracje

maleja
↪
ce.)

– gdy M jest afiniczna to Ep,q1 = 0 dla q > 0, wie
↪
c Ep,q2 = Ep,q∞ , zatem H∗(M ;C) = H∗(Ω•(M)),

– gdy M Kählera, to Ep,q1 = Ep,q∞ .

7.19 Cia
↪
g spektralny Čech-do-globalne dla skończonego pokrycia

Ep,q1 =
⊕
|I|=p+1

Hp(UI ;F) = Čp(U ;Hq(−;F)), Ep,q2 = Hp(U ;Hq(−;F)), . . . .

W szczególności, gdy pokrycie jest acykliczne, to cia
↪
g ma niezerowe wyrazy jedynie w zerowym rze

↪
dzie

pocza
↪
wszy bod E1. Zatem kohomologie H∗(X;F) sa

↪
równe kohomologiom E•,01 .

8 Teoria Hodge’a dla rozmaitości zespolonych hermitowskich

8.1 Dla przestrzeni hermitowskich bierzemy W = VR, wie
↪
c d = 2n. Mamy vol = 1

n!ω
n. Rozszerzamy

gwiazdke
↪
Hodge’a C-liniowo

∗dz = ∗(dx+idy) = dy−idx = −i(dx+idy) = −idx , ∗dz̄ = ∗(dx−idy) = dy+idx = i(dx−idy) = idz̄

∗ : Λp,q
'−→ Λn−q,n−p

Czasem użyteczna jest
∗̄ : Λp,q

'−→ Λn−p,n−q, ∗̄(α) = ∗ᾱ = ∗α .

8.2 Przymujemy L∗=operator sprze
↪
żony, tzn 〈Lα, β〉 = 〈α,L∗β〉. Mamy

L∗ = ∗−1L∗ = (−1)deg ∗ L ∗ .

(ponieważ d jest parzyste). W literaturze cze
↪
sto L∗ jest oznaczane przez Λ, co może sie

↪
mylić z pote

↪
ga

↪

zewne
↪
trzna

↪
.

8.3 Dla rozmaitości zespolonej z iloczynem hermitowskim L, L∗ = (−1)deg ∗ L∗, H = [L,L∗] =
(deg−n)id dzia laja

↪
ce na C∞-formach różniczkowych A∗(X) i ich C liniowe rozszerzenia na A∗(X)C.

W ten sposób A∗(X) i A∗(X)C staja
↪
sie

↪
reprezentacja

↪
sl(2).

8.4 Definiujemy operatory formalnie sprze
↪
żony

∂∗ = − ∗ ∂̄∗ : Ap,q(X)→ Ap−1,q(X) ,

(p, q) 7→ (n− q, n− p) 7→ (n− q, n− p+ 1) 7→ (p− 1, q)

oraz
∂̄∗ = − ∗ ∂∗ : Ap,q(X)→ Ap,q−1(X) .

Mamy d∗ = ∂∗ + ∂̄∗ (zdefiniowanie w 5.8).

8.5 Definicja: Rozmaitość jest kählerowska gdy jeden z równoważnych warunków jest spe lniony:
1) lokalnie, w pewnych wspó lrze

↪
dnych ω = i

2

∑
k dzk ∧ dz̄k +O(||x||2).

2) dω = 0
3) lokalnie ω = ∂∂̄f dla pewnej funkcji f : U → R.
Dowód 2) ⇒ 1) [Voisin 1, Prop 3.14]
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8.6 1) innymi s lowy: w każdym punkcie istnieje uk lad wspó lrze
↪
dnych taki, że metryka hermitowska

jest standardowa z dok ladnościa
↪
do wyrazów rze

↪
du 2.

8.7 NAJWAŻNIEJSZY PRYK LAD: Metryka Fubini-Study na Pn

< α, β >=
1

π

< w,w >< α̃, β̃ > − < α̃,w >< w, β̃ >

< w,w >2
,

gdzie α̃, β̃ ∈ TwCn+1 sa
↪

podniesieniami wektorów α, β ∈ T[w]Pn. W lokalnych wspó lrze
↪
dnych na U0

forme
↪
symplektyczna

↪
można zapisać jako

ω =
i

2π
∂∂̄log(1 +

n∑
k=1

|wk|2)

Spe lniony jest warunek Kählera dω = 0.

8.8 Dla n = 1

ω =
i

2π

1

(1 + ww̄)2
dw ∧ dw̄ =

1

π

1

(1 + x2 + y2)2
dx ∧ dy

oraz
∫
P1 ω = 1.

8.9 Wniosek: Zespolona podrozmaitość Pn jest kählerowska.

8.10 Tożsamości Hodge’a:
i) [∂̄, L] = [∂, L] = 0 (bezpośrednio z warunku dω = 0)
i’) równoważnie przemienność L∗ z ∂∗ i ∂̄∗

ii) [∂̄∗, L] = i∂, [∂∗, L] = −i∂̄
ii’) równowżnie [L∗, ∂̄] = −i∂∗, [L∗, ∂] = i∂̄∗ (to istota dowodu wszystkich tożsamości)
iii) [∂, ∂̄∗]s = [∂∗, ∂̄]s = 0 (to już formalne konsekwencje ii))
iv) ∆∂ = ∆∂̄ = 1

2∆ i jest przemienny z ∂, ∂̄, ∂∗, ∂̄∗, L i L∗ (dowód formalny)

8.11 Dowód tożsamości Hodge’a: jeśli dω = 0 to w każdym punkcie istnieje uk lad wspólrze
↪
dnych,

w którym iloczyn hermitowski jest standardowy z dok ladnościa
↪

do wyrazów rze
↪
du conajmniej 2 (tzn

< ei, ej >z= δi,j + O(||z||2)). Jest to równoważne temu, że ω jest standardowa
↪

forma
↪

z dok ladnościa
↪

do wyrazów rze
↪
du conajmniej 2.

Tożsamość ii) (lub ii’)) jest kluczowa. Wybieramy uk lad wspó lrze
↪
dnych w których ω = ω0 + η,

gdzie ω0 jest standardowa
↪
forma

↪
symplektuczna

↪
, a η ∈ O(|z|2). W szczególności ( ∂

∂zk
η)(0) = ( ∂

∂z̄k
η)(0).

Dowodzimy [L∗, ∂] = i∂̄∗. Wystarczy sprawdzić

([L∗, ∂](α))z=0 = i(∂̄∗α)z=0

Możemy zasta
↪
pić ω przez ω0 i zbadać tożsamości Kählera na rozmaitoći p laskiej Cn/(krata). Możemy

przyja
↪
ć wspó lrze

↪
dne takie, że ω = i

∑
dzk∧dz̄k (bez 1

2). Rozk ladamy ∂̄ =
∑
∂̄k i niech ωk = i dzk∧dz̄k.

Operator sprze
↪
żony:

L∗ = −i
∑
k

ιε̄kιεk

Różniczkowania:
∂∗ = − ∂

∂z̄k
ιεk

∂̄∗ = − ∂
∂zk

ιε̄k

Operatory L∗k i ∂` sa
↪

przemienne dla k 6= `. Pozostaje zbadać dzia lanie [L∗k, ∂k] na α = fdzI ∧ dz̄J , i
rozważaja

↪
c cztery przypadki k ∈ lub 6∈ I lub J . Dla przyk ladu: jeśli k 6∈ I, k 6∈ J

[L∗k, ∂k]fdzk ∧ dz̄k ∧ dzI ∧ dz̄J =

L∗k∂k(fdzk ∧ dz̄k ∧ dzI ∧ dz̄J)− ∂kL∗k(fdzk ∧ dz̄k ∧ dzI ∧ dz̄J) =

i∂k(fdzI ∧ dz̄J) =

i ∂
∂zk

(fdzk ∧ dzI ∧ dz̄J) =

−i ∂
∂zk

ιε̄k(fdzk ∧ dz̄k ∧ dzI ∧ dz̄J) = i∂̄∗(....).
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8.12 U Huybrechtsa: W dowodzie ii’) wygodnie jest używać operatora dc = I−1dI oraz sprze
↪
żonego

(dc)∗

dc = −i(∂ − ∂̄), (dc)∗ = − ∗ dc∗
i dowodzi sie

↪
ii”) [L∗, d] = −(dc)∗. Dowód rachunkowy, korzystaja

↪
cy z rozk ladu Lefschetza na poziomie

form, tzn sprawdzamy dla form postaci Lkα.Sprawdzanie jest żmudne, ale skuteczne.

8.13 W dowódz iii) i iv) be
↪
de

↪
używa l superkomutatorów [a, b] = ab − (−1)deg(a) deg(b)ba. W tej

konwencji ∆∂ = [∂, ∂∗].
iii)

i[∂, ∂̄∗]
ii)
= [∂, [L∗, ∂]] = ∂L∗∂ − ∂2L∗ + L∗∂2 − ∂L∗∂ = 0

iv)

∆∂ = [∂∗, ∂]
ii)
= i[[L∗, ∂̄], ∂]

Leibniz
= i([L∗, [∂̄, ∂]︸ ︷︷ ︸

0

]− [[L∗, ∂], ∂̄])
ii)
= [∂̄∗, ∂̄] = ∆∂̄

oraz z iii) ∆ = ∆∂ + ∆∂̄ .

[L,∆∂ ] = [L, [∂, ∂]
Leibniz

= [[L, ∂]︸ ︷︷ ︸
0

, ∂∗] + [∂, [L, ∂∗]]
ii)
= i[∂,−i∂̄] = 0

Kohomologie rozmaitości Kählera

8.14 Wniosek: H∗(M) ' H jest skończenie wymiarowa
↪
reprezentacja

↪
sl2(Z).

8.15 Skończenie wymiarowe reprezentacje sl(2) sa
↪
opisane przez (5.3). Sta

↪
d

Lk : Hn−k(M)→ Hn+k(M)

jest izomorfizmem (Trudne twierdzenie Lefschetza). Zatem mamy

dimHk(M) ≤ dimHk+2(M) jeśli k + 1 ≤ n ,

dimHk(M) ≥ dimHk+2(M) jeśli k + 1 ≥ n .
Co wie

↪
cej mamy

dimHp,q(M) ≤ dimHp+1,q+1(M) jeśli p+ q + 1 ≤ n ,
dimHp,q(M) ≥ dimHp+1,q+1(M) jeśli p+ q + 1 ≥ n ,

gdzie Hp,q(M) = Hq(M ; Ωp) (wyjaśnienie w naste
↪
pnym wyk ladzie).

9 Kohomologie rozmaitści Kählera - rozk lad na typy (p, q)

9.1 Laplasjan ∆∂ jest przemienny z rzutowaniem Ak(X)→ Ap,q(X), zatem

Hk =
⊕
p+q=k

Hp,q , gdzie Hp,q = Hk ∩Ap,q .

9.2 Sta
↪
d – Hk(M) =

⊕
p+q=kH

p,q(M), gdzie Hp,q(M) = im(Hp,q → Hp+q(M).

– Hp,q = Hq,p (sprze
↪
żenie zespolone)

– ∗Hp,q = Hn−q,n−p, gdzie n = dimX

9.3 Diament Hodge’a hp,q = hn−p,n−q = hq,p. Np dla n = 3

h33

h32 h23

h31 h22 h13

h30 h21 h12 h03

h20 h11 h02

h10 h01

h00

=

1
♠ ♠

♦ ♣ ♦
� ♥ ♥ �
♦ ♣ ♦
♠ ♠

1

h00 ≤ h11, h10 ≤ h21
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9.4 Ponadto
– Jeśli k = n− (p+ q) ≥ 0 to Lk : Hp,q(X)→ Hp+k,q+k(X) jest izomorfizmem
– rozk lad Lefschetza jeśli p+ q ≤ n

Hp,q(M) = P p,q(M)⊕ L(P p−1,q−1(M)⊕ L2(P p−2,q−2(M)⊕ . . .

9.5 Rozk lad Hodge’a dla form typu (p, •):

Ap,q(X) = Hp,q
∂̄
⊕ im(∂̄)⊕ im(∂̄∗) .

Skoro ∆∂̄ = 1
2∆, wie

↪
c

Hp,q
∂̄

= Hp,q .

Sta
↪
d

ker(∂̄) = Hp,q ⊕ im(∂̄)

Hq(X; Ωp) ' Hp,q .

9.6 Wniosek: Cia
↪
g spektralny Frölichera degeneruje sie

↪

Ep,q1 = Hq(X; Ωp) = Ep,q∞ .

9.7 Wniosek zupe lnie poboczny: Dla rozmaitości Käklera (przypomnijmy, że zak ladamy zwartość)
jeśli α ∈ Ωp(X), to ∂α = 0.

9.8 Dla rozmaitości Calabi-Yau tzn gdy Ωn ' OX (i dodatkowo zak ladamy, że H0(X,Ωp) = 0 dla
0 < p < n) diament Hodge’a wygla

↪
da tak (n = 3)

1
0 0

0 ♣ 0
1 ♥ ♥ 1

0 ♣ 0
0 0

1

Mówimy, że X∗ jest kohomologicznym lustrem X gdy hpq(X∗) = hn−p,q(X). Dla 3-rozmaitości oznacza
to h12(X∗) = h11(X) i h11(X∗) = h12(X). Symetria lustrzana: to geometryczny sposób znajdowania
X∗.

9.9 Dualność Serre’a: iloczyn zewne
↪
trzny

∧ : Ωp × Ωq → Ωp+q

zadaje forme
↪

Hk(X; Ωp)×H`(X; Ωq)→ Hk+l(X; Ωp+q) .

Gdy k + ` = p+ q = n ska
↪
d mamy forme

↪
z
∫

: Hn(X; Ωn) ' H2n(X;C)→ C. Z dualności Poincaré ta
forma jest niezdegenerowana, wie

↪
c

Hk(X; Ωp) ' Hn−k(X; Ωn−p)∗ .

Ogólniej: Mamy niezdegenerowana
↪
forme

↪

Hk(X;E)×Hn−k(X;E∗ ⊗ Ωn)→ Hn(X; Ωn)→ C

dla snopa lokalnie wolnego. W szczególnym przypadku, gdy Ωp = E:

Ωn−p ' Hom(Ωp,Ωn)

Sygnatura
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9.10 Relacje Hodge’a-Riemanna: Forme
↪
B(α, β) na Hk(X) określamy jako:

B(α, β) =

∫
X
α ∧ β̄ ∧ ωn−k .

Ta forma jest pó ltoraliniowa, jest (anty)symetryczna, tzn B(α, β) = (−1)kB(α, β). Ponadto jest niezde-
generowana: dla α ∈ Hk(X) istnieje γ ∈ H2n−k(X) taka, że

∫
X α ∧ γ̄ 6= 0. Klasa γ jest postaci Ln−kβ

z trudnego twierdzenia Lefschetza.

9.11 Nad C formy antysymetryczne można zamienić na symetryczne: gdy φ jest antysymetryczna,
tzn spe lnia

φ(a, b) = −φ(b, a) ,

to ψ(a, b) := iφ(a, b) jest symetryczna. Dla form symetrycznych mamy ψ(a, a) ∈ R. Mówimy, że forma
symetryczna pó ltora liniowa jest dodatnio określona, gdy

ψ(a, a) > 0 dla a 6= 0 .

Twierdzenie: Forma
ip−q · (−1)k(k−1)/2B(α, β)

jest symetryczna i dodatnio określona na α, β ∈ P p,q(X) ⊂ P k(X) ⊂ Hk(X), k = p+ q.

9.12 Dowód. Algebra liniowa: trzeba sprawdzić dodatnia
↪
określoność formy B0 określonej na formach

zewne
↪
trznych P p,q ⊂ Λp,q ⊂ Λ(Cn)∗ ⊗ C wzorem

α ∧ β̄ ∧ ωn−k = B0(α, β)dx1 ∧ dy1 ∧ · · · ∧ dxn ∧ dyn .

Sprawdzamy naste
↪
puja

↪
ca

↪
równość dla α ∈ P k:

(∗ ∗ ∗) Ln−kα = (−1)
k(k−1)

2 (n− k)! ∗ I(α) ,

gdzie I jest struktura
↪
zespolona

↪
dzia laja

↪
ca

↪
na Λ(Cn)∗ ⊗ C. Dowodzimy indukcyjnie

Ljα = (−1)
k(k−1)

2
j!

(n− k − j)!
∗ Ln−k−jI(α).

Maja
↪
c (∗ ∗ ∗):

α ∧ ᾱ ∧ ωn−k = α ∧ Ln−k(ᾱ) = α ∧ (−1)
k(k−1)

2 (n− k)! ∗ I(α) =

= (−1)
k(k−1)

2 α ∧ ∗(n− k)!I(α) = iq−p(−1)
k(k−1)

2 (n− k)! < α,α > vol

9.13 Wniosek: Niech n = 2m. Forma przecia
↪
ć (kóra jest równa B(α, β)) jest symetryczna oraz ma

sygnature
↪ ∑

p+q≤m, 2|p+q

(−1)
k(k−1)+p−q

2 dim(P p,q(X))

9.14 Mamy równości dimP p,q(M) = hp,q −hp−1,q−1 i z równości hp,q = hq,p = hn−p,n−q wynika wzór
na sygnature

↪

sgn(M) ==

dim(M)∑
p,q=0, 2|p+q

(−1)php,q
dim(M)∑
p,q=0

(−1)php,q .
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Na przyk ladzie n = 4: Sumujemy sk ladniki dla których p− q jest parzyste:

sgn(M) =
+p4,0 −p3,1 +p2,2 −p1,3 +p0,4

+p2,0 −p1,1 +p0,2

+p0,0

=
+h4,0 −h3,1 + h2,0 +h2,2 − h1,1 −h1,3 + h0,2 +h0,4

+h2,0 −h1,1 + h0,0 +h0,2

+h0,0

=

+h4,4

+h4,2 −h3,3 +h2,4

+h4,0 −h3,1 +h2,2 −h1,3 +h0,4

+h2,0 −h1,1 +h0,2

+h0,0

Sk ladniki nieparzyste (−1)qhp,q możemy zaniedbać, bo kasuja
↪
sie

↪
z (−1)phq,p gdy 2 6 |p+ q.

9.15 Dla spójnych powierzchni: forma przecie
↪
ć jest typu (2h2,0 + 1, h1,1 − 1).

10

Zastosowanie trudnego twierdzenia Lefschetza do badania przekszta lceń:

10.1 [Blanchard, Deligne] Dane rozw lóknienie F ⊂M � B. Cia
↪
g spektralny Serra

Ep,q2 = Hp(B;Hq(F ))⇒ Hp+q(M) .

Jeśli B jest jednospójna, to snop Hq(F ) jest sta ly i Ep,q2 ' Hp(B)⊗Hq(F ).

Twierdzenie: jeśli istnieje element [ω] ∈ H2(M) spe lniaja
↪
cy teze

↪
trudnego twierdzenia Lefschetza,

to E2 = E∞, zatem
H∗(M) ' H∗(B)⊗H∗(F )

jako H∗(B)-modu l.
Dowodzimy, że różniczki w Er dla r ≥ 2 sa

↪
zerowe na P k(M) korzystaja

↪
c ze struktury multyplikaty-

wnej cia
↪
gu spektralnego. Na E∗∗∗ dzia la operator L = [ω]. Niech n = dim(F ). Dla α ∈ Hp(B)⊗P q(F ) ⊂

Ep,qr mamy drα ∈ Ep+r,q−r+1
r . Niech n−k = q−r+1. Wtedy n+k = n+(n−q+r−1) = 2n−q+r−1

Ln−q+r−1 : Ep+r,q−r+1
r

'→ Ep+r,2n−q+r−1
r

Wystarczy pokazać, że Ln−q+r−1drα = 0:

Ln−q+r−1drα = drL
n−q+r−1α = drL

r−2Ln−q+1α = 0

dla r ≥ 2, bo P q(F ) := ker(Ln−q+1 : Hq(F )→ H2n−q+2(F )).

10.2 Jeśli baza B nie jest jednospójna, to Hk(F ) jest lokalnie sta lym snopem stowarzyszonym z
lokalnie sta lym systemem wspó lczynników. Przy za lożeniu, że B jest spójna i po wyborze punktu
bazowego lokalny system wspó lczynników można utożsamić z reprezentacja

↪
monodromii π1(B, b0) →

Aut(Hk(F0)). W szczeg lnych przypadkach stosuje sie
↪
teoria Picarda-Lefschetza.

Teoria Picarda-Lefschetza

10.3 Ogólne wiadomości o monodromii: dla topologicznego rozw lóknienia F ⊂ E → B mamy
odwzorowanie

π1(B, b)→ [Fb, Fb]

skonstruowane przez w lasność podnoszenia homotopii oraz

π1(B, b)→ Aut(H∗(Fb)) .
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10.4 Pe
↪
k Lefschetza: niech X ⊂ PN , A podprzestrzeń rzutowa kowymiaru 2. Hiperp laszczyzny

H ⊂ PN zawieraja
↪
ce A sa

↪
parametryzowane przez P1. Oznaczenie: dla λ ∈ P1 odpowiadaja

↪
ca przestrzeń

to Hλ. Definiujemy
X̃ = {(x, λ) ∈ X × P1 | x ∈ Hλ} .

Mamy rzutowania
X ←− X̃ p−→ P1 .

Mówimy, że X jest pe
↪
kiem Lefschetza gdy X̃ jest g ladkie i rzutowanie na P1 ma tylko proste osobliwości

(postać lokalna
∑n

i=1 z
2
i ), conajwyżej jedna we w lóknie.

Twierdzenie: dla generycznego wyboru A otrzymujemy pe
↪
k Lefschetza.

10.5 Niech S ⊂ P1 be
↪
dzie zbiorem wartości krytycznych p, U = P1 \S. Wtedy p : X̃U = p−1(U)→ U

jest rozw lóknieniem lokalnie trywialnym w topologii C∞. Niech λ ∈ U . Grupa podstawowa π = π1(U, λ)
dzia la na kohomologie w lókna Xλ = X ∩Hλ.

10.6 Grupa podstawowa U jest wolna, generowana przez γ1, γ2, . . . , γk (po jednym generatorze dla
każdej wartości krytycznej. Jedyna relacja, to γ1γ2 . . . γk = 1 (można wyrzucić γk i be

↪
da

↪
wolne genera-

tory).

10.7 Twierdzenie Picarda-Lefschetza: w pe
↪
ku Lefschetza

– Cykle niezmiennicze Inv

Im(Hn−1(X)→ Hn−1(Y )) = Hn−1(Y )π

(to stwierdzenie jest równoważne Trudnemu Lefschetzowi, oczywíscie mamy ,,⊂”)
– Cykle znikaja

↪
ce V an

ker(Hn−1(Y )→ Hn−1(X))

sa
↪
generowane przez cykle δi zwia

↪
zane z punktami krytycznymi odwzorowania X̃ → P1

– formu la Picarda–Lefschetza opisuje dzia lanie pe
↪
tli γi na cyklach w Y :

γi(α) = α+ (−1)n(n+1)/2(α, δi)δi,

gdzie δi klasa ma lej sfery w otoczeniu i-tego punktu krytycznego.
– Hn−1(Y ) = Inv ⊕ V an, suma ortogonalna ze wzgle

↪
du na forme

↪
przecie

↪
ć

– rerezentacja π = π1(U) na V an jest prosta.
Z lożenie ι∗ι

∗ : Hn−1(X) → Hn+1(X) jest mnożeniem przez klasa
↪

Lefschetza, wie
↪
c jest izomor-

fizmem. Zatem ι∗ jest epi, ι∗ mono. Przymijmy oznaczenia:

Inv = im(ι∗ : Hn−1(X)→ Hn−1(Y )) ,

dim Inv = dimHn−1(X)

V an = ker(ι∗ : Hn−1(Y )→ Hn+1(X))

( = ker(ι∗ : Hn−1(Y )→ Hn−1(X)) via Dualność Poincaré) ,

dimV an = dimHn−1(Y )− dimHn−1(X)

Ponadto
Inv ∩ V an = im(ι∗) ∩ ker(ι∗) = {0}

(bo ι∗ι
∗ jest izomorfizmem), zatem

Hn−1(Y ) = Inv ⊕ V an .

Ponadto z tożsamości (i∗a ∪ b, [Y ]) = (a ∪ i∗b, [X]) (gdzie ∪ oznacza mnożenie w kohomologiach)
otrzymujemy, że Inv i V an sa

↪
prostopad le ze wzgle

↪
du na forme

↪
przecie

↪
ć.
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Patrz np: Klaus Lamotke, The topology of complex projective varieties after S. Lefschetz. Topology
20 (1981), no. 1, 15-51 lub

[Arapura §13.3] Donu Arapura, Algebraic Geometry over the Complex Numbers, Springer Univer-
sitext 2012

Teoria Morse’a C∞-rozmaitości [Milnor – Morse theory, 1963]
– funkcja Morse’a f : M → R to funkcja w laściwa, taka że jeśli Df(p) = 0, to D2f(p) jest forma

↪

niezdegenerowana
↪
. Zak ladamy też, że w przeciwobrazie wartości krytycznej jest tylko jeden punkt

krytyczny.
– ind(p)=indeks punktu krytycznego = ilość minusów w formie D2f(p), wtedy M≤p+ε powstaje z

M≤p−ε poprzez doklejenie Iind(p) × In−ind(p) wzd luż ∂Iind(p) × In−ind(p), czyli homotopijnie doklejamy
komórke

↪
wymiaru ind(p).

– niech M ⊂ RN , fq(x) = dist(q, x)2 dla ustalonego q ∈ RN \M : dla prawie wszystkich q jest
funkcja

↪
Morse’a

– za lóżmy, że q = 0, p jest krytyczny, TpM = {xn+1 = xn+2 = · · · = 0}; zatem M lokalnie jest
wykresem funkcji g : Rn → RN−n, Dg(0) = 0; możemy za lożyć, że g(0. . . . , 0) = (a, 0, . . . , 0) dla a > 0;
wtedy

fq(x) =
n∑
i=1

x2
i + (a+ g1(x1, . . . , xn))2 +

N−n∑
j=2

gj(x1, . . . , xn)2 =
n∑
i=1

x2
i + 2aQ(x1, . . . , xn) +O(||x||4) ,

gdzie Q jest cze
↪́
scia

↪
kwadratowa

↪
g1, sta

↪
d

D2fq(p) = 2(I + 2aQ) .

oraz
ind(p) = #{λ ∈ specQ | λ < − 1

2a}

10.8 Jeśli M ⊂ CN podrozmaitość zespolona, q 6∈ M , p punkt krytyczny funkcji fq, to indeks tego
punktu jest conajwyżej dimC(M).

– możemy za lożyć jak wyżej, że q = 0, a ∈ R+.

Krok pomocniczy: Niech Q be
↪
dzie niezdegenerowana

↪
forma

↪
zespolona

↪
dwuliniowa

↪
na Cn. Jeśli v

jest wektorem w lasnym rzeczywistej formy re(Q) z wartościa
↪
w lasna

↪
λ, to iv jest wektorem w lasnym z

wartościa
↪
w lasna

↪
−λ. Zatem wartości w lasne sa

↪
po lożone symetrycznie wzgle

↪
dem 0.

Indeks formy 2(I + a re(D2g(0)) = 2(I + 2a re(Q)) jest conajwyźej 1
2 dimR(M).

10.9 Jeśli M ⊂ CN podrozmaitość zespolona wymiaru n, to M ma typ homotopijny n-wymiarowego
CW-kompleksu/kompleksu symplicjalnego. Zatem Hk(M ;R) = 0 dla k > n (wspó lczynniki dowolne).

10.10  Latwe twierdzenie Lefschetza [Milnor, Morse Theory §7]: Jeśli X ⊂ PN podrozmaitość ze-
spolona wymiaru n, Y = X ∩ PN−1, to Hn−k(X \ Y ) ' Hk(X,Y ) = 0 dla k < n. Zatem i∗ : Hk(X)→
Hk(Y ) jest izomorfizmem dla k < n− 1, monomorfizmem dla k = n− 1.

10.11 Podobnie: Hn−k(X \ Y ) ' Hk(X,Y ) = 0 dla k < n. Zatem i∗ : Hk(Y ) → Hk(X) jest
izomorfizmem dla k < n− 1, epimorfizmem dla k = n− 1.

10.12 Ponadto i∗ : π1(Y )→ π(X) jest izomorfizmem gdy 1 < n− 1, epimorfizmem dla 1 = n− 1.

10.13 Jeśli X ⊂ PN , oraz M jest g ladka
↪

hiperpowierzchnia
↪

stopnia d, to M ∩X ' ι(X) ∩H, gdzie
ι : PN → P(Symd(CN+1)) jest zanurzeniem Plückera, i H jest hiperp laszczyzna

↪
w P(Symd(CN+1)).

Sta
↪
d dla zupe lnego przecie

↪
cia dostajemy informacje

↪
o wszystkich liczbach Bettiego X ⊂ PN oprócz

środkowej:
X = XN−n ⊂ XN−n−1 ⊂ · · · ⊂ XN−1 ⊂ XN = PN
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dim(Xi) = N − i, skoro k < n < dim(Xi) dla i < N − n, to mamy izomorfizmy Hk(Xi) ' Hk(xi+1).
Zatem

Hk(X) =

{
Z dla k parzystego

0 dla k nieparzystego

dla k < n, oraz z dualności Poincaré Hk(X) ' H2n−k(X) ten sam wzór mamy dla n > k.

10.14 Dla zupe lnych przecie
↪
ć, poza środkowym wymiarem H∗(X;Q) sa

↪
generowane przez [ωk].

10.15 Ćw: znaleźć dim(Hn(Qn)) dla nieosobliwej kwadryki w Pn+1.

11 Wia
↪
zki wektorowe

11.1 Niech V ect1(X) oznacza zbiór klas izomorfizmu wia
↪
zek liniowych nad X. Różne definicje pier-

wszej klasy Cherna wia
↪
zek liniowych:

• aksjomatyczna definicja np wg Milnora-Stasheffa:

a) c1 : V ect1(−)→ H2(−,Z) jest naturalna
↪
transformacja

↪
funktorów Top→ GrAb

b) c1(L1 ⊗ L2) = c1(L1) + c1(L2)
c) c1(OP1(1)) = dodatni generator H2(P1)

• poprzez utożsamienie V ect1(X) = [X,P∞] = [X,K(Z, 2)] = H2(X;Z),

gdzie oznacza [−,−] oznacza zbiór klas homotopii.

• poprzez cia
↪
g dok ladny kohomologii stowarzyszony z krótkim cia

↪
giem dok ladnym snopów

0→ 2πiZ→ C(X,C)
exp→ C(X,C∗)→ 0

0 = H1(X,C(X,C))→ H1(X,C(X,C∗)) '→ H2(X; 2πiZ)→ H2(X,C(X,C)) = 0

Przy czym zauważamy, że V ect1(X) = Ȟ1(X,H1(X,C(X,C∗)).

• poprzez teorie
↪
przeszkód: przeszkoda do istnienia niezeruja

↪
cego sie

↪
przekroju leży w

H2(X;π1(C∗)) ' H2(X;Z)

• definicja różniczkowa i
2π [F∇] = i

2π [∂∂̄ log h] ∈ H2(X;C), która
↪
omówimy poniżej.

Dalej wg Huybrechsa §4

11.2 Struktura hermitowska na wia
↪
zce zespolonej (nad dowolna

↪
baza

↪
)

11.3 Koneksja na wia
↪
zce zespolonej nad C∞ rozmaitościa

↪
.

11.4 Koneksja zgodna ze struktura
↪
hermoitowska

↪
na wia

↪
zce (lokalnie w trywializacji ∇ = d+a, gdzie

a ∈ A1(X, u(E)) ⊂ A1(X,End(E)).

11.5 Zak ladamy, że baza X jest rozmaitościa
↪

zespolona
↪
, E wia

↪
zka

↪
holomorficzna

↪
(tzn jest sklejona

za pomoca
↪

funkcji holomorficznych). Niech Ak(X,E) = Γ(AkX ⊗ E), Ak(X,E) =
⊕

p+q=k A
p,q(X,E).

Operator ∂̄ zdefiniowany w trywializacji definiuje globalny operator

∂̄E : Ap,q(X,E)→ Ap,q+1(X,E) .

Uwaga: operator ∂ nie komutuje z funkcjami sklejaja
↪
cymi, wie

↪
c nie mamy globalnego ∂E , chyba że

wia
↪
zke

↪
E można skleić za pomoca

↪
funkcji lokalnie sta lych.
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11.6 Koneksja rozpada sie
↪

na sume
↪
∇10 + ∇01. Mówimy, że ∇ jest zgodna ze struktura

↪
zespolona

↪

gdy ∇0,1 = ∂̄E .

11.7 Istnieje dok ladnie jedna koneksja zgodna ze struktura
↪

hermitowska
↪

i zespolona
↪
. Lokalnie, jeśli

∇ = d+ a, to
A = H̄−1∂(H̄) ,

gdzie A i H sa
↪
macierzami koneksji i iloczynu hermitowskiego

A ∈Mn×n(A1,0(X)) , H ∈Mn×n(C∞(X)) , H̄ = HT , n = rk(E).

11.8 Jeśli n = 1 to a = ∂ log(h).

11.9 Rozszerzenie koneksji poprzez formu le
↪
Leibniza ∇E : Ak(X,E)→ Ak+1(X,E).

11.10 Koneksja na E indukuje koneksje
↪
na End(E)

(∇f)(s) := ∇(f(s))− f∇s = [∇, f ]s .

11.11 Krzywizna F∇ = ∇2 : A0(E)→ A2(E) jestA0(X)-liniowa, wie
↪
c zadaje przekrójA2(X,End(E)).

11.12 Lokalnie w trywializacji, w zapisie macierzowym

F∇ = dA+A ∧A ∈Mn×n(A2(X)).

11.13 Dla wia
↪
zek liniowych E = L = C×X: mamy End(L) = C oraz A∧A = 0 (bo A jest macierza

↪

1× 1). Wtedy
F∇ = dA = d∂ log(H) = ∂̄∂ log(H) .

11.14 Przyk lad L = O(−1), t.j. wia
↪
zka tautologiczna na Pn, L ⊂ Cn+1×Pn ma indukowana

↪
strukture

↪

hermitowska
↪
ze standardowego iloczynu hermitowskiego na Cn+1:

F∇ = d∂ log(||v||2) = −∂∂̄ log(||v||2),

gdzie v jest przekrojem wia
↪
zki,

i

2π
F∇ = −ωFS .

Nota bene: c1(O(−1)) = −[ωFS ].

11.15 Dla wia
↪
zki liniowej definiujemy forme

↪
Cherna c1(L,∇). Dowiedziemym, że dc1(L,∇) = 0 (z

tożsamości Bianchi) oraz klasa kohomologii [c1(L,∇)] ∈ H2(X;C) nie zależy od wyboru koneksji ∇.

12 Klasy Cherna

12.1 Tożsamość Bianchi:
∇(F∇) = 0 ∈ A3(X,End(E)).

Lokalnie dla ∇ = d+A mamy

dF∇ = d(dA+A ∧A) = dA ∧A−A ∧ dA = [dA,A] = [F∇, A] .

Oraz
∇(F∇) = dF∇ + [A,F∇] = 0 .

12.2 Jeśli E = L jest wia
↪
zka

↪
liniowa

↪
, to klasa c(L) = i

2π [F∇] ∈ H2(X;C) nie zależy od wyboru
koneksji.

Dow. Maja
↪
c dwie koneksje ∇0, ∇1 definiujemy koneksje

↪
na X × R wzorem ∇̃ = t∇1 + (1− t)∇0.

W lożenia i0, i1 : X → X×R na poziomy t = 0 i t = 1 sa
↪
homotopijne, zatem [F∇1 ] = i∗1[F∇̃] = i∗0[F∇̃] =

[F∇0 ].
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12.3 Klasa c(L) spe lnia aksjomaty pierwszej klasy Cherna 11.1.

Klasy Cherna wia
↪
zek wyższej rangi

12.4 Dla dowolnego wielomianu P : End(Cn) → C niezmienniczego ze wzgle
↪
du na sprze

↪
żenie forma

P (∇2
E) ∈ A2 deg(P )(X) jest zamkie

↪
ta.

Dowód (wg Milnora-Stasheffa Appendix C) Dla X = (xij)i,j definiujemy macierz P ′(X) = ( ∂P
∂xji

)i,j

(uwaga na indeksy i, j przestawione). Mamy dP (X) = tr(P ′(X) · dX). Ponadto, jeśli P jest Ad-
niezmienniczy, to macierze P ′(X) i X sa

↪
przemienne.

dP (F∇) = tr(P ′(F∇)dF∇) = tr(P ′(F∇)[F∇, A]) = tr(P ′(F∇) ∧ F∇ ∧A− P ′(F∇) ∧A ∧ F∇) =

= tr(F∇ ∧ P ′(F∇) ∧A− P ′(F∇) ∧A ∧ F∇) = tr([F∇, P
′(F∇) ∧A]) = 0 .

12.5 Uwaga: Przekszta lcenie

C[Mn×n(C)]GLn → C[macierze diagonalne]Σn = C[σ1, σ2, . . . , σn]

jest izomorfizmem. Jeśli P jest wielomianem Ad-niezmienniczym, to można go wyrazić przez wspó lczynniki
wielomianu charakterystycznego. Równoważnie: P (A) jest funkcja

↪
symetryczna

↪
od wartości w lasnych

macierzy A.

12.6 P (F∇) definiuje klase
↪

kohomologii, która nie zależy od wyboru koneksji. Biora
↪
c P =

(
i

2π

)k
σk

(gdzie σk jest k-tym wspó lczynnikiem wielomianu charakterystycznego) definiujemy klasy Cherna.

12.7 Sprawdzamy, że klasy Cherna spe lniaja
↪
aksjomaty.

1) Funktorialność (można brać pull-back koneksji)
2) Formu la Whitneya

c(E1 ⊕ E2) = c(E1)c(E2) ,

gdzie c(E) = 1+c1(E)+ · · ·+crk(E)(E). Można (korzystaja
↪
c z zasady rozszczepienia za lożyć, że wia

↪
zka

rozszczepia sie
↪
na wia

↪
zki liniowe). Dowód sprowadza sie

↪
do wzorów Viete’a.

3) Unormowanie c1(O(−1)) = −[ωFS ]

12.8 Wniosek: Różniczkowo zdefiniowane klasy Cherna przychodza
↪
z kohomologii ca lkowitoliczbowych.

Wia
↪
zki dodatnie

12.9 Mówimy, że forma ω ∈ A1,1(X)∩A2(X) ⊂ A2(X)C jest dodatnia, gdy jest minus cze
↪́
scia

↪
urojona

↪

iloczynu hermitowskiego 〈〈x, y〉〉 = 〈x, y〉 − iω(x, y), tzn

ω =
i

2

∑
hijdzi ∧ d̄zj ,

gdzie (hij) jest macierza
↪
iloczynu hermitowskiego.

12.10 Wia
↪
zki liniowa jest dodatnia gdy dopuszcza koneksje

↪
∇ taka

↪
, że i

2π F∇ jest dodatnia
↪

(1,1)-
forma

↪
.

12.11 Przyk lad wia
↪
zki dodatniej: OPn(k), k > 0.

12.12 Twierdzenie Kodairy o znikaniu: Jeśli L jest dodatnia, to H i(X;KX +L) = 0 dla i > 0, gdzie
napis KX + L oznacza snop holomorficznych przekrojów wia

↪
zki liniowej ΩdimX

X ⊗ L.

12.13 Twierdzenie Kodairy o zanurzeniu: Jeśli wia
↪
zka jest dodatnia, to dla dostatecznie dużego

ν jest generowana przez globalne przekroje i odwzorowanie X → P(H0(X;Lν)∗) jest zanurzeniem.
(Zak ladamy tylko, że X jest zwarta, analityczna.)

12.14 Wniosek: Isnienie dodatniej wia
↪
zki na rozmaitości analitycznej X implikuje, że X jest roz-

maitościa
↪
rzutowa

↪
(w szczególności algebraiczna

↪
).
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13

13.1 Jeśli L i K dodatnie, to L⊗K też. Jeśli K = L⊗n jest dodatnie, to L też. Obcie
↪
cie zachowuje

dodatniość.

13.2 Jeśli L jest generowana przez globalne przekroje holomorficzne, to mamy odwzorowanie

φ : X → P(H0(X;L)∗)

w trywializacji gdzie L ' C:
x 7→ (s 7→ s(x)) .

Wtedy L = φ∗(O(1)). Zatem L jest ,,pó ldodatnia”, tzn L dopuszcza koneksje
↪
, której krzywizna definiuje

forme
↪

póltora-liniowa nieujemnie określona
↪
. W lasność pó ldodatniości jest zachowywana przez pull-

backi.

Poniżej używamy E jako oznaczenie wia
↪
zki, bo L jest zarezerwowane na operator Lefschetza.

Zak ladamy, że X jest warta
↪

rozmairościa
↪

analityczna
↪
.

13.3 Ustalamy metryke
↪
hermitowska

↪
na X i E. Definiujemy skre

↪
cone harmoniczne

Hp,q(E) := ker(∆E) ⊂ Ap,q(E) , ∆E = ∂̄E ∂̄
∗
E + ∂̄∗E ∂̄E

13.4 Jeśli X jest zwarta to

Ap,q(E) = Hp,q(E)⊕ im(∂̄E) + im(∂̄∗E)

13.5 Z rozk ladu Hodge’a dla ∂̄

Hp,q(X;E) = Hp,q(E) = ker(∆E) .

13.6 Mamy
– Operator L : Ap,q(X;E)→ Ap+1,q+1(X;E) i sprze

↪
żony L∗

– ∇ = ∇1,0 + ∂̄E oraz tożsamość (u Huybrechtsa nazwana tożsamościa
↪
Nakano)

[L∗, ∂̄E ] = −i(∇1,0)∗,

ktża jest uogólnieniem tożsamości Kählera [L∗, ∂̄] = −i∂∗.

13.7 (Znikanie Kodairy-Nakano) Jeśli E jest dodatnia, to Hp,q(X;E) = Hq(X; Ωp
X ⊗ E) = 0 dla

p+ q > dimX.
Forma krzywizny F∇ jest typu (1,1), lokalnie

F∇ = dA = ∂̄∂(log h) .

Lokalnie
∇1,0η = ∂η + ∂(log h) ∧ η

∂̄E(∇1,0η) = (−∂∂̄η + ∂̄(∂(log h) ∧ η)) = −∂∂̄η − ∂(log h) ∧ ∂̄η + ∂̄∂(log h) ∧ η

∇1,0(∂̄Eη) = ∂∂̄η + ∂(log h) ∧ ∂̄η

F∇ ∧ η = ∂̄E∇1,0η +∇1,0∂̄Eη

Niech η ∈ Hp,q(E),
∂̄Eη = 0, ∂̄∗Eη = 0

Wtedy

F∇ ∧ η = ∂̄E∇1,0η
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Sta
↪
d

i〈L∗F∇η, η〉 = i〈L∗∂̄E∇1,0η, η〉 Nakano= i〈(∂̄EL∗ − i(∇1,0)∗)∇1,0η, η〉 =

= i〈(∂̄EL∗, η〉+ 〈(∇1,0)∗∇1,0η, η〉 = i〈(L∗, ∂∗Eη〉+ 〈∇1,0η,∇1,0η〉 = 〈∇1,0η,∇1,0η〉 ≥ 0

Podobnie

i〈F∇L∗η, η〉 = i〈(∂̄E∇1,0 +∇1,0∂̄E)L∗η, η〉 = i〈(∇1,0∂̄E)L∗η, η〉 = i〈∇1,0(L∗∂̄E + i(∇1,0)∗)η, η〉 =

−〈∇1,0(∇1,0)∗η, η〉 = −〈(∇1,0)∗η, (∇1,0)∗η〉 ≤ 0

Sta
↪
d

i〈[L∗, F∇]η, η〉 = ||(∇1,0)∗η||2 + ||∇1,0η||2 ≥ 0

Ale
iF∇ ∧ − = 2πL

bo L jest dodatnia, wie
↪
c i

2πF∇ jest forma
↪
Kählera. Sta

↪
d

i〈[L∗, F∇]η, η〉 = 2π〈[L∗, L]η, η〉 = −2π〈Hη, η〉 = 2π(n− (p+ q))||η||2.

Jeśli n− (p+ q) ≤ 0, to i〈[L∗, F∇]η, η〉 ≤ 0. Zatem ||η||2 = 0.

13.8 Wniosek: jeśli E⊗n = O(1)X dla pewnego zanurzenia X ⊂ PN , to Hk(X,Ωn
X ⊗ E) = 0 dla

k > 0.

13.9 Poprzez dualność Serre’a (lub bezpośrednio, korzystaja
↪
c z tego, że i

2πF∇E∗ = −ω):

Hk(X,E∗) = 0

dla k < n.

13.10 Jeśli E jest dodatnia K dowolna, to Hq(X,E⊗µ ⊗K) = 0 dla µ >> 0.
Dow E⊗µ ⊗K = Ωn ⊗Mµ, gdzie Mµ = E⊗µ ⊗K ⊗ Ωn jest dodatnia dla dostatecznie dużych µ.

Twierdzenie Kodairy o zanurzeniu wed lug Griffiths-Harris §1.4
Wracamy do oznaczania wia

↪
zek liniowych przez L.

13.11 Jeśli X jest zwarta
↪
rozmaitścia

↪
, a L szeroka

↪
wia

↪
zka

↪
na X, to kanoniczne odwzorowania φLν :

X → P(H0(X;Lν)∗) dla dostatecznie dużych ν jest w lożeniem.

Kroki dowodu:
a) φLν jest dobrze określone, tzn nie ma punktu w którym wszystkie przekroje zeruja

↪
sie

↪
: dla

x ∈ X obcie
↪
cie

H0(X;Lν)→ Lνx = H0(X;Lb ⊗OX/mx)

jest epi,
b) φLν rozdziela punkty: dla x ∈ X obcie

↪
cie

H0(X;Lν)→ Lνx ⊕ Lνy

jest epi, ( b) ⇒ a) )
c) φLν ma niezdegenerowana

↪
rórżniczke

↪
w każdym punkcie x:

H0(X;Lν ⊗mx)→ Lνx ⊗ T ∗xX = H0(X;Lν ⊗ Ω1
X ⊗OX/mx)

jest epi.
Zamiast badać te przekszta lcenia naX rozdmuchujemy punkty i dowodzimy równoważnych stwierdzeń:
b’) obcie

↪
cie

H0(X̃; L̃ν)→ H0(E; L̃ν|E) = H0(X̃; L̃ν ⊗OX̃/IE)
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jest epi, gdzie X̃ = BlxBlyX, L̃ jest wia
↪
zka

↪
przecia

↪
gnie

↪
ta

↪
na X̃, E jest suma

↪
dywizorów wyja

↪
tkowych,

IE snopem idea lów E.
c’) obcie

↪
cie

H0(X̃; L̃ν ⊗ IE)→ H0(E; L̃ν|E ⊗ IE) = H0(X̃; L̃ν ⊗OX̃/IE ⊗ IE)

jest epi, gdzie X̃ = BlxX, L̃ jest wia
↪
zka

↪
przecia

↪
gnie

↪
ta

↪
na X̃, E jest dywizorów wyja

↪
tkowm, IE snopem

idea lów E.
Snop idea lów IE jest lokalnie wolny, jako wia

↪
zka liniowa jest równy O(−E). Zauważmy, że IE

obcie
↪
ty do E = P(TxX) jest izomorficzny z O(1), sta

↪
d

H0(E; L̃ν|E ⊗ IE) = Lνx ⊗ T ∗xX .

13.12 Zastosowanie znikań:
b’)

H0(X̃; L̃ν)→ H0(X̃; L̃ν ⊗OX̃/IE)→ H1(X̃; L̃ν ⊗ IE) = 0

c’) Zauważamy, że OX̃/IE ⊗ IE ' IE/I
2
E

H0(X̃; L̃ν ⊗ IE)→ H0(X̃; L̃ν ⊗ IE/I2
E)→ H1(X̃; L̃ν ⊗ I2

E) = 0

Korzystamy z:
A) Jeśli L jest dodatnia, to L̃ν ⊗ IE = L̃ν ⊗O(−E) jest dodatnia dla dostatecznie dużych L.
B) Twierdzenie Kodairy-Nakano o znikaniu.
Np b’) dowodzimy rozk ladaja

↪
c:

L̃ν ⊗ IE = (L̃ν ⊗O(−E)⊗ K̃−1
X ⊗O(−(dimX − 1)E))⊗KX̃

= (L̃n1 ⊗ K̃−1
X )⊗ (L̃n2 ⊗O(−(dimX)E)⊗KX̃

bo
KX̃ = K̃X ⊗O((dimX − 1)E).

Zatem L̃ν ⊗ IE jest iloczynem wia
↪
zki nieujemnej i dodatinej ⊗KX̃ dla dużych n1 i n2, wie

↪
c można

stosować twierdzenie Kodairy-Nakano.

13.13 Przy powyższych za lożeniach X jest rzutowa
↪
rozmaitościa

↪
algebraiczna

↪
.

Zamiast za lożenia o krzywiźnie wystarczy warunek o klasach kohomologii:

13.14 Stw: Jeśli [ω] = c1(L) ∈ H2(X), gdzie ω jest rzeczywista
↪

(1,1)-forma
↪
, to istnieje koneksja ∇

taka, że ω = i
2π F∇.

Dw: lokalnie w trywializacji F∇ = ∂̄∂ log(h(z)). Dla innego wyboru metryki mamy h′ = eρh. Sta
↪
d

F∇′ = ∂̄∂ log(eρh(z)) = F∇ + ∂̄∂ρ.

Chcemy by
F∇′ = −2πiω = F∇ + dβ

dla zadanej β ∈ A1(X). Zatem trzeba rozwia
↪
zać równanie

∂̄∂ρ = dβ .

Wtedy h′ = eρh i ∇′ jest zgodna
↪
koneksja

↪
.

Czyli: dana forma doka
↪
dna dβ typu (1,1), szukamy ρ takiego, że dβ = ∂̄∂ρ Istnienie ρ wynika

bezpośrednio z ∂∂̄-lematu [Huy, Cor 3.2.10]
Dla formy φ ∈ Ap,q mamy φ = dβ ⇒ ∃γ φ = ∂∂̄γ
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13.15 Jeśli (X,ω) jest rozmaitościa
↪

Kählerowska
↪
, oraz [ω] jest postaci λ[ω′] dla λ ∈ R+, [ω′] ∈

H∗(X;Q), to X jest rozmaitościa
↪
rzutowa

↪
.

Dow. Wystarczy pokazać, że [ω′] = c1(L) dla pewnej holomorficznej wia
↪
zki zespolonej. To wynika

z cia
↪
gu dok ladnego

Pic(X) = H1(X,O∗X)→ H2(X;Z)→ H2(X;OX) = H2,0(X) .

Jeśli [ω] z dok ladnościa
↪

do skalara jest reprezntowalna przez wymierna
↪

klase
↪
, równoważnie ca lkowita

↪

klase
↪
. Odwzorowanie snopów

Z→ C→ OX
indukuje odwzorowanie

H2(X;Z)→ H2(X;C)� H2,0(X) ,

przy którym klasy typu (1,1) sa
↪
w ja

↪
drze.
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