Zadania z matematyki dla geografow
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2 Kombinatoryka i prawdopodobienstwo.

1 Na ile sposobéw mozna ustawi¢ w szeregu 7 nierozréznialnych zétwi i 5 nierozréznialnych kotéw?
2 Na ile sposobéw osmiu ludzi moze usiaséé przy okraglym stole?
3 Na ile sposobéw dziewieciu ludzi moze wsias¢ do trzech wagonéw?

4 Na ile sposobéw dziewieciu ludzi moze wsiasé do trzech wagonéw tak, ze do pierwszego wsiadzie 2
pasazerow, do drugiego 3, a do trzeciego 4.

5 Na ile sposob6w liczbe 9 mozna zapisa¢ jako sume trzech liczb catkowitych, nieujemnych?

6 W kubetku jest 8 kul czerwonych, 3 biale oraz 7 czarnych. Losujemy bez zwracania 2 kule. Jaka jest
szansa, ze beda to kule biala i czerwona?

7 Rzucamy n kostek. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze na kazdej z kostek wypadnie inna liczba?

8 Tloma kostkami trzeba rzucaé¢ aby z prawdopodobieristwem 1/2 mozna bylo twierdzié¢, ze wypadnie
conajmniej jedna szdstka?

9 Drziesie¢ razy rzucamy para kostek. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze doktadnie 3 razy suma oczek
bedzie wieksza od 3.

10 W pierwszej szufladzie sa dwie kule: biala i czarna, w drugiej dwie biale i czarna, w trzeciej cztery
biale i dwie czarne. Prawdopodobieristwo wylosowania pierwszej szuflady wynosi 1/2, drugiej 1/3, trzeciej
1/6. Wyciagamy na Slepo jedna kule z losowo wybranej szuflady.

— jakie jest prawdopodobienistwo wylosowania biatej kuli?
— wiedzac, ze wylosowalismy biata kule, jakie jest prawdopodobieristwo, ze pochodzila z pierwszej szuflady?

11 W worku sa 4 biate kule i 3 czarne. Wyciagamy jedna kule, a nastepnie zwracamy ja do worka wraz z
trzema innymi tego samego koloru. Drugi raz wyciagamy kule. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze bedzie
biala?

12 W trzech koszyczkach losowo rozmieszczamy 5 jabluszek i 3 §liweczki. Jakie jest prawdopodobienstwo,
ze:

— w jednym z koszyczkéw beda, dokladnie 2 jabluszka i jedna Sliweczka?
— jeden koszyczek bedzie pusty, a w innym beda dokladnie 2 jabtuszka i jedna Sliweczka?
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3 Zmienne losowe

13 Rzucamy raz kostka i trzy razy moneta. Zmienna losowa X jest rowna 1, gdy na kostce wypadto pie¢
lub sze$é oczek, a w przeciwnym przypadku —2. Zmienna Y jest rowna liczbie ortéw.
Okresli¢ rozktad zmiennych losowych: X, Y, X +Y, XY. Obliczy¢ wartosé oczekiwana zmiennych X, Y,
X 4+Y, XY oraz okredli¢ ich wariancje i odchylenie standardowe.

14 Rzucamy jednoczesnie kostka i moneta. Okreslamy zmienna losowa X:
— jedli wypanie orzel, to X =4
— jesli wypadnie reszka, to X = ilos¢ oczek na kostce.
Zmnalez¢ rozktad, dystrybuante, wartosé oczekiwana, wariancje i odchylenie standardowe.

15 Cgzy ze ciag p, zadaje prawdopodobienistwo na zbiorze liczb catkowitych dodatnich.

a. pp = 5= )
b. Dn = n(n+1)
16 Zmienna losowa X osiaga tylko wartosci catkowite dodatnie, przy czym P(X = k) = %. Oblicz

BE(X).

17 Rzucamy nieuczciwa, monets (prawdopodobiestwo orta 1/10, a reszki 9/10). Rzucamy dopdki nie
wypadnie orzel. Zmienna losowa X jest réwna ilosci rzutéw. Znalezé¢ rozktad, dystrybuante i wartosé
oczekiwana,.

18 Strzelamy do okraglej tarczy o promieniu 1 metr. Trafienie w kazdy punkt jest tak samo praw-
dopodobne. Zmienna losowa jest odlegds¢ od srodka. Znalezé dustrybuante.

19 Naszkicuj dystrubuante zmiennej losowej X, jesli ma ona rozklad Bernoulliego z
a.p=1/2in=3
b.p=1/3in=3
c.p=1/2in=4

20 Narysuj wykres funkeji ¢(x) i sprawdz, czy funkcja ta jest gestoscia rozkladu pewnej zmiennej losowej
Ly dlaz €[0,2
2. ¢(z) = { 2O w innych pij[ypaglkach
x dlaz €[0,1)
b. ¢p(z) =< x—1 dlaz € [1,2)
0 w innych przypadkach
x dlaz €[0,1)
c. p(z) =< 2—x dlaz €[1,2)
0 w innych przypadkach
dlaz € [0,1)
dlax € [1,2)
+1 dlaz € [2,3)
w innych przypadkach

1
2

o 8oy

21 Dla tych powyzszych funkcji, ktére sa gestosciami, znajdz prawdopodobienistwo tego, ze zmienna

losowa przyjmie warto$é¢ z przedziatu [%, %}

22 Dla tych powyzszych funkcji, ktére sa gestoSciami, naszkicuj odpowiadajaca im dystrybuante.

http://www.mimuw.edu.pl/~aweber/zadania/geo



4 Tw. de Moivre’a-Laplace’a

23 Korzystajac z tablic okredl, jaka jest szansa, ze zmienna losowa o standardowym rozkladzie normal-
nym przyjmie wartos¢ z przedziatu

a. [-1,72:1,3]

b. [0,73;0,48]
c. [1,33; 4,15]
d. [-2,75;-1,34]

24 Dla zmiennej losowej o rozktadzie normalnym ze srednia 410 i odchyleniem standardowym 2 wyz-
naczy¢ prawdopodobienistwo, ze przyjmie ona wartos¢ mniejsza miedzy 407 a 415.

25 Dla zmiennej losowej o rozkladzie normalnym ze srednia 500 i odchyleniem standardowym 20 wyz-
naczy¢ prawdopodobienistwo, ze przyjmie ona wartos¢ wieksza niz 555.

26 Dla zmiennej losowej o rozkladzie normalnym ze srednia -44 i odchyleniem standardowym 16 wyz-
naczy¢ prawdopodobienstwo, ze przyjmie ona warto$¢ dodatnia,.

27 Dla zmiennej losowej o rozkladzie normalnym ze srednia, 674 i odchyleniem standardowym 55 wyz-
naczy¢ prawdopodobienistwo, ze przyjmie ona wartos¢ mniejsza niz 600.

28 W worku jest 30 000 000 kul, z czego 55% stanowia kule czarne, a 45% biale. Losowo wyciagamy
1000 kul. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze wylosujemy conajmniej 52% kul biakych.
Uwaga: W zadaniu wystepuja duze liczby. Doktadne wykonanie obliczen jest praktycznie niemozliwe. Przy-
blizony wynik bedziemy umieli podaé, dzieki twierdzeniu granicznemu.

29 Oblicz, jaka jest szansa, ze w 1000 rzutach moneta
. co najmniej 600 razy wypadnie orzet
. co najwyzej 550 razy wypadnie reszka
wypadnie od 450 do 550 ortéw
. wypadnie od 400 do 500 reszek

fo o

30 Grupa 500 oséb stoi na rozdrozu. Kazdy z zebranych rzuca kostka. Jesli wypadnie 1 lub 5 oczek
idzie w lewo, a jesli 2,3,4 lub 6 oczek to w prawo. Jaka jest szansa, ze na prawo pdjdzie co najmniej 300
0s6b?

31 Kazdy z 400 studentéw mieszkajacych w akademiku spedza w pokoju cichej nauki 3 godziny dziennie,
przy czym ochota na taka prace przychodzi studentom niezaleznie od godziny (rozkltad chwili wyjécia do
pokoju cichej nauki jest jednostajny na przedziale 24 godzin). Obliczy¢, ile stolikéw potrzeba w poko- ju
cichej nauki, by w danej chwili z prawdopodobieristwem 95% miescil on wszystkich chetnych do nauki.

32 Czas oczekiwania na polaczenie telefoniczne z pewnym biurem jest zmienna losowa o rozkladzie
normalnym o s$redniej réwnej 45 sekund z odchyleniem standardowym 10 sekund. Wyznaczy¢ praw-
dopodobienstwo, ze polacze sie z tym biurem w ciagu 40 sekund. Wyznaczy¢ prawdopodobienistwo, ze
bede musiat czekaé¢ ponad 70 sekund.

33 Firma produkujaca opony samochodowe zaklada, ze opona wytrzymuje $rednio 50000 km z odchyle-
niem 5000 km. Firma chce da¢ gwarancje i wymienia¢ bezplatnie przedwczesnie zuzyte opony, tak jednak,
by nie wymienia¢ wiecej niz 10 procent opon. Na ile kilometréw powinna opiewaé gwarancja? Zakladamy,
ze rozklad prawdopodobienstwa jest normalny.
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5 Testowanie hipotez.

34 Wyciagamy (i zwracamy) karty z pelnej talii (52 karty).
a) Jakie jest prawdopodobienistwo, ze ciagnac 10 razy dokladnie trzy razy wyciagniemy figure lub asa?
b) Jakie jest prawdopodobienistwo, ze ciagnac 300 razy wyciagniemy figure lub asa conajwyzej 90 razy?
¢) Nasz kolega wyciaga karte 300 razy. My liczymy ilo$¢ figur i aséw. Ile by musialo ich by¢ aby$my uznali
z 95-cio procentowa pewnoscia, ze kolega oszukuje (tzn. okresli¢ obszar krytyczny dla testu jednostronnego
hipotezy, ze kolega jest uczciwy)?

35 Wyciagamy (i zwracamy) karty z pelnej talii (52 karty).
a) Jakie jest prawdopodobienstwo, ze ciagnac 10 razy dokladnie dwa razy wyciagniemy karte z liczba
podzielna przez 2?7
b) Jakie jest prawdopodobienistwo, ze ciagnac 300 razy wyciagniemy karte z liczba podzielna przez 2
conajmniej 118 razy?
¢) Nasz kolega wyciaga karte 300 razy. My liczymy ilo$é kart z liczba podzielng przez 2. Ile by musialo
ich by¢ abysmy uznali z 95-cio procentows pewnoscia, ze kolega oszukuje (tzn. okresli¢ obszar krytyczny
dla testu jednostronnego hipotezy, ze kolega jest uczciwy)?

36 Z wieloletnich badan wynika, ze srednia temperatura w lipcu na Hali Gasienicowej o godz. 12 GMT
wynosi 13,7 stopnia z odchyleniem standardowym 2,2 stopnia. Pewnego roku srednia wyniosta 10 stopni.
Czy mozna uwazadé, klimat na Hali Gasienicowej sie zmienil?

37 Zalézmy, ze przez n kolejnych lat srednia temperatura lipca na Hali Gasienicowej wynosi dokladnie 15
stopni. Wyznaczy¢ n tak, zeby na poziomie istotnosci 5% mozna byto przyjaé hipoteze o zmianie $redniej
temperatury na Hali Gasienicowe;j.

38 Wiadomo, ze Srednia krajowa dlugo$c¢ tapy dzieciota zielonego wynosi 4,2cm z odchyleniem standar-
dowym 0.7cm. Zakladamy, ze dlugosé¢ tapy ma rozklad normalny.
a) Jakie jest prawdopodobienistwo, ze przypadkowo zaobserwowany dzieciot ma tape dhuzsza niz 4.3cm?
b) Jakie jest odchylenie standardowe $redniej dhugosci tapy, jesli érednia jest liczona z grupy 15 dziecioléw?
¢) W lesie Radziejewskim lesnik zmierzyt tapy u 15 dziecioléw. Otrzymat srednia 4.4cm. Czy moze
twierdzié, ze dziecioly w jego lesie maja lapy innej dlugosci niz w reszcie Polski? (Zastosowaé test dwus-
tronny o istotnosei 0.05.)

39 Badania wykazaly, ze srednie zuzycie paliwa w pewnym modelu samochodu wynosi 7 litréw na 100
km. Wprowadzono nowy model. 50 jazd prébnych dato srednia 6,9 z odchyleniem standardowym 0,04.
Czy na poziomie istotnosci 0,05 firma moze twierdzi¢, ze nowy model zuzywa mniej paliwa?
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6 Przedzialy ufnosci

40 W pewnym norweskim kurorcie pomiar temperatury powietrza o godzinie 13:00 w ciagu 56 dni lata
dal wyniki:
10,3 16,2 22,0 17,9 17,9 14,5 13,4 17,8
24,8 20,9 15,8 23,6 24,4 13,7 15,8 12,1
18,7 22,6 13,1 15,3 12,6 18,3 16,1 20,5
17,5 18,0 15,0 15,6 18,0 14,5 22,1 11,8
13,0 11,8 21,8 20,8 16,5 21,7 19,8 16,0
24,0 10,7 12,9 17,3 23,6 13,3 11,8 22,1
11,3 20,3 21,1 17,8 14,1 16,9 10,2 18,0
Wyznaczy¢ przedzial ufnosci sredniej temperatury i okresli¢ odchylenie standardowe. Na podstawie tych
danych wyznaczy¢ prawdopodobieristwostwo, ze temperatura jest miedzy 16 a 20 stopni:
a. w danym dniu;
b. Srednia temperatura lipca.

41 Makler gieldowy analizuje zyski. Losowa préobka 15 spélek dala przecietna roczna stope zwrotu =
0,37% z odchyleniem standardowym s = 3,5%. Zakladajac, wielko$é zysku podlega rozktadowi normal-
nemu, podaé 95% przedzial ufnosci dla sredniej.

42 Wiladciciel stacji benzynowej chce poznaé, ile litrow paliwa tankuje przecietny kierowca. Losowa
prébka 50 tankowan dala érednia wielkosé 28,5 litra z odchyleniem standardowym 5,6 litra. Wlasciciel
chce dawa¢ misia pluszowego kierowcom, ktory tankuja jednorazowo ponad 45 litréw. Zakladajac, ze
dziennie stacje odwiedza 1000 klientow, ile pluszowych misiéw powinien przygotowaé na pierwszy dzien
akcji?

43 W sytuacji z poprzedniego zadania, wlasciciel przygotowal 2 razy mniej misiéw. Jak powinien ustawi¢
limit, od ktérego kierowcom nalezy sie prezent?
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7  Zadania o korelacji

44 A. Badano korelacje koloru oczu i koloru wloséw. Zebrano dane o 273 mezczyznach. Bylo wsrdd
nich
— 135 blondynéw
— 138 brunetéw
— 127 mialo jasne oczy
— 146 mialo ciemne oczy.
Zakladajac, ze nie ma korelacji pomiedzy kolorem oczu a wloséw podaé wartosci oczekiwane ilosci
— blondynéw o jasnych oczach,
— brunetéw o jasnych oczach,
— blondynéw o ciemnych oczach,
— brunetéw o ciemnych oczach.

B. Okazalo sie, ze jest

— 73 blondynéw o jasnych oczach,

— 54 brunetéw o jasnych oczach,

— 62 blondynéw o ciemnych oczach,

— 84 brunetéw o ciemnych oczach.

Stosujac test x? na poziomie istotnoéci 5% (warto$é krytyczna dla df = 1 wynosi 3.841) stwierdzi¢ czy
mozemy odrzuci¢ hipoteze, ze cechy nie sa skorelowane.

45 Podzieli¢ studentéw na 2 grupy: urodzeni w porze letniej (kwiecien-wrzesien) i urodzeni w porze
zimowej (pazdziernik-marzec). Zbadaé korelacje pomiedzy plcig a pora urodzenia.

46 W grupie studentéw zbadaé korelacje pomiedzy wzrostem (w cm) a wiekiem (w miesiacach).

47 Prowadzono badania socjologiczne wsréd 100 Pigmejéw. Przez X oznaczano wzrost (w centymetracme-
trach), przez Y dlugo$é paznokcia. Otrzymano dane

- > X =14803

->Y =342

-3 X?2=2210234

-3 Y2 =1241

- > XY = 24568

Obliczy¢ wspdtczynnik korelacji . Czy korelacja jest silna czy staba? Czy dane sa istotne statystycznie
(zastosowac zmienng Studenta ¢ = %/g)‘? Czy nalezy sie spodziewaé, ze wyzszy osobnik ma diuzszy
paznokiec?
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8 Zadania o Ziemi

48 Wyobrazmy sobie, ze po opasaniu Ziemi sznurkiem dowiazalidémy jeszcze dwa metry do sznurka i
naciagneliSmy sznurek, tak, by utworzyt sie ,,daszek”. Jaka bedzie wysokosé¢ daszka?
Przyjac, Ze dla matych kqtow o funkja tangnes jest dobrze przyblizona przez tga ~ a + %a?’.

49 Jak wysoko trzeba sie wzbié¢ nad Gdarisk zeby zobaczyé o$miotysieczniki w Himalajach. (Przyjaé, ze
odlegloé¢ z Gdanska do Himalajéw jest réwna 6100 km.)

50 Czy z wybrzezy pétwyspu Peloponezu mozna zobaczy¢ szczyty gor Krety (okoto 2450 m)? Jesli tak,
to pod jakim katem je widac?

51 Obliczy¢ jaka jest odleglos:
— 7z Moskwy do Kalkuty
— 7 Warszawy do Buenos Aires

Wsk: Obliczyé odlegtosci znajdujgc wspotrzedne geograficzne powyzszych miast. Liczac odleglosé linijkq na
mapie z pewnosciq popetnimy btad, gdyz kazda mapa deformuje odlegtosci.

52 Leci samolot z Lyonu do Montrealu. Leci najkrétsza droga. Przyjmujac, ze oba miasta leza na tej
samej szerokosci geograficznej obliczyé jak daleko (w stopniach) samolot ,,zboczy” na péinoc.

53 Polarnik znajduje sie na biegunie w okolicy rownoleznika 80°. W ciagu godziny jego pozycja zmienita
sie 0 1 minute na péoc i 6 minut na wschéd. Jaka jest jego predkos$é porusznia sie w km/h?

54 Wyobrazmy sobie tréjkat na powierzchni Ziemi o polu powierzchni réwnej polu powierzchni Polski.
Jaka jest suma jego katow.
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9 Test 1l

Rzucamy kostka czworoscienna.:

1) Jakie jest prawdopodobieristwo, ze rzucajac 300 razy jedynka wypadnie conajmniej 70 razy

2) Rzucamy kostka 300 razy i liczymy ilo$é jedynek. Ile jedynek by musialo wypas$é abysmy uznali z 95-cio
procentowa pewnoscia, ze kostka nie jest symetryczna. Podac hipoteze zerowsa i obszar krytyczny.

Rzucamy kostka sze$cienna;:

1) Jakie jest prawdopodobieristwo, ze rzucajac 300 razy jedynka wypadnie conajmniej 45 razy

2) Rzucamy kostka 300 razy i liczymy ilosé jedynek. Ile jedynek by musialo wypas$é abysmy uznali z 95-cio
procentowa pewnoscia, ze kostka nie jest symetryczna. Podac hipoteze zerowa, dobra¢ zmienna losows i
znale$¢ obszar krytyczny.

Rzucamy kostka osmios$cienna.:

1) Jakie jest prawdopodobienistwo, ze rzucajac 300 razy jedynka wypadnie conajmniej 35 razy

2) Rzucamy kostka 300 razy i liczymy ilo$é jedynek. Ile jedynek by musiato wypas$é aby$my uznali z 95-cio
procentowa pewnoscia, ze kostka nie jest symetryczna. Podac hipoteze zerowa, dobra¢ zmienna losows, i
znale$¢ obszar krytyczny.

Rzucamy kostka dwunastoscienna.:

1) Jakie jest prawdopodobieristwo, ze rzucajac 300 razy jedynka wypadnie conajmniej 20 razy

2) Rzucamy kostka 300 razy i liczymy ilo$é jedynek. Ile jedynek by musialo wypas$é abysmy uznali z 95-cio
procentowa, pewnoscia, ze kostka nie jest symetryczna. Podac hipoteze zerowa, dobra¢ zmienna losows i
znale$¢ obszar krytyczny.

Rzucamy kostka dwudziestoscienna:

1) Jakie jest prawdopodobienistwo, ze rzucajac 300 razy jedynka wypadnie conajmniej 12 razy

2) Rzucamy kostka 300 razy i liczymy ilo$¢ jedynek. Ile jedynek by musiato wypas$é aby$my uznali z 95-cio
procentowa pewnoscia, ze kostka nie jest symetryczna. Podac hipoteze zerowa, dobra¢ zmienna losowa i
znales¢ obszar krytyczny.
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10 Test 2

Urzad statystyczny w Brazylii podal do wiadomosci, ze 53.42% ludnosci kraju stanowia, kobiety.
1. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wsrdd pieciu oséb przypadkowo spotkanych bedzie conajwyzej jedna
kobieta.

2. Badamy ludno$é¢ potudnia kraju. Chcemy wiedzie¢ czy tam tez kobiety stanowia taka sama czes¢
populacji. Ustaliliémy poziom ufno$éi 1% i dysponujemy danymi 10 000 oséb. Opisaé test hipotezy, ze
proporcja na potudniu kraju jest taka sama jak w calym kraju, tzn:

a) poda¢ zmienng losowa,

b) obliczy¢ wartos$é oczekiwana,

¢) obliczy¢ odchylenie standardowe,

d) uzasadni¢, ze ta zmienna ma rozklad zblizony do rozktadu normalnego,

e) podaé obszar krytyczny.

3. Okazalo si¢ ze w naszej grupie badanej bylo 53.41%. Jaka jest nasza decyzja?
4. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze kobiet bedzie conajmniej 53.41%.

Urzad statystyczny w Argentynie podat do wiadomosci, ze 51.22% ludnosci kraju stanowia, kobiety.
1. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wsréd pieciu oséb przypadkowo spotkanych bedzie conajwyzej jedna
kobieta.

2. Badamy ludnos$é potudnia kraju. Chcemy wiedzieé¢ czy tam tez kobiety stanowia taka sama czesé
populacji. Ustaliliémy poziom ufnoééi 1% i dysponujemy danymi 10 000 oséb. Opisaé test hipotezy, ze
proporcja na potudniu kraju jest taka sama jak w calym kraju, tzn:

a) poda¢ zmienna losowa,

b) obliczy¢ wartosé oczekiwana,

¢) obliczy¢ odchylenie standardowe,

d) uzasadni¢, ze ta zmienna ma rozklad zblizony do rozktadu normalnego,

e) podaé obszar krytyczny.

3. Okazalo sie ze w naszej grupie badanej bylo 51.23%. Jaka jest nasza decyzja?
4. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze kobiet bedzie conajmniej 51.23%.
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11 Zadania przygotowawcze do kolokwium I

1.Pies i 2 nierozréznialne koty jada winda w 15-pietrowym wiezowcu. Na ile sposobdéw moga wysiasé, pod
warunkiem, ze zaden kot nie wysiadzie z psem?

2.Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze w 30 rzutach moneta dokladnie 4 razy wypadnie orzel? Podaé
dokladny wynik.

3.Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze suma oczek wyrzuconych w dwéch rzutach kostka jest podzielna
przez 47

4.Ania i Pawel spotykaja sie na przystanku miedzy 20.00, a 21.00. Zaréwno Ania jak i Pawel zgodzili sie
poczekaé na druga osobe 10 minut. Jaka jest szansa, ze sie nie spotkaja? (Zakladamy, ze szansa przyjscia
Ani (i Pawla) na przystanek dla dwéch dowolnych minut miedzy 20.00 a 21.00 jest ta sama.)

5.Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze w 30 rzutach moneta, dokladnie 4 razy wypadnie orzel? Podaé
dokladny wynik.

6.Gramy w nastepujaca gre. Raz rzucamy kostka i raz moneta. Zmienna losowa X jest okreslona
nastepujaco:

X=0, gdy wypadnie na kostce 1, 2, 3 lub 5,

X=1, gdy wypadnie na kostce 4 lub 6 a na monecie orzet,

X=5, gdy wypadnie na kostce 4 lub 6 a na monecie reszka.

a. przedstaw rozktad zmiennej losowej X. b. oblicz jej wartos¢ oczekiwana i wariancje.

7.Dystrybuanta F zmiennej losowej Y jest zadana wzorem:
FY)=0,dlaY <0

FY)=1,dlaY >3

F(Y) =Y/3 w pozostalych przypadkach.

Oblicz P(1 <Y < 100).

8.Gestodé zmiennej losowej dana jest wzorem: g(z) = |z|, gdy |z| < 1 oraz g(x) = 0 w pozostalych
przypadkach. Oblicz P(—3 < x < 0.5).

9.0blicz prawdopodobienistwo, ze w 200 rzutach moneta wypadio mniej niz 110 ortéw

10.Rzucamy kostka 12-$cienna 300 razy i liczymy ilos¢ jedynek. Ile jedynek by musialo wypasé abysmy
uznali z 95-cio procentowa pewnoscia, ze kostka nie jest symetryczna (tzn. okresli¢ obszar krytyczny dla
testu hipotezy, ze kostka jest symetryczna).

11.Wiadomo, ze $rednia dtugosé tapy dzieciota zielonego wynosi 4,2cm z odchyleniem standardowym 0.7 cm.
W lesie Radziejewskim lesnik zmierzyt tapy u 15 dzieciotéw. Otrzymal $rednia 4.4cm. Czy moze twierdzic,
ze dziecioty w jego lesie maja inng $rednia dlugosé tapy? (Zastosowaé test dwustronny o istotnosci 5%.)

12.Mierzono dtugosci kocich ogonéw. Okazalo sie: - dla 31 kotow czarnych $redni pomiar wynosit 23.3cm z
odchyleniem standardowym 4.1 cm. - dla 39 kotéw pregowanych sredni pomiar wynosit 21.2cm z odchyle-
niem standardowym 3.2 cm. Czy $rednia dtugosci ogonéw kotéw czarnych jest wieksza? (Zastosowaé test
jednostronny o istotnosci 5%.)
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12 Kolokwium I

GRUPA A

1. Niech X bedzie zmienna o rozkladzie normalnym, z wartoscia oczekiwana, réwna 345 i odchyleniu
standardowym réwnym 10. Oblicz prawdopodobienstwo, ze 350 < X < 365.

2. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze suma oczek wyrzuconych w dwéch rzutach kostka, jest wieksza
od 4 i mniejsza od 117

3. Darek i Pawel spotykaja sie w barze miedzy 20.00, a 24.00, przy czym Darek czeka na Pawta do skutku,
a Pawel zaglada tylko do $rodka i zaraz wychodzi. Jaka jest szansa, ze Darek bedzie czekal conajmniej
1 godzine? Zakladamy, ze szansa przyjécia Darka (i Pawla) do baru dla dwéch dowolnych minut miedzy
20.00 a 24.00 jest taka sama.

4. 76w i 3 koty: bialy, czarny i rudy jada 10-ciowagonowym pociagiem. Na ile sposobéw moga wsiasé,
do wagonéw, jesli wiadomo, ze zaden kot nie bedzie chciat jechaé¢ sam?

5. Wiadomo, ze $rednia dtugos¢ dzioba dziobaka wynosi 14,2 cm z odchyleniem standardowym 1.7 cm.
Na Tasmanii podréznik zmierzyt dzioby u 20 dziobakéw. Otrzymal srednia 15.4 cm. Czy moze twierdzic,
ze dziobaki na Tasmanii maja wickszg $rednia dlugosé dzioba? (Zastosowaé test jednostronny o istotnosci

5%.)
6. Jakie jest prawdopodobienistwo tego, ze w 12 rzutach moneta dokladnie 5 razy wypadnie orzel?

7. Gesto$¢ zmiennej losowej dana jest wzorem: g(x) = 1 — |z|, gdy |z| < 1 oraz g(z) = 0 w pozostalych
przypadkach. Oblicz P(—7 < z < 0,5).

8. Oblicz prawdopodobienstwo, ze w 1000 rzutach moneta, wypadlo mniej niz 510 ortéw.

9. Dystrybuanta F' zmiennej losowej Y jest zadana wzorem:

0 dla Y <10
F(Y)={ 55(Y =10) dla 10<Y <30
1 dla Y >30

Oblicz P(20 <Y < 1000).

10. Rzucamy kostka szescienna 300 razy i liczymy iloé¢ tréjek. Ile tréjek by musialo wypaéé abysmy
uznali z 99-cio procentowa pewnoscia, ze kostka nie jest symetryczna (tzn. okresli¢ obszar krytyczny dla
testu hipotezy, ze kostka jest symetryczna).

11.  Gramy w nastepujaca gre. Raz rzucamy dwiema monetami. Zmienna losowa X jest okreslona
nastepujaco:
X =9 — gdy wypadana dwie reszki,
X =7 - gdy wypadnie jedna reszka,
X =2 — gdy nie wypadnie zadna reszka.
a) Podaj rozklad zmiennej losowej X.
b) Oblicz jej wartosé oczekiwana, 1 wariancje.

Odpowiedzi. 1. okolo 0,2857 2. 3/4 3. 9/32 4. 370 5. Tak 6. 12!/5!71212 = 0.1933.. 7. 7/8 8. okolo
0.7357 9. 1/2 10. mniej niz 34 lub wiecej niz 66 11. EX = 25/4, s>X = 107/16
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GRUPA B

1.  Wiadomo, ze $rednia dlugosé kolca kolczatki wynosi 3,2 cm z odchyleniem standardowym 0.2 cm.
Na Tasmanii podréznik zmierzyl kolce u 18 kolczatek. Otrzymal srednia 4.1 cm. Czy moze twierdzi¢, ze
kolczatki na Tasmanii maja wieksza $rednia dlugosé kolca? (Zastosowaé test jednostronny o istotnosci

1%.)

2. Rzucamy kostka szescienna 500 razy i liczymy ilosé piatek. Ile piatek by musialo wypasé abysmy
uznali z 95-cio procentows pewnoscia, ze kostka nie jest symetryczna (tzn. okresli¢ obszar krytyczny dla
testu hipotezy, ze kostka jest symetryczna).

3. Niech X bedzie zmienna o rozkladzie normalnym, z wartoscia oczekiwana réwna 333 i odchyleniu
standardowym réwnym 30. Oblicz prawdopodobienstwo, ze 303 < X < 393.

4. Jakie jest prawdopodobienistwo tego, ze w 8 rzutach moneta, doktadnie 6 razy wypadnie orzet?

5. Gestodé zmiennej losowej dana jest wzorem: g(z) = 1 — |z|, gdy |z] < 1 oraz g(z) = 0 w pozostalych
przypadkach. Oblicz P(—0,5 < z < 0,5).

6. Dystrybuanta F' zmiennej losowe]j Y jest zadana wzorem:

0 dla Y <20
F(Y)=<{ #5(Y =20) dla 20<Y <50
1 dla Y > 50
Oblicz P(35 <Y < 1000).
7. Gramy w nastepujaca gre. Raz rzucamy dwiema monetami. Zmienna losowa X jest okreslona

nastepujaco:
X =4 — gdy wypadana dwa orty,
X =3 — gdy wypadnie jeden orzel,
X =5 — gdy nie wypadnie zaden orzetl.
a) Podaj rozklad zmiennej losowej X.
b) Oblicz jej wartosé oczekiwana, i wariancje.
8. Oblicz prawdopodobienistwo, ze w 2000 rzutach moneta, wypadlo wiecej niz 1010 ortow.
9. Darek i Pawel spotykaja sie w barze miedzy 18.00, a 24.00, przy czym Darek czeka na Pawta do skutku,
a Pawet zaglada tylko do $rodka i zaraz wychodzi. Jaka jest szansa, ze Darek bedzie czekal conajmniej

2 godzine? Zakladamy, ze szansa przyjscia Darka (i Pawla) do baru dla dwéch dowolnych minut miedzy
20.00 a 24.00 jest taka sama.

10. Jakie jest prawdopodobienistwo tego, ze suma oczek wyrzuconych w dwéch rzutach kostka, jest wieksza
od 3 i mniejsza od 107

11. Zétwi3 koty: bialy, czarny i rudy jada 9-ciowagonowym pociagiem. Na ile sposobéw moga, wsiasc,
do wagonéw, jesli wiadomo, ze zaden kot nie bedzie chciat jechaé¢ sam?

Odpowiedzi. 1. Tak 2. mniej niz 68 lub wiecej niz 99 3. okolo 0.8186 4. 8!/6!1212% = 7/64 5. 3/4 6. 1/2
7. EX=15/4, s2X = 11/16 8. okolo 0.3192 9. 2/9 10. 27/36 11. 297
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13 Zadania przygotowawcze do kolokwium II

1A. Badano korelacje plci i upodobanit muzycznyh. Zebrano 200 odpowiedzi:

— 86 mezczyzn,

— 114 kobiet,

— 38 lubi jazz,

— 162 nie lubi jazzu.

Zakladajac, ze nie ma korelacji pomiedzy plcia a upodobaniami muzycznymi podaé¢ wartosci oczekiwane
ilodci kobiet i meZcyzn lubiacych jazz.

1B. Okazalo sie, ze tylko 13 kobiet lubi jazz. Stosujac test x? na poziomie istotnoéci 5% (wartoéé krytyczna
dla df =1 wynosi 3.841) stwierdzi¢, czy mozemy odrzuci¢ hipoteze, ze cechy nie sa skorelowane.

2. Badamy dwie cechy X 1 Y. Otrzymalidmy wyniki

X 1 4 4
Y 2 2 8

Zmalez¢ wspdtezynniki korelacji liniowej Y = a + ¢X oraz X = ¢+ dY. Na papierze kratkowanym zrobic¢
rysunek, na ktérym beda naniesione punkty (X,Y’) oraz wykreslone proste korelacji.

3. Prowadzono badania socjologiczne wéréd 100 Papuaséw. Przez X oznaczano wzrost (w centymetracme-
trach), przez Y dlugo$é¢ paznokcia. Otrzymano dane

- > X =14803

-3 Y =342

-3 X?2=2210234

-Yv?=1241

- > XY =14568

Obliczy¢ wspotczynnik korelacji r. Czy korelacja jest silna czy staba? O czym to $wiadczy?

Czy dane sa istotne statystycznie (zastosowac zmienna Studenta ¢ = M? Vfr_f)‘?
4A. Wspélezynik korelacji Pearsona r dla pewnych cech X i Y wynosi —0,87. Czy nalezy sie spodziewad,
ze im wieksza wartos¢ X tym wieksza warto$¢ Y. Jesli nie, to czego sie trzeba spodziewaé?

4B. Wspdlczynik korelacji Pearsona r dla pewnych cech X i Y wynosi 0,13. Czy nalezy sie spodziewad,
ze im wieksza wartosé X tym wieksza wartos¢ Y. Jesli nie, to czego sie trzeba spodziewaé?

5. Patrzymy na wiezowiec z punktéw A i B. Punkty A, B i wiezowiec sa polozone na jednej prostej.
Odleglto$¢ od A do B wynosi 90 m. Z punktu A widaé wiezowiec pod katem 20,5 stopnia, a z punktu B
pod katem 38,1 stopni. Jak wysoki jest wiezowiec?

6. Robinson Cruzoe (oczy piwne, wys. 1,70 m) tkwi na samotnej wyspie. Jak daleko bedzie od brzegu
statek piracki, gdy Robinson zobaczy czarna flage (u piratéw flagi wisza na wysokosci 35 m nad poziomem
wody)? Czy wspiawszy sie na stojaca obok palme (wysoko$é¢ 7 m) zobaczy poklad statku (4 m nad
poziomem wody)?

7. Mamy mape Tatr 1:30 000. Ze schroniska nad Morskim Okiem (1406 m) do Wielkiego Mieguszowieckiego
Szezytu (2438 m) jest na mapie dokladnie 6 cm. Pod jakim katem widaé szczyt?

8. Po powierzchni ziemi odleglto$¢ Moskwa—Berlin jest réwna okolo 1600 km. Z Moskwy kopia, tunel w
prostej linini do Berlina. Jak glteboko przejdzie pod ziemia?

9. Podéznik znajdowal sie na réwnolezniku N77. Przeszedl doktadnie 20 km na pdinoc, 20 km na zachdéd,
20 km na potudnie i 20 km na wschéd. Jak daleko ma do punktu wyjscia?
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14 Kolokwium II

Grupa A

1. Dany jest tréjkat na powierzchni Ziemi. Jego pole wynosi 320 km?. Podaé jego sume katéw. (2pt)
2. Czy rzut stereograficzny zachowuje pole powierzchni? (1pt)

3. Rozwazmy rzut ze sfery o promieniu R na walec opisany. Rzutujemy w kierunku prostopadlym do osi
walca (i prostopadlym do jego powierzchni). Czy pole powierzchni obrazu gérnej pétkuli jest réwne 277
Odpowiedz uzasadnié. (2pt)

4. Odlegtosé ze Skarzyska-Kamiennej do Krakowa jest réwna okolo 154 km. Jak gleboko przejdzie pod
ziemia, tunel wykopany w prostej linii? (4pt)

5. Mamy mape w skali 1:100 000. Z punktu A do B jest na mapie dokladnie 4,2 cm. Punkt A jest na
wysokosci 1200 m., a punkt B na wysokosci 3.500 m. Pod jakim katem widaé¢ punkt B z punktu A? Podaé
tangens tego kata. (3pt)

6. Drzewo ma wysoko$¢ 28 m. Z tego drzewa wida¢ sam czubek wiezy koSciola w miasteczku. Wieza ma
70 m. wysokosci. Jak daleko jest do miasteczka? (8pt)

7. Badano korelacje plci i uzdolnien matematycznych. Zebrano 200 odpowiedzi:

— 117 mezczyzn,

— 83 kobiety,

— 20 jest uzdolnionych matematycznie,

— 180 nie jest uzdolnionych matematycznie.

Okazalo sie, ze 13 kobiet jest uzdolnionych matematycznie. Stosujac test x? na poziomie istotnosci 5%
(warto$¢ krytyczna dla df = 1 wynosi 3.841) stwierdzi¢, czy mozemy odrzucié¢ hipoteze, ze cechy nie sa
skorelowane. (6pt)

8. Patrzymy na wiezowiec z punktéw A i B. Punkty A, B i wiezowiec sa polozone na jednej prostej.
Odlegtos¢ od A do B wynosi 190 m. Z punktu A widaé¢ wiezowiec pod katem 11,5 stopnia, a z punktu B
pod katem 28,1 stopni. Jak wysoki jest wiezowiec? (4pt)
9. Badamy dwie cechy X i Y. OtrzymaliSmy wyniki

X 3 6 6

Yy 1.1 7
Znalez¢ wspdlezynniki korelacji liniowej Y = a + ¢X oraz X = ¢+ dY. (6pt)

10. Prowadzono badania nad pajakami: zbadaliSmy 100 pajakow. Przez X oznaczano dlugo$é odwloka
(w milimetrach), przez Y dlugo$¢ odnézy. Otrzymano dane

- X =534
Y =1278
~ X2 = 3568
~ Y2 =16733
~ S XY =6335.

Obliczy¢ wspdlezynnik korelacji Pearsona r. (4pt)

11. Wspdlczynik korelacji Pearsona r dla pewnych cech X i Y wynosi 0,91. Czy nalezy sie spodziewaé, ze
im wieksza warto$¢ X tym wieksza wartosé Y. Jesli nie, to czego sie trzeba spodziewaé? (1pt)

12. Wspdlezynik korelacji Pearsona r dla pewnych cech X 1 Y wynosi —0,21. Czy nalezy sie spodziewac,
ze im wieksza warto$é X tym wieksza warto$é Y. Jesli nie, to czego sie trzeba spodziewaé? (1pt)
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Grupa B

1. Badano korelacje plci i uzdolnienn muzycznych. Zebrano 200 odpowiedzi:

— 112 mezczyzn,

— 88 kobiety,

— 60 jest uzdolnionych muzycznie,

— 140 nie jest uzdolnionych muzycznie.

Okazalo sie, ze 33 kobiety sa uzdolnione muzycznie. Stosujac test x? na poziomie istotnosci 5% (wartosé
krytyczna dla df = 1 wynosi 3.841) stwierdzié, czy mozemy odrzucié¢ hipoteze, ze cechy nie sa skorelowane.
(6pt)

2. Badamy dwie cechy X 1 Y. Otrzymaliémy wyniki

X 5 8 8
Y 3 9 3
Znalez¢ wspdlezynniki korelacji liniowej Y = a + ¢X oraz X = ¢+ dY. (6pt)

3. Prowadzono badania nad pajakami: zbadaliémy 100 pajakéw. Przez X oznaczano dhugo$é odwloka (w
milimetrach), przez Y dlugo$¢ odnézy. Otrzymano dane

~SX =434

- Y =1178
~ S0 X2 = 3468
~S Y2 =15733
~ S XY =6105.

Obliczy¢ wspdlezynnik korelacji Pearsona r. (4pt)

4. Wspdtezynik korelacji Pearsona r dla pewnych cech X i Y wynosi —0,91. Czy nalezy sie spodziewaé,
ze im wieksza warto$é X tym wieksza warto$é Y. Jedli nie, to czego sie trzeba spodziewaé? (1pt)

5. Wspdlczynik korelacji Pearsona r dla pewnych cech X i Y wynosi 0,21. Czy nalezy sie spodziewaé, ze
im wieksza warto$¢ X tym wieksza wartos¢ Y. Jedli nie, to czego sie trzeba spodziewaé? (1pt)

6. Patrzymy na wiezowiec z punktéw A i B. Punkty A, B i wiezowiec sa polozone na jednej prostej.
Odlegtos¢ od A do B wynosi 110 m. Z punktu A widaé¢ wiezowiec pod katem 13,5 stopnia, a z punktu B
pod katem 31,1 stopni. Jak wysoki jest wiezowiec? (4pt)

7. Drzewo ma wysoko$¢ 17 m. Z tego drzewa widaé¢ sam czubek wiezy kosciola w miasteczku. Wieza ma
60 m. wysokosci. Jak daleko jest do miasteczka? (8pt)

8. Odleglos¢ ze Skarzyska-Kamiennej do Rzeszowa jest réwna okolo 174 km. Jak gleboko przejdzie pod
ziemia tunel wykopany w prostej linii? (4pt)

9. Mamy mape w skali 1:100 000. Z punktu A do B jest na mapie doktadnie 5,2 cm. Punkt A jest na
wysokosci 1800 m., a punkt B na wysokosci 3.100 m. Pod jakim katem widaé¢ punkt B z punktu A: podaé
tangens tego kata? (3pt)

10. Dany jest tréjkat na powierzchni Ziemi. Suma katéw wynosi 181 stopni. Podaé jego powierzchnie.
(2pt)
11. Czy przeksztalcenie Mercatora zachowuje katy? (1pt)

12. Rozwazmy rzut ze srodka Ziemi na plaszczyzne styczna w punkcie N25E34. Czy obraz réwnika jest
prosta? Odpowiedz uzasadnié. (2pt)
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15 Egzamin poprawkowy

GRUPA A

1
. _J3 gdy 0 <x<5h
2pt Al Czy funkeja f(z) 0 w przeciwnym przypadku

losowej X7 Jesli tak, to obliczy¢ P(X > 1).

} moze byé¢ rozkladem pewnej zmiennej

2pt A2 Jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze w 5 rzutach kostka cowyzej 4 razy wypadnie piatka?

6pt A3 Gramy w nastepujaca gre. Raz rzucamy kostka i obliczamy punkty w nastepujacy sposob:

Opt, gdy wypadnie na kostce 1 lub 2 ;

2pt, gdy wypadnie na kostce 3, 4 lub 5;

5pt, gdy na kostce wypadnie 6.

Zmienna losowa X jest réwna ilosci punktéw. Przedstaw rozkilad zmiennej losowej X, oblicz jej wartosé
oczekiwana i wariancje.

3pt B1 Na podstawie zabranych 20 pomiaréw diugosci tapy krélika okreslilismy 95%-przedziat ufnosci
$redniej w populacji: wynidst on 33cm + 2,1cm. Ile pomiaréw trzeba wykonaé¢ aby mozna bylo okresli¢
$rednia 10 razy doktadniej, tj. z doktadnoscia do 0,21cm?

5pt B2 Wiadomo, ze srednia dlugos¢ tapy dzieciola zielonego wynosi 3,7cm z odchyleniem standardowym
0.8 cm. W lesie Radziejewskim lesnik zmierzyt tapy u 15 dziecioléw. Otrzymal érednia 3.9cm. Czy
moze twierdzi¢, ze dziecioly w jego lesie maja inna $rednia dtugosé tapy? (Zastosowaé test dwustronny o
istotnosci 10%.)

2pt B3 Niech X bedzie zmienng o rozkladzie normalnym, z wartoscia, oczekiwana réwna 28 i odchyleniu
standardowym réwnym 5. Oblicz prawdopodobienistwo, ze 30 < X < 35.

6pt C1 Badano korelacje plci i upodoban muzycznyh. Zebrano 300 odpowiedzi: 86 mezczyzn, 214 kobiet,
68 lubi rap, 232 nie lubi rapu. Zakladajac, ze nie ma korelacji pomiedzy plcia a upodobaniami muzycznymi
podaé¢ wartosci oczekiwane iloci kobiet i mezczyzn lubiacych rap. Okazalto sie, ze tylko 42 kobiety lubia
rap. Stosujac test x? na poziomie istotnosci 5% (warto$é krytyczna dla df = 1 wynosi 3.841) stwierdzi¢,
czy mozemy odrzuci¢ hipoteze, ze cechy nie sa skorelowane.

1pt C2 Badano dwie cechy X i Y, przy czym dysponowano mata iloscia danych. Obliczono wspdtczynnik
korelacji Pearsona r = 0,28. Czy mozna twierdzié, ze cechy sa skorelowane? Jakiego typu zaleznosci
nalezy sie spodziewac.

3pt C3 Obliczy¢ wspdlczynnik Pearsona dla danych

X:3,7,4,9

Y:5,9,6, 11

2pt D1 Patrzymy na wiezowiec z punktéw A i B. Punkty A, B i wiezowiec sa potozone na jednej prostej.
Odleglto$¢ od A do B wynosi 80 m. Z punktu A widaé wiezowiec pod katem 35,5 stopnia, a z punktu B
pod katem 49,1 stopni. Jak wysoki jest wiezowiec?

6pt D2 Podéznik znajdowatl sie na réwnolezniku N80. Przeszedl dokladnie 30 km na péinoc, 30 km na
zachdd, 30 km na potudnie i 30 km na wschdod. Jak daleko ma do punktu wyjscia?
2pt D3 Mamy tréjkat geodezyjny polozony na potkuli pélnocnej. Jaka jest maksymalna suma jego katdw.
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GRUPA B

1
. _ )3 gdy —2<x<2
2pt Al Czy funkeja f(z) 0 w przeciwnym przypadku

losowej X7 Jedli tak, to obliczyé¢ P(X < 1).

} moze by¢ rozkladem pewnej zmiennej

3pt A2 Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze w 6 rzutach kostka conajmniej 5 razy wypadnie tréjka?

6pt A3 Gramy w nastepujaca gre. Raz rzucamy kostka i obliczamy punkty w nastepujacy sposéb:

Opt, gdy wypadnie na kostce 1, 2 lub 3;

1pt, gdy wypadnie na kostce 4 lub 5;

3pt, gdy na kostce wypadnie 6.

Zmienna losowa X jest réwna ilosci punktéw. Przedstaw rozkilad zmiennej losowej X, oblicz jej wartosé
oczekiwang i wariancje.

3pt B1 Na podstawie zabranych 10 pomiaréw diugosci tapy krélika okreslilismy 95%-przedziat ufnosci
$redniej w populacji: wynidst on 3lcm £+ 3,2cm. Ile pomiaréw trzeba wykonaé¢ aby mozna bylo okreslié
$rednia 10 razy doktadniej, tj. z doktadnoscia do 0,32c¢m?

5pt B2 Wiadomo, ze $rednia dlugo$c¢ tapy dzieciota zielonego wynosi 3,2cm z odchyleniem standardowym
0.5 cm. W lesie Radziejewskim lesnik zmierzyt tapy u 15 dziecioléw. Otrzymal srednia 2.9cm. Czy
moze twierdzié, ze dziecioly w jego lesie maja inna $rednia dhugosé tapy? (Zastosowaé test dwustronny o
istotnosei 1%.)

2pt B3 Niech X bedzie zmienng o rozkladzie normalnym, z wartoscia oczekiwana réwna 18 i odchyleniu
standardowym réwnym 2,5. Oblicz prawdopodobienstwo, ze 20 < X < 23.

6pt C1 Badano korelacje plci i upodoban muzycznyh. Zebrano 400 odpowiedzi: 186 mezczyzn, 214
kobiet, 138 lubi rap, 262 nie lubi rapu. Zaktadajac, ze nie ma korelacji pomiedzy plcia a upodobaniami
muzycznymi podaé wartosci oczekiwane iloéci kobiet i mezczyzn lubiacych rap. Okazalo sie, ze tylko 53
kobiety lubia rap. Stosujac test x? na poziomie istotnosci 5% (warto$é¢ krytyczna dla df = 1 wynosi 3.841)
stwierdzié¢, czy mozemy odrzuci¢ hipoteze, Zze cechy nie sa skorelowane.

1pt C2 Badano dwie cechy X i Y, przy czym dysponowano mata iloécia danych. Obliczono wspdtczynnik
korelacji Pearsona r = —0,23. Czy mozna twierdzi¢, ze cechy sa skorelowane? Jakiego typu zaleznosci
nalezy sie spodziewac.

3pt C3 Obliczy¢ wspdlczynnik Pearsona dla danych
X:3,3,0,0
Y:2,7,2,7

2pt D1 Patrzymy na wiezowiec z punktéw A i B. Punkty A, B i wiezowiec sa potozone na jednej prostej.
Odleglos¢ od A do B wynosi 100 m. Z punktu A widaé wiezowiec pod katem 25,5 stopnia, a z punktu B
pod katem 39,1 stopni. Jak wysoki jest wiezowiec?

6pt D2 Podéznik znajdowatl sie na réwnolezniku N78. Przeszed! dokladnie 40 km na péinoc, 40 km na
zachéd, 40 km na potudnie i 40 km na wschéd. Jak daleko ma do punktu wyjscia?

2pt D3 Mamy trojkat geodezyjny polozony na pédtkuli potudniowej. Jaka jest maksymalna suma jego
katow.
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16 Jak przygotowac prace zaliczeniowa

Opracowanie danych

1. Opis zagadnienia:
oNp. badamy ceny mleka ,,}aciatego” w maltych sklepach i supermarketach.
2. Zestawienie danych: obliczenie $redniej i wariancji / odchylenia standartowego w prébach:

oNp. zbieramy dane X; w n; = 25 malych sklepach i X5 w ny = 10 supermarketach. Obliczamy X, X,
s1 1 s3 w prébach.

3. Przedzialy ufnosci liczone dla sredniej ceny:
095%-przedzial ufnosci X1 + 1.96 \)"% gdy proba jest duza lub liczony za pomoca wartosci krytycznych
1

rozkladu t-Studenta (df = n; — 1) gdy préba jest mala tak jak w naszym przykladzie. To samo dla X».
99%-przedzial ufnosci — tjw.
Testowanie hipotez

4. Hipoteza zerowa
eCeny w malych sklepach i supermarketach sa takie same.

5. Hipoteza alternatywna
eCeny w supermarketach sa nizsze.

6. Zmienna losowa Y = X; — X,
eRodznica Srednich z zebranych danych. Zmienna marozklad t-Studenta z df = ny +ng — 2 = 33 stopniami
swobody, lub jesli danych jest duzo ma rozkitad normalny.

7. Estymacja odchylenia standardowego oy :
1) zakladamy, Ze nie ma réznicy miedzy wariancjami w populacjach

nlsf + ngs§ ny + no
oy =
ny+ng —2 niNo

2) nie zakladamy, ze nie ma réznicy miedzy wariancjami w populacjach

2 2
S S
1 2
oy =/ —+—=
ni T2

8. Ustalamy obszar krytyczny ¢t = % dla réznych pozioméw istotmosci (odczytujemy z tablicy wartosci
krytyczne):
oW naszym przykladzie stosujemy test jednostronny np. dla poziomu istotnosci 5% i 1%.

9. Podejmujemy decyzje o odrzuceniu lub nie hipotezy zerowej.

10. W przypadku odrzucenia hipotezy zerowej szacujemy biad I rodzaju:
eSzukamy najmniejszego poziomu istotnosci, przy ktérym odrzucimy hipoteze zerowa

11. Dla poréwnania testujemy hipoteze zaktadajac, ze Y ma rozklad normalny i obliczamy blad I rodzaju
w przypadku odrzucenia hipotezy zerowej.

oPrzy duzej ilosci danych powinni$my otrzymaé zblizony obszar krytyczny, a blad I rodzaju bedzie mozna
obliczy¢ duzo doktadniej.

Zmienna t i test Studenta

Dane jest N niezaleznych pomiaréw X, Xs,...Xy. Przypuéémy ze 1 < N < 30. Zakladamy, ze sa to
pomiary pewnej zmiennej losowej X o rozkladzie normalym. Testujemy hipoteze EX = p.
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Krok 1. Obliczamy $rednia
X,

X =
N

Krok 2. Na podstawie danych obliczamy odchylenie standardowe zmiennej X:

A \/E<Xi - X _ \/EXE ~ ®(ZX)?

Ix = N1 N -1

Krok 3. Obliczamy odchylenie standardowe zmiennej X:

. 0 X

ox = ﬁ .
Krok 4. Obliczamy zmienng ¢ wzorem

(- X

0%
Krok 5. Sprawdzamy w tablicy czy warto$é bezwzgledna |t| przekracza warto$é krytyczna dla N — 1 stopni
swobody i wybranego poziomu istotnosci. Jesli tak, to odrzucamy hipoteze EX = p.

17 Przyklad pracy zaliczeniowej (testowanie hipotez)

1. Zbadaliémy grupe N=80 mezczyzn oraz grupe K=75 kobiet. PoprosiliSmy o odpowiedz na pytania: -
Jaki jest Pani/Pana wzrost? - Czy jest Pani/Pan zadowolona/y ze swojego wzrostu?

2. Na pierwsze pytanie uzyskaliémy w dwéch grupach niastepujace wyniki (178,173,...) oraz (167,181,...).
3. Estymator $redniego wzrostu dal wartosé Srednia z pierwszego: ... Srednia z drugiego: ...

4. Estymator wariancji: ...

5. 90% przedzial ufnosci $redniej dla pierwszej grupy: ...

95% przedzial ufnosci sredniej dla pierwszej grupy: ...

90% przedzial ufnosci sredniej dla drugiej grupy: ...

95% przedzial ufnosci sredniej dla drugiej grupy: ...

6. Teraz np. obliczenia dla prébek mniejszych np. N=10,20,30,40; M=10,20,30,40 liczone wg. testu
t-Studenta.

7. Porownanie z wynikami liczonymi dla duzej préby z normalnego. Jak zweza sie przedzial ufnosci w
miare wzrostu prébki?

8. Test dla hipotezy: Srednia dla kobiet = co$ tam, przeciw alternatywie: srednia > cos tam.

9. Test dla hipotezy: srednia dla mezczyzn = cos tam, przeciw alternatywie: srednia < co$ tam.

10. Estymator dla réznicy érednich (duze prébki, przyjmujemy, ze wariancja znana i ta sama w obu).

11. Przedzial ufnosci dla réznicy srednich.

12. Teraz drugie pytanie: wyniki ...

13. Estymator frakcji zadowolonych w obu grupach.

14. Test hipotezy: frakcje zadowolonych w obu grupach sa réwne przeciw alternatywie: wiecej zado-
wolonych ze swego wzrostu jest kobiet. Test na poziomie istotnosci 5% oraz 10%.

18 Przyklad pracy zaliczeniowej (korelacja)

1. Zbadalismy 80 grupe mezczyzn. PoprosiliSmy o odpowiedz na pytania: - Jaki jest Pana wzrost? - Jaka
jest Pana waga?

2. Na pierwsze pytanie uzyskalismy w nastepujace wyniki (178,173,...) oraz (67,81,...)

3. Estymator sredniej - $rednia wzrostu: ... - srednia waga

4. Estymator wariancji: ...
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5. 90% przedzial ufnosci redniej wzrostu: ... 95% przedzial ufnosci sredniej wzrostu: ...

90% przedzial ufnosci sredniej wagi: ... 95% przedzial ufnosci sredniej wagi: ...

6. Obliczamy wspdélezynnik korelacji.

7. Znajdujemy funkcje liniowa najlepiej opisujaca zalezno$é wagi od wzrostu: waga= a+b*wzrost.

8. Robimy wykres tej funkcji i zaznaczamy na plaszczyzne punkty odpowiadajace danym wyjsciowym.
9. Wyznaczamy wspolczynnik korelacji.

10. Cazy korelacja jest istotna?

11. Czy sa pary danych istotnie odbiegajace od tej zaleznosci?

W przypadku badania cech jakociowych stosujemy test x2.
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