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ciggu calego wykladu mielidiny do czynienia z takimi ogdlnymi pojeciami, jak
estrzen liniowa V nad cialem K, dualna do niej przestrzen V* form limowych
““am V, przestrzen Lo(V, K) forin dwuliniowych na V', przestrzen L£(V) (oznaczana
4oz przez End(V) lub Homn(V, V)) operatoréw hmowvch na V itp. Wprowadzi-
lifmy nawet w rozdziale 1 (§ 4, p. 1) przestrzenie odwzorowafn wieloliniowych.
W kazdym wypadku obliczenia na elementach przestrzeni V., V*, Lo(V, R) sta-
waly si¢ efektywne, gdy wprowadziliSmy baz¢ w V i opisaliémy reguly transfor-
macji wspolirzednych (wektora, formy liniowej lub dwuliniowej) przy przejsciu od
jednej bazy do drugiej.
Zamierzamy teraz spojrzeé na wszystkie te pojecia z jednego punktu widzenia

wprowadzajac jednoczesnie pewien formalizin (lub porzadek), od dawna z powo-
dzeniem stosowany w mechanice, fizyce i geometrii (1)

§ 1. WSTEPNE INFORMACJE O TENSORACH

1. Pojecie tensora. Rozsadnag ogblnosé w tej dziedzinie mozna, osiggngé, ogra-
niczajac si¢ do rozpatrywania odwzorowan wieloliniowych specjalnego rodzaju

DEFINICJA 1. Niech £ bedzie cialem, V -~ przestrzenia liniowa nad 8,
V* — przestrzenia do niej dualna, a p i q --- liczbami calkowitymi nieujemnymi.
Rozpatrzmy iloczyn kartezjanski

VP (V)1 =V x.. xVxV"x...xV*
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p egzemplarzy przestrzeni V oraz g egzemplarzy przestrzeni dualnej V*. Kazde
odwzorowanie (p + ¢)-liniowe

~
o)

(') W tlumaczeniu tego rozdziatu dokonano szeregu drobnych zmian redakcyjnvch (przyp
tlum.).




f:VPx (V)-8

nazywamy tensorem na V' typu (p,q) o walencji p + q lub rzedu p + q. Mowimy
tez, ze tensor f jest p-krotnie kowariantny i q-krotnie kontrawariantny.

Dla p = 0 méwiiy po prostu o tensorze kontrawariantnym, a dla ¢ = 0 -
o tensorze kowariantnym: jesli p, ¢ > 1, to tensor nazywamy mieszanym. Ponadto
przyjmujemy z definicji, ze tensor typu (0,0) to skalar z ciala R.

W szczegélnosci tensorami typu (1,0) sa zwykle formy liniowe na V. czyli
elementy przestrzeni V*, a tensorami typu (0,1) -- formy liniowe na V*. cuyli
elementy przestrzeni V**.

Jesli przestrzen V jest skoficzenie wymiarowa (co w dalszym ciggn zakla-
damy), to jest refleksywna (rozdz. 1, § 3, twierdzenie 2), tzn. istnieje naturaluy
izomorfizm miedzy V i V**, pozwalajacy na utozsamienie kazdej formy liniowej
p € V** 7z pewnym wektorem x, € V (i na odwrét -- kazdego wektora x € V
z pewng formg liniowg e, € V**). Utozsamienie to wykorzystywaliSmy juz po-
przednio, zapisujac formy liniowe na V w postaci

fx) = (f.x) = (x, f). (1)

Przy ustalonym f wyrazenie to jest formg liniowa na V, a przy ustalonym x
forma liniowg na V*. Tensory typu (0, 1) mozemy wiec uwazaé za wektory z V.

Z kolei tensor kowariantny typu (2,0) to forma dwuliniowa na V', a tensor
kontrawariantny typu (0,2) to forma dwuliniowa na V*.

Rozpatrzmy teraz najprostszy tensor mieszany typu (1,1). Z definicji jest
to funkcja (x,u) — f(x,u), liniowa wzgledem x € V i wzgledem v € V*. Dla
kazdego ustalonego x funkcja f jest liniowa wzgledem w, istunieje zatein wektor
Fx € V taki, ze

f(x,u) = (u, Fx) (2)

(zastosowali$my zapis (1)). Poniewaz f(ax + fy,u) = af(x,w) + 3f(y,«) dla
dowolnych skalaréw a, 3, wiec

(u, Flax + By)) = a(u, Fx) + B(u, Fy) = (v, «Fx + BFY),

a stad
Flax + 3y) = aFx + SFy,
9

tj. F jest operatorem liniowym na V. Na odwrét, dla kazdego F € L(V') wzér (2)
okredla funkcje f : V x V* — &, ktéra jest linjowa wzgledem x € V' 1 wzgledem
u € V*. Przyporzadkowanie f — F jest wiec bijekcja. Oznacza to, ze tensory
typu (1,1) odpowiadaja wzajemnie jednoznacznie operatorom liniowym na V.

Jesli przypomnimy umowe, ze tensory typu (0, 0) to dowolne skalary (elementy
ciala R), to widaé, 7e wszystkie tensory rzedu < 2 sa nam dobrze znane.

Zbiér T4(V') wszystkich tensoréw typu (p, ¢) na przestrzeni V' jest przestrzeniy
liniowa. Istotnie, jesli f,g € T3(V) oraz «, B € &, to przez of + pg oznaczamy



! ”’ienlsor okreslony wzorem

(af +B9)(viy oo Vpiug o uy)
= O{f(V],...,Vp;ll,l,...,’ltq) +ﬂg(vls"'7vp;ula"‘!uq)' (3)

2. [loczyn tensorowy. Niech najpierw
fVix..xV,—=RK g Wx...xW,— 8K

beda dwiema dowolnymi formami wieloliniowymi; w szczegélnosci, przestrzenie
liniowe V; i W, nie s3 ze soba w zaden sposéb powigzane.

DEFINICJA 2. lloczynem tensorowym form f i g nazywamy odwzorowanie
fRg: Vix. ... xVexW;x...xWy,—> 8
okreslone wzorem

(fRG(Vi, . Ve Wi, W) = f(vi, o, v )g(We, ..., W)

Podkredlmy, 7¢ zmienne v; sa niezalezne od w;. Odwzorowanie f ® g jest
oczywiscie wieloliniowe, poniewaz jeSli w powyzszym wyrazeniu ustalimy np.
Vi,...,Vy 1 Wa, ..., W, to otrzymamy wielokrotno$é wyrazenia g(wy,...). linio-
wego wzgledem wy.

Jedli w szezegdlnosei f 1 g sg formami liniowymi na V, to

(f ®9)(x,y) = f(x)g(y)
jest formg dwuliniowy na V' specjalnego rodzaju. Juz ten prosty przyklad poka-
zuje, ze nie ma zadnych podstaw, by sie spodziewa¢ rownosci f ® g = g @ f:
wartosci . .
(fog)(xy) = f(x)g9(y) i (9@ f)xy)=g(x)f(y)

sa na ogdét rézne. Dla dowolnych trzech form wieloliniowych zachodzi natomiast

prawo tacznosei
(fog)®h=f&(g®h), (4)

poniewaz jesli np. h : Uy x...xU; — £, to wartos¢ obu stron dla ukladu wektoréw
Vi, oo, Vel Wiy oo, Wes UL ..., WYNOSI

Fvis o ove)g(w, o we)h(ug, o wy).

Niech teraz f bedzie tensorem typu (p,q), a g -— tensorem typu (r,s) na
przestrzeni V. Wtedy f & g jest formg wieloliniowg na iloczynic kartezjafskim

VP x (V*)4 x V" x (VT)~
Tloczyn ten mozemy jednak utozsamic z

Vp+r ™ (‘/*)(]-FS’




1 uwazaé f g za tensor typu (p+r,q+s) naV, okreslony wzorem
(fRG(Viyer o Vpsritg, ... tgss)
= f(vle ceea iUy, .- “q)g(vp+17 ce s Vpir gyl “’0+S) (5)

dla dowolnych v; € V oraz u; € V*. W dalszym ciagu na ogol uzywamy praccink,
zamiast Srednika pomiedzy argumentami réznych typow.

DEFINICJA 3. Tensor f ® g okresSlony wzorem (5) nazywamy iloczynem tensg.
rowym. tensoréw f i g.

Przyklad 1. Niech f, g i h beda trzema formami liniowymi na V,aaib
— dwoma wektorami z V. Jak juz zauwazyliSmy, przy znanych utozsamice-
niach mozna uwazac¢, ze mamy tu do czynienia z trzema tensorami typu (1,0)
i dwoma typu (0, 1), mozna wigc rozpatrzyé tensor

t=fRgoh®a®b
typu (3,2). Jedli x,y,z € V oraz u,v € V*, to
t(x,y,2,u,v) = f(x)g(y)h(z)a(u)b(v),

gdzie przez a(u) i b(v) nalezy rozumieé wyrazenia okreslone wzorem (1):
a(u) = (a,u) = (u,a) = u(a).

Ze wzoru (5) i z okreslenia (3) kombinacji liniowej tensor6w wynikaja prawa

rozdzielnosci
(af +Bg)Rh=af Qh+ B9 h,

he{af+pPg)=ah® f+Bhsyg.

(6)
Podsumujmy:

(a) dzialanie @ jest okreslone dla tensoré6w dowolnych typéw;

(b) rzad iloczynu tensorowego tensoréw jest suma rzedéw czynnikéw;

(¢) iloczyn tensorowy jest laczny i rozdzielny wzgledem dodawania, ale nie prze-
mienny.

3. Wspoélrzedne tensora. Rachunek tensorowy w rozumieniu klasyczuyn
rozpoczyna si¢ wtedy, gdy w przestrzeni TF (V') wybierzemy bazg i opiszemy ten-
sory we wspolrzednych. Na ogél w V' i V* wybieramy bazy dualue:

1f=(e]~,~~-een): 1‘/*:<€I‘_...,€">;

zwré¢my uwage na polozenie wskaznikéw oraz na fakt, ze formy liniowe (kowck-
tory) oznaczamy jasng czcionka. Polozenie wskaznikéw w oznaczeniach wspdirzed-

v ] . 1.4 ten - 4o , . H "%
nych bedzie odwrotne, tzn. bedziemy pisa¢ x=3_, o'e;€V oraz f=3_, B¢/ €17
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Przypomnijmy, ze poniewaz
) | (0, jedlii# .
eI = (o o) = A = )
(ei,e’) = (¢’.e;) = 0! = { 1 jedliie] (7)
wiec (dla powyzszych f i x)

f(x) = (f,%) = Za

Gérnych wskaznikéw nie nalezy mylié¢ z wykladnikami poteg; te ostatnic u nas
zreszty nie wystapia.

W rachunku tensorowym czesto przyjmuje sie tzw. konwencje sumacyjng:
jesli w danym wyrazeniu wystepuje ten sam wskaznik u gory i u dolu, to nalezy
dokonaé sumowania wzgledem tego wskaznika. Na przyklad zamiast x = ), a'e;
pisze sie¢ x = a’e;. Nie bedziemy stosowac tej konwencji; uproscimy jedynie zapis
sum wielokrotnych, piszac niekiedy np.

e

i nie wskazujac zakresu smmowania, jesli jest jasny z kontekstu (najezedciej od 1
don =dimV).
Jesli T jest tensorem typu (p, q), to definiujemy

szlrl:? = T(eil LA eip'ﬂ (’,j] e qu)- (8)

DEFINICJA 4. Skalary Tfl '."'_'i Y nazywamy wspdirzednymi tensora T° w bazic
(e1, ceey en).

Aby nadaé tej definicji zwykly sens, wprowadzimy baze w przestrzeni linio-
wej T2(V) tensoréw typu (p,q), wyznaczona przez dang bazg (ey,...,en) prze-
strzeni V. Rozpatrzmy mianowicie tensory typu (p,g) postaci

.. .ReTRe;, O ®e,; )

podobnie jak poprzednio ntozsamiamy tu wektory e; z formami liniowymi na V'*:
e;(f) = f(e;) = (f,e;). Poniewaz (¢}, e;) = 6%, oraz (ex,e*’) = 6§, wige

(€ ®..0c"Re;, ®...0e,)(eq,...,ex, e, .. el)
=638 5l (10

1] i Ji Ja
Rozwazmy tensor

J1-- Jq 11 1
E T R...0c"Re;, ®...0€;,

bedacy kombinacjg 1ini0w-@ tensoré6w (9) o wspélczynnikach (8). Wykorzystuje



rownosci (3) i (10), otrzymamy

J1 Ja\ — TI1---Ja
Ti(ei,,. .. €, ..., €)= T,

czyli tensor Ty ma te same wspélrzedne co T'. Kazdy tensor jest jednak wyzna-
czony jednoznacznie przez swoje wspolrzedne: dla dowolnych wektorow

X =) £, ... Xp =Y gire;
i ip
oraz form liniowych

= e 4 — J
S et =Y e
Jt i

mamy, na mocy wieloliniowosci,

T(x-l,...,x,,,n'?...,'u,"):z i «f“ "’0,, o Ty (11)

p
1,9

Wykazalidmy zatem, ze T = T, czyli jeSh tensor T ma wspéhrzedne (8). to
mozna go przedstawi¢ w postaci

=Y Tl e @ . wdroe, 2. we;, (12)

Wynika stad, ze tensory postaci (9) generuja przestrzen liniowa T4(V). Bezpo-
$rednio z (10) wynika réwniez, ze tensory te dla réznych ukladov\ wskaznikow
iy dpaJiee ooy Jq S8 liniowo niezalezne. Istotnie, jesli zatozymy, ze

E N leit e e, 0. e, =0

ip
dla pewnych wspotczynnikow /\4' ' ’ ! € R, to postepujac z lewq strong tej rownodc

jak wyzej z tensorem T, do szwmy do wniosku. ze )\J teda )
Odnotujmy w szczegolnodci. ze kazda forme dwuhmowq f mozna jednoznacy-

nie zapisa¢ w postaci
f=) fjeie.
.

Jest to tylko inna postac stosowanego przez nas wczesniej zapisu f(x.y)
Y fijeiy;, ktéremu teraz nadalibySmy zreszta postac f(x.y) = 3. fijzly’.

Wymiar przestrzeni T3(V) jest réwny liczbie wektorow bazowych (9), cayli
wynosi n?*t7 . tyle jest ukladow wskainikow 4y, ..., i, 71, - .., Jq, z ktorych kazdy
przebiega, niezaleznie od innych, wszystkie wartosci od 1 do n. Podobnie jak
wspotrzedne formy dwuliniowej tworza macierz kwadratowa, mozna sobie wyobra-
zaC, ze wspélrzedne tensora wypelniaja tablice w formie kostki wielowymiarowe;.
przy czym dla tensora typu (p, ¢) wymiar kostki wynosi p + q.



‘ Podsumujmy powyzsze rozwazania w postaci twierdzenia:

TWIERDZENIE 1. Tensory typu (p,q) na przestrzeni liniowej V wymiaru n
tworzq przestrzen liniowg TI(V) wymiaru nP*9, ktérej baze stanowiq tensory

M R... e De; R...Q0e€j,

gdzie (ey,...,e,) jest bazg wV, a (e',...,e") — dualng do niej bazq w V™.
Istnieje dokladnie jeden tensor o dany(h wspélrzednych T"

4. Tensory w réznych ukladach wspélrzednych. Chcemy teraz znalezé
regule transformacji wspoirzednych tensora przy przejéciu od jednej bazy do dru-
giej. Niech (e, ..., e’,) bedzic inna bazg przestrzeni V, (e'1,...,e™) — dualng do
niej baza w V*, a A = (a?) - - macierza przejicia od (e;) do (e}). Umawiamy sie
teraz, ze gorny wskaznik wyrazu a; to numer wiersza, a dolny to numer kolumny.
Przy tych oznaczeniach

e, = Za};,e,j, k=1,...,n. (13)
i

Jedli oznaczymy przez B = (b') macierz transponowang do macierzy przejécia od
(') do (e'?), to (jak latwo sprawdzié)

ko beei, (14"
2

co zgadza si¢ z zasada, ze nalezy sumowaé po jednakowych wskaznikach .na roz
nych pigtrach”. WprowadZmy pomocniczy macierz B~1 = C = (c%). Wtedy

e* = (,’“ et

i
Wykorzystujac wlasnosé (7) baz dualnych, otrzymujemy
c;?’:( cFelte ) (e*,e ( Zaez)_
i
Tak wige C = A, czyli

E:Ok Iz

Oznacza to, ze B = A~'; wykazaliémy wiec, Ze jesli A jest macierza przejécia «
(e;) do (e}), to macierza przejécia od (') do (€) jest B = {(A~1) = (*A)~":
ostatnia macierz nazywamy Kontragrediening do A.

Znajdziemy teraz wspélrzgdne T') j* tensora T w bazie

"Ll , /‘lp ” l'
e RerTReE; D...0e; .




Z definicji (zob. (8)) oraz ze wzoréw (13) i (14) wynika, ze
T = ZTJI Jq 11&}..-®eip(§,;\ejl§;}‘_.®ejq

E: 13 .i o~ . i 7
— T () ’ll:;. '_Qoel7p®e;/t®_,.®ej;

_§ § i) o d e Jl 11 / ip
—_— ( b,il .. .biPT 7:-,1 . ;’( 7{ ajq 22\ ( SC e]] \?b P R (‘

4./q *

Udowodniliémy zatem

TWIERDZENIE 2. Przy przejsciu od jednej pary baz dualnych (e;), ()
strzeniach V i V* do innej za pomocq wzoréw (13) i (14) wspohrzedy,. .
typu (p., q) tmnsfomujq. sit; nastepujqco:

§ : J J(
bll pTI 1 ,’(IJI . (I

W prz
tensorg

l 1]; Ji )q' (15)

Méwimy, ze we wzorze (15) macierz A = ((Li) dziala na gérne wskagnik
wspolrzednych tensora, a macierz B = (b%) = A7 driala na dolne sk ziti

Mozemy teraz inaczej sformulowac¢ definicje tensora: tensorem typy (5, () na
przestrzeni V nazywamy przyporzadkowanie T, ktore kazdej bazic proestrzeni v
przypisuje uklad n?*9 skalaréw T}~ J *, przy czym uklady odpowiadajyce roznym
bazom spelniaja zaleznoéci (15).

Dzialania na tensorach, opisane poprzednio za pomoca form wieloliniowych.
mozna teraz tatwo opisa¢ we wspdlrzednych. Jesli np. S i T sa dwoma tensorami
tego samego typu, to ich kombinacja liniowa aS 4 ST ma wspdirzedne

Jredq Ji---Jq
(‘YS’l:] ---7"13 + /37-;]!1;) :

Nloczynem tensorowym dowolnych tensoréw (Q7!77¢) i (Ri,'i'_’.'_l,f,.) jest tensor

, 2[...1,,
o wspélrzednych
Jrodelv by yavde plyad
i],..'i,,k!l,..’i?‘q - 'i|...ip Rkt.../\f,,' (lb)

Widaé od razu, ze wyrazenie to transformmje si¢ zgodnie ze wzorem (15)  po-
lega to jedynie na odpowiednim ,rozprowadzeniu” czynnikéw a,}’;, i b{ pomiedzy
wspétrzednymi @ i R po prawej stronie.
Przyklad 2. Niech F bedzie operatorem liniowym na V. Jak widzielismy
(przyklad 1), mozna go interpretowaé jako tensor typu (1,1). Zgodnoéé obu
ujeé¢ widaé réwniez w zapisie we wspbirzednych. Jesli V = (e1,...,e,)
i Fer =3, fies, to po przejiciu do nowej bazy za pomocg wzoréw

eLzZa};ei, ek—-Zbkez, Zba-dk
i



my

8 ./ ___ ’ ; o] . i pd 7

> flie, = Fej, = Y aiFe; =) aifiej= > ai fibiel,
8 p i

i,j,8

fe=> apflbs. (17)
1,3

to dokladnie regula transformacji tensora F = (f}) jednokrotnie ko-
jantnego i jednokrotnie kontrawariantnego. Ten sam wzdr wystapil juz
soprzednio w innych oznaczeniach, jako prawo transformacji macierzy prze-
ztalcenia liniowego przy zmianie bazy.

W fizyce i matematyce tensory wystepuja najezesciej jako uklady wielkosci
réinej natury, spelniajgce prawo transformacji (15). W fizyce wazne sg ponadto
nie same tensory, ale pola tensorowe (tensor krzywizny, tensor pola grawitacyj-
nego itp.). Najprodciej méwiace, polem tensorowym na przestrzeni V' nazywamy
odwzorowanie przestrzeni V' w zbidér wszystkich tensoréw ustalonego typu na V.
Szczegbly mozna znalezé w podreezniku (2] (czgéc 4, § 8).

5. Iloczyn tensorowy przestrzeni liniowych. Operacja iloczynu tenso-
rowego tensoréw ma naturalne uwogdlnienie, o rozlicznych zastosowaniach w geo-
metrii rézniczkowej, teorii reprezentacji grup i fizyce matematycznej. Nie dazac
do maksymalnej ogdlnosci, z ktérej pozytek bylby watpliwy (a gdyby si¢c nawet
przydala, to po co wprowadza¢ ja przedwezednie?), ograniczymy si¢ do jednej,
dostatecznie interesujgceej konstrukeji illoczynu tensorowego skonczenic wymiaro-
wych przestrzeni liniowych. Konstrukeja ta znajdzie zastosowante w czesci I11.

TWIERDZENIE 3. Niech V i W bedq skonczenie wymiarowymi przestrzeniami
lintowymi nad cialem K. Wiedy istnieje przestrzen liniowa T nad K oruz odw:zo-
rowanie dwuliniowe 7 : V x W — T o nastepujgcych wlasnosciach:
(T1) jesli vy,-... vk €V sq liniowo niezaleine oraz wy,...,wyp € W, to
k
ZT(virwi) =0 = W, = 0, y WL = 0’
i=1
(T2) jesli wi, ..., Wi € W sq liniowo niezaleine oraz vy,...,vi €V, to
k
ZT(W;W&) =0 = vi=0,...,vg =0
1=1
(T3) obraz odwzoTowania T generuje przestrzen T:
T=(rv,w)|veV,weW)g




Ponadto para (T.7) ma nastepujgcg wiasnosé uniwersalnosci: jesti T’ jest
dowolng przestrzeniq liniowg, a v : VW — T’ - — odwzorowaniem dwuliniowymn.
to istnieje dokladnie jedno przeksztalcenie liniowe o : T — T’ spelniajgce warunck
' =0o0T, czyli

T(v,w) =o(r(v.w)), veV, weW.

Para (T, T) jest wyznaczona jednoznacznic w tym sensie, ze jesli (T,7) i (T'.7')
sg dwiema parami o powyzszych wlasnosciach, to odwzorowanie o, o ktérym wyicj
mowa, jest izomorfizmem.

Dowéd. Ponizej podajemy jedynie szkic rozumowania.

(a) Je$li V = (eq,...,en) i W = (f,... f,), to warunki (T1) (T3) spro-
wadzajg si¢ do jednego: wektory 7(e;, f;), gdzie i = 1.... noraz j = 1,.... m.
stanowia baze przestrzeni T,

(b) Jedli T jest dowolng przestrzenia wymiaru nm z bazag ti; (i = 1,....n,
j=1,...,m) i okredlimy odwzorowanic 7 : V x W — T wzorem

T(v,w) = Zﬂqujjtij dla v = Z(y,;ei, w = Z/')’jf},
i i ]
to para (T, 7) spelnia warunki (T1) (T3) (na podstawie (a)).
(¢) Jesli (T, 7) jest para opisana w punkcie (b), a 7/ : V. x W — T’
dowolnym odwzorowaniem dwuliniowym, to definiujemy przeksztalcenie iniowe
o:T — T, przyjmujac

U(Z’Yw‘jtij) = Z’h’;ﬁ'(ei, f;). v, €8

Zgodnie 7 (b) mamy (dla powyzszych wektoréw v i w)
'(v,w) = Zai/}jr'(ei, f;) = U(Zaiﬂjtij) = o(7(v,wW)).

Na odwrét, jesli o(7(v, w)) = 7'(v,w), to o(t;;) = o(7(e;.f;)) = 7'(e;. f;). cayli
przeksztalcenie o jest wyznaczone jednoznacznie przez 7'

(d) Jesli (T, 7)1 (T, 7") sg dwicma parami uniwersalnymi, to przeksztalcenia
liniowe o : T — T' i o' : T' — T, istniejace na mocy wlasno$ci uniwersalnej. sa
w istocie wzajemnie odwrotnymi izomorfizmami: 6/ oc =er, coa’ =cep (') m

DEFINICJA 5. Pare (T, 1), o ktére) mowa w twierdzeniu 3, wyznaczong jedno-
znacznie z dokladnoécia do izomorfizmu przez przestrzenie liniowe V' i W nazy-
wamy iloczynem tensorowym tych przestrzeni.

(*) Warto przytoczyé ten (prosty) dowéd: na podstawie wlasnosci uniwersalnej mamy 7’ =
cor oraz T = o o7';stad np. T = (¢’ 0 0) o 7; mamy jednak réwniez oczywidcie 7 = ep o 7
i z jednoznacznosci, o ktérej mowa we whasnosci uniwersalnej, wynika, ze ¢’ 0 0 = ep. Dowd
drugiej réwnosci jest analogiczny (przyp. tfum.).
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‘ Mozna wykazaé, 7c w ukladzie warunkéw (T1)-(T3) mozna opusci¢ (T1)
lub (T2), a jesli a priori przyjmiemy, ze dim7T = nm, to wystarczy ktérykol-
wiek z tych trzech warunkéw.

Piszemy T =V Qg W lub po prostu T = V & W; odwzorowanie dwuliniowe
7:V xW — T zapisujemy jako 7(v,w) =: v @ w. Element postaci v & w
nazywamy tensorem prostym. Przestrzen V @ W sklada sie z kombinacji liniowych
tensoréw prostych Y. a;v; ® w;, gdzie v; € V, w; € W oraz «; € &, pray czym
zachodza nastepujace relacje:

(Vi V)W =VvViQW—vyw =0,

VR (W] +W2)—VRW, — v W, =0,

T
Av W — A(vew) =0, (18)

viodw—Aveow)=0, lef&

Bezposrednio z twierdzenia 3 wynika, ze odwzorowania bijcktywne v & w +—
wRV, (U V)®W— uR (VOW), VA — A®V — A\v wyznaczajg nastepujsce
izomorfizmy, zwane kanonicznymi:

VoW2WeeV,
V)W =2U® (VoW),
VoReERuVEV
(izomorfizméw nie mozna tu zastapié¢ réwnosciami). Zachodza tez prawa rozdzicl-

nosci

UaV)W=2(UsW)d((VaWw),
UR(VeW)=(UV)bUxW).
Mozemy teraz (2) zinterpretowaé tensory typu (p, q), rozpatrywane w punk-

tach 1- 3 tego paragrafu, jako clementy iloczynéw tensorowych odpowiednich prze-
strzeni: istnicje izomorfizm kanoniczny

V.. .oVeVe.. .oV —TYV),

v q

przyporzadkowujacy tensorowi prostemu

o offevi®..ov, [ eV veV,

(1) Wiasno$ci te mozna tez sformutowaé nastepujaco: jesl Z oznacza zbidr wszystkich formal-
nych kombinacji liniowych par uporzadkowanych postaci ), a;(v;, w;), gdzie v; € V, w; € I,
a; € A i prawie wszystkie a; sa zerami, z oczywista struktura przestrzeni liniowej, a N C 7
podprzestrzen generowang przez wszystkie kombinacje postaci (v + vo, w) — (v, w) — (vo.w)
itd., odpowiadajace lewym stronom réwnosci (18), to iloczyn tensorowy V @ W jest izomorficzny
z przestrzenia ilorazowa Z/N. Za pomoca tej konstrukcji mozna wykazaé, ze iloczyn tensorowy
istnieje dla dowolnych przestrzeni liniowych. réwniez nieskonczenie wymiarowych (przyp. tium.).

(2) Ten akapit dodano w tlumaczeniu (przyp. tlum.).
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odwzorowanie wieloliniowe T : V? x (V*)? — & okredlone wzorem
T(uy,... ' g®) = F (). fP(up) - g (Vi) 9%(vy).

Niekiedy p-krotny iloczyn tensorowy V ® ... ® V nazywa si¢ p-krotng potcgq
tensorowq przestrzeni V i oznacza przez VEP; wtedy powyzszy izomorfizm morna

zapisaé jako i
TYV) = (V)3 @ VoI,

Kolejnym krokiem rozwazanej konstrukcji powinno by¢ wlaczenie do niej ope-
ratoréow liniowych:

DEFINICJA 6. Niech 4 : V — Vi B: W — W beda operatorami liniowyui.
Ich #doczynem tensorowym nazyvwainy operator

AsB: VoW VoW
spehiajacy warunek

(A B)(v&w)=Av® Bw. (19)

Istnienie i jednoznacznosé operatora AR B wynikaja % twierdzenia 3. ponieway,
odwzorowanie 7/(v, w) = Av & Bw jest dwuliniowe.
Odnotujmy takze zwigzki wynikajace z definicji (19):

(A B)(C & D) = AC ® BD,
(A+C)@B=AOB+C&B,
A (B+D)=AwB+A®D,
A AB = A®B=MNA®B).

Sprawdzenie tych zwiazkéw pozostawiamy Czytelnikowi.
Niech, jak poprzednio, V = (e,...,e,) i W = (f,...,f,). Znajdzicmy teraz
macierz A € B wymiardw nm X nm operatora A ® B w bazie

(el OOfl.,e_[ @fm,...,enQ{)f],---,en‘xf'm)‘

Aei = E ;r;€5, Bf_] = E bj'jfj/’
1z 3’

Jesli

to
(AR B)(e; ;) =) _awiby e & fy:.
,il.jl
Oznacza to, ze jeSli A = (ay;) i B = (bjj), to
G,uB a]-zB (ll,lB

A® B = (ariby,) = annB axpB ... a,B . (20)

........................
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W szczegdlnodel dla Slady otrzymujemy ré6wno$é
tr(A® B) =a trB+ ...+ aGpptr B=1trA-tr B. (21)
Qdnotujmy réwnicz, 7e

det(A ® B) = det((A® E,)(En ® B))
~ dot(A ® Evn) - det(En ® B) = (det A)™(det BY",  (22)

a wiec nieosobliwo$é¢ operatoréw A i B implikuje nicosobliwo$é¢ ich iloczynu ten-
sorowego A ® B.
Réwnoscei (21) i (22) znajduja zastosowanie w teorii reprezentacji grup.

CWICZENIA

1. (Symbol Kroneckera). Sprawdzié, ze §] jest tensorem z T}(V'), reprezentuja-
cym operator tozsamosciowy na (dowolnej) przestrzeni liniowej V.

2. (Tensor metryczny). Niech V = (ey,...,e,)g bedzie przestrzenia euklide:
sowg z iloczynem skalarnym

(x|y) = g(x.y) = Zgijir'il'j-, 9ij = g(eieej)~
1.7

Tak wige ¢ jest dodatnio okredlona, symetryczng forma dwuliniows na 1
(uzylidmy tu litery g i symboli g;;, zgodnie z tradycja przyjeta w geometr:
rézniczkowej). Forme g : V xV — R, czyli tensor (g;;), przyjeto nazywaé fer
sorem metrycznym przestrzeni V; jest to wiec tensor kowariantny typn (2,0
Inaczej méwigce, wspéirzedne tensora metrycznego w danej bazie to element
macierzy Grama dla tej bazy.

Przypomnijmy teraz, ze przestrzen euklidesowa mozna w kanoniczny sp
sOb utozsamié z jej przestrzenia dualng V* (za pomocy odwzorowania v
(x]Vv); zob. rozdz. 3, § 1, twierdzenie 7). W ten sposéb g wyznacza odwzor
wanic g : V* x V* — R, czyli tensor kontrawariantny na V typu (0.2). Nie
(€7) oznacza jak zwykle baze dualng do (e;). Wtedy ¢ = g(e, e?) sy wsp.
rzednymi tego tensora kontrawariantnego. Wykazaé, ze macierze Gy = (4
i G = (g¥) sa wzajemnie odwrotne, tj.

> g9 = 6.
j

3. (Rozszerzenie ciala skalardw). Niech V bedzie rzeczywista przestrzenic
niowa z baza (ey,....e,), a V€ -- jej kompleksyfikacja (rozdz. 3, § 4, p
Poniewai cialo C jest przestrzenia liniowa nad R z baza (1, 4), mozemy
patrzy¢ iloczyn tensorowy

CoV={(1e,...,.10e,i®e,...,i De,).
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Zauwazyé, 7e przyporzadkowanie
1 ® ey — e, 1 Qe — iey

wyznacza izomorfizmm R-liniowy przestrzeni C® V i VT,

Ogdlnie, niech & bedzie podcialem ciala £, a V' -- przestrzenia liniowy
nad K. Uwazajac £ za przestrzen liniowa nad cialem K, tworzymy iloczyn
tensorowy £8g V (). Okreslamy w nim strukture przestrzeni liniowej nad £,
definiujac mnozenie przez skalary a € £ na tensorach prostych wzorem

a(b®x)=(ab)®x, abef, xeV.
Wykazaé¢ poprawno$é tej definicji.

4. Udowodnié¢, ze jedli dimV > 1 i dimW > 1, to w iloczynie tensorowym
V & W istnieja elementy, ktére nie sa tensorami prostymi, tzn. nie mozna ich
przedstawi¢ w postacli v ® w.

5. Niech A i B beda odwracalnymi macierzami kwadratowymi. Znalez¢ macierz
odwrotng do A & B.
£ Pordéwnadé macierz
bl]A b]gA “ o blmA
})21 A ()22A PR [)2771_14

.........................

bmlA meA . bmmA
z macierza klatkowa (20).

Udowodnié¢ réwnoéé (22) dla zespolonych macierzy kwadratowych stopni od-
powiednio n i m, wykorzystujac mozliwos$é sprowadzenia ich do postaci trdj-

katnej.

~{

§ 2. KONTRAKCJA, SYMETRYZACJA
I ANTYSYMETRYZACJA TENSOROW

1. Kontrakcja tensora. Jednym z niezmiennikéw operatora liniowego F :
V — V o macierzy F = (f}) w bazie (ey,...,e,) jest jego élad

tr F = Zf_f
i

(1) Zauwazmy, ze wymiar przestrzeni £ nad & moze by¢ nieskorficzony; wystarczy wziac¢ np.
R =Q i L = Q(x), cialo funkcji wymiernych. Istnienie iloczynu tensorowego dla przestrzeni
nieskonczenie wymiarowych uzasadniliémy w przypisie na str. 267 (przyp. tlum.).
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=

(rozdz. 2, § 2, p. 4). Niezmienniczosé §ladu, tzn. jego niezaleznoéé od wyboru
bazy, wynika réwniez atwo z prawa (17) transformacji tensora (f2) typu (1,1):

k 1opiauk ] ¢ 1
2= sl = el =) fiG =) fi=uF
k i,k ij k 0.

Uogdlnieniem §ladu w analizie tensorowej jest operacja kontrakcji tensora.
Operacja ta, dla ustalonej pary wskaznikéw r € {1,...,p} i s € {1....,q}, prazy-
porzadkowuje kazdemu tensorowi mieszanemu typu (p,g) na przestrzeni liniowej
V pewien tensor T typu (p — 1,q — 1). Aby go okreéli¢, mozna prayjaé, iz T jako
odwzorowanie wieloliniowe dziala na uktady (p—1) + (¢ — 1) argumentdéw postaci

xl,...,xr,..,,xp,'u,l,...,fﬁs,...,u", (%)

gdzie x; € V i w/ € V* (jak zwykle, daszki oznaczaja, ze x, i «° nalezy opus-
ci¢). Ustalmy taki uklad argumentéw; jest to wige ,uklad p wektoréw i q form,
w ktérym nie ma r-tego wektora i s-tej formy”. Zapelniajac te dwa wolne micjsca.
otrzymujemy forme dwuliniowg f:V x V* — &:

s

Flcu) =Ty, .. Xy o Xy u®, o ut), gdzie x,i=x, wf = .

DEFINICJA 1. Sumn¢

T=3 fler,e") (1)

k

nazywamy Kkontrakcjg tensora T wzgledem r-tego wskaznika kowariantnego
i s-tego wskaznika kontrawariantnego.

Przypominamy, ze (¢’) jest baza w V* dualna do bazy (e;) w V. Kazdy
skladnik sumy (1) jest forma (p+q— 2)-liniowa zmicnnych (), zalezng od wyborn
bazy (e;). Udowodnimy jednak, ze T nie zalezy od wyboru bazy. Istotnie, jesli
e, = ,ale; 1 A = (al), to e =Y bFe', gdzie B = (bF) = A™' (§ 1, p. 4).
Wobec tego

Zﬂek, %) =Y aibh fles, ) = }:(Zb;-“a:;)f(ei,ej)

..k k
= Zégf(ei,ej) = Zf(ei,ei) =T,

co dowodzi niezmienniczosci T. Jak wiemy (§ 1, (2)), forme dwuliniowa f mozn
przedstawi¢ w postaci
f(x,u) = (u, Fx),

gdzie F jest operatorem liniowym na V, zaleznym od zmiennych (%). Widas
ze T = tr F, co jeszcze raz dowodzi niezmienniczosci T', a takze wiaze operac;
kontrakcji i §ladu.
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Oznaczajac operacje kontrakcji wzgledem pary wskaznikéw r,s przez tr
otrzymujemy przeksztalcenie liniowe

trd s T(V) — T} (V).
W jezyku iloczynéw tensorowych (§ 1, p. 5) mamy wiec odwzorowanie
tre (V)P @V — (V)1 g y®e-1
ktére, jak nietrudno sprawdzi¢, przeprowadza tensor prosty
R=flo.. . @ffevi®...0v, flevr, v, eV,
na tensor
t(R) = (fva)f @ 0 0. G ffavie.  wve.. wv,

Wykorzystujac fakt, ze (", ;) = §;. wyrazimy teraz operacje kontrakeji we
wspolrzednych. Jesli

T = E :T" j:e“ Q...werRe;, ®...Re;

(§ 1, (12)), to
T =tr3(T) = ZTIJI’;;’ tri(e ®...®ej )

]

. J1---dq gir 1) ot I ® . A
—E T, itoiret ... e ®...0€5, &...%0e;

It daeda gy o iy ~
= T = .“e“@...Q@(ﬁ"®...®e,~,0<>...6<)e;.
102y Js Ja*

ij

TJ"I ja-—l.jsil JM]A_jﬁil o
o dpantirg 1. _"2: (RPN PR - PR ) (“)

Poniewaz wiemy, ze tensory proste
\A

R, QTR .. @elp@)ejl@..»(S{)/éjsﬁ(‘...(?)ejq

gdzie

. —-] . ’ ’ ’, T
tworzg baze¢ przestrzeni 'IFZ_] (V), wiec wzér (2) okresla wspéirzedne tensora T.
UdowodniliSmy

TWIERDZENIE 1. Kontrakcja wzgledem r-tego wskaznika kowariantncqgo
i s-tego wskaznika kontrawariantnego przeprowadza tensor mieszany T typu (p. )
na tensor T typu (p — 1,9 — 1) o wspdlrzednych okreslonych wzorem (2).

Jesdli tensor T jest nadal tensorem mieszanym (tzn. p—~1,¢—1 > 1), to mozna
do niego znowu zastosowa¢ kontrakcje wzgledem pewnej pary wskaznikow. W wy-
niku wykonania m kolejnych kontrakcji, gdzie m = min(p, g), otrzymamy tensor.
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na ktérym nie mozna juz wykonaé kontrakeji. Méwimy wtedy o peinej kontrak-
cfi tensora. Przykladem pelnej kontrakeji jest wziecie §ladu operatora. Z kolei
zlozenie operatoréw liniowych to (niepelna) kontrakcja ich iloczynu tensorowego.
Istotnie, jesli A = (aj) oraz B = (bF) to macierze tych operatoréw w dowolnej

bazie, to iloczynem tensorowym tensoréw (a}) i (bF) jest tensor o wspéirzednych

T( =a bi

J
Jesli dokonamy jego kontrakcji wzgledem wskaznika kowariantnego tensora A
i wskaznika kontrawariantnego tensora B, otrzymamy tensor C' = (c}), gdzie

T ij 117
=) T =) ap.
J J

Widaé, ze ¢} jest wyrazem iloczynu macierzy AB.

Powyzszy przyklad ilustruje czesto stosowana operacje, ktora polega na wzic-
ciu iloczynu tensorowego dwoéch tensoréw (niebedacych jednocze$nie kowariant-
nymi lub kontrawariantnymi), a nastgpnie dokonaniu kontrakcji wzgledem jednej
lub kilku par wskaznikéw.

2. Tensor strukturalny algebry. Niech V bedzic skoficzenie wymiarows
algebra nad cialem & (rozdz. 2, § 2, definicja 1); mnozenie w V' oznaczamy przez
a x b, przy czym nie zakladamy, ze jest ono laczne. Jedli (e,,...,e,) jest bazy

wV, to
k
€ *€; = Z V5 €k
k

DEFINICJA 2. Skalary 'yf) nazywamy stalymi strukturalnymi algebry V w ba-
zie (e;).

Poniewaz dzialanie mnozenia w V jest dwuliniowe, wigc mnozenic w algebrze
V jest wyznaczone jednoznacznie przez podanie dowolnej bazy i stalych struktu-
ralnych w tej bazie. Znajdziemy teraz zwiazek stalych strukturalnych w réznych

bazach. Jesli .
/ 14 / I
€, xe; = E Y i€k

_ s o t
= E ajes, €= E biey,
s t

czyli B = (b‘-) =A"! A= (af), to

gdzie
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a zatem
’T’fj = Z afa;7.:rbf~
s,t,r

Poréwnujac te réwnoéé z ogolnym wzorem (15) z § 1, widzimy, ze stale struktu.
ralne transformujg sie tak jak wspélrzedne tensora typu (2, 1). Mamy wigc prawo
moéwic o fensorze strukturalnym I' = (ﬂ/,’;) algebry V. Podanie tego tensora wy-
znacza calkowicie strukture algebry w przestrzeni liniowej V.

Dla ustalonego a € V rozpatrzmy odwzorowanie L, : x — a*Xx, bedace oczy-
wiscie operatorem liniowym na V. Waznym instrumentem sluzgcym do badania
struktury algebry V jest jej forma $ladu, symetryczna forma dwuliniowa na V

okreslona wzorem
Jv(a,b) = tr LaLy. (3)

Dwuliniowo$é odwzorowania fy wynika z dwuliniowo$ci dzialania *, a symetryves-
noéé¢ —- z wlasnosci tr AB = tr BA (rozdz. 2, § 2, (12')). Zapiszemy t¢ forme we

wspolrzednych: jesh
a= Z(r‘e,;, b= Z te;,
i i

LoLlpe, =ax(bxey) = Z o'Fe; x (e xep) = Z ai/BJ')/;kfy:!se,.

ij 1.8

to

Aby znalezé fy (a, b), nalezy dodaé¢ wszystkie elementy diagonalne macierzy It =
(RL), gdzic
t _ dafos ot
Ry, = Z @ By
N

a wiec
fv(ab) = )" o'y, ()

RN

Jak si¢ nalezalo spodziewad, zapisaliSmy forme fy w postaci pelnej kontrakeji
pewnego tensora.

Przyktad 1. Duze znaczenie w mechanice i fizyce ma tréjwymiarowa rze-
czywista algebra Liego V = R? (rozdz. 2, § 2, przyklad 6), w ktérej mnozenie
(a,b) = ax b = [a, b] jest iloczynem wektorowym: jesli (e, ez, e3) jest baza
standardowa, to

[e1,e2] =e3, [es,er] =€, [ez,e3]=er.

Tutaj vf; # 0 tylko wtedy, gdy wskazniki 4, j, k sa rézne, przy czym 75, = —~%,.
Dla dowolnych wektoréw

a=o'e; +o’e; +a’e3, b=pe + e+ Fe;
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%ich iloczyn skalarny oblicza si¢ wedlug znanego wzoru

(a|b) = ! ' + o?B% + 0%, (5)

ga iloczyn w algebrze V' — wedlug wzoru

© b= (0?8~ oPfer + (a%F ~ a'Fer + (' 8% — a2BV)es.  (6)

-~ Warto zwréci¢ uwage, ze w fizyce jest to wzér na wektor momentu sily b
wzgle;;dem punktu p, jesli sila ta jest przylozona w punkcie p + a.

: Wykorzystujagc wzoér (6), mozna bezposrednio sprawdzié, ze iloczyn ska-
_ larny (5) ma wlasnos¢ ,lacznosci”

(fa,bl|c) = (a] [b,c]). (7)

Ten pigkny zwigzek jest w gruncie rzeczy konsekwencjg lgcznosci formy sladu
W dowolnej skoficzenie wymiarowej algebrze Liego:

fv(la,b],c) = fv(a, [b,c]). (8)
- Aby udowodnié (8), zauwazmy, ze tozsamoéé Jacobiego
[[x,y], z] + [[stLY] + [[ya Z],X] =0,
przepisana w postaci

[x,y], 2] = [x, [y, 2]} - [y, [x, z]],
oznacza, ze
L[x,y] = LxLy b Lny, X,y e V

Poniewaz tr AB = tr BA, wiegc biorac najpierw A = LyLa, B = L, a nastep-
- nie A = L.Ly,, B = L,, otrzymujemy

fv(la,b],c) = tr Lia pjLe = tr(LalbLe — Lo LaLec)
= tr LoLyLe — tr LeLpLa
=trLoaLyLe — tr LaLcLy
= tr La(LyLc — LeLb)
= tr LaLpp o] = fv(a, [b, c]),

co konczy dowéd réwnodci (8).
Réwnowaznosé (7) i (8) dla rozpatrywanej algebry latwo wynika z obli-
czenia fy(a, b) we wspéirzednych (réwnosé (4)):

fv(a,b) = ~2(a’p' + a?B? + a®6%) = —2(a|b).

Zwréémy jeszcze uwage na fakt, ze wlasno§é (7) mozna przepisaé w po

staci
{(Lax I y)+ (x ! La}’) ={,
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oznaczajacej, ze operator L, jest antysymetryczny w przestrzeni euklideso-
wej (V, (] %)) (rozdz. 3, § 3, definicja 2). Okazuje sig, ze Zrédla tego faktu
tkwia w zwiazku algebry Liego V z grupa ortogonalna O3(R), czyli grupg
operatoréw A : R® — R3 spelniajacych warunek

(Ax| Ay) = (x|y).

3. Tensory symetryczne. W teorii form dwuliniowych koncentrowalismy
uwage na dwoch klasach form: symetrycznych i antysymetrycznych. W wypadku
og6lnych tensoré6w mozna moéwié o ich symetrycznosci lub antysymetrycznosc
wzgledem ustalonego podzbioru wskaznikéw, jednoczeénie kowariantnyvceh lub kon-
trawariantnych. Na przyklad symetrycznosé tensora wzgledem pierwszych dwdceh
wskaZznikéw kowariantnych i wzgledem ostatnich dwéch wskaznikéw kountrawa-
riantnych oznacza po prostu, ze zachodza réwnoéci

r...st __ qr..ts __ pr...st _ pr..ts
Tij...k = +ij...k '—T:;Lk - ’If'ji.‘.k'.'

Zamiana miejscami wskaznika kowariantnego 7 kontrawariantnyin nie ma na ogol
sensu, gdyz nie prowadzi do tensora.

Badajac symetrycznosé i antysymetrycznosé tensoréw, nie zmniejszymy ogol-
nosci, ograniczajac sie do tensoréw typu (p,0) i (0, q) oraz do permutacji wszyst-
kich wskaZnikéw, a nie ustalonej ich czesci. Ponadto o cicle £, ktére bylo dotyvch-
czas dowolne, zalozymy, ze ma charakterystyke zero. W zastosowaniach najwaz-
niejsze sa ciala R i C.

Rozpatrzmy wigc dla ustalenia uwagi tensor kowariantny T' € To(V), tj.

T= > T, "0 e (9)

Przypominamy, ze S, oznacza p-ta grupe symetryczng, dzialajacg na zbiorze
{1....,p}. Dla dowolnej permutacji = € S, definiujemy

fe(T)(X1, - Xp) = T(Xrty - -« s Xnp) (10)

(tutaj x; oznacza wektor o numerze i; jego k-ta wspélrzedng oznaczamy przez % ).
Poniewaz T jest formg p-liniowa na V', wigc i f(T) ma te wlasnosé: jeshi np-
rk =1, to

fr(T)axi + By1,X2,...,Xp) = T(Xqa1,...,0x1 + By1, ..., Xnp)
=T (Xn1y. - X1y oe s Xgp) + BT (Xpo oo Y10y Xnp)

= af,r(T)(x] X200 ’X;D) + Bf(T)(y1, X2, ... vXP)'
Latwo tez zauwazyd, ze

ffr(aT/ + ﬂTH) = Ozf;r(T’) + ﬁfﬂ(T”)a
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czyli ™ indukuje (nieosobliwy) operator liniowy fx : Ty — Tj. Ponadto f, o fr =
for (c2e8¢ 1, rozdz. 1, § 8, p. 4).
Jesli wspoh‘ugdne tensora T w bazie (e;) sa wyznaczone przez (9), tj. T5, ., =
T(€i,,---+€i,), to wspolrzedne tensora f-(T) w tej samej bazie wynosza

Fe(@)iy.i, = fu(T)€i,- - €1,) = T(€i,:---,€i,,) =T

‘l‘."l...i.ﬁpﬂ
4.
f<(T) = Z Tipr iy ® ... @ €,

Jub réwnowaznie

@)= 3 Tipe i@ @'t (11)

Wynika stgd, nawiasem mowiac, ze
fr(f"®..Qe?)=e" ®...Qe"r.

Gdyby$my rozpatrywali dzialanie grupy S, na tensorach kontrawariantnych,
otrzymaliby$my wzoér

fo(T) = Z Th e , ®...0e _, . (11)

11,0dp

DEFINICJA 3. Tensor T typu (p,0) (lub typu (0, ¢)) nazywamy symetrycznym,
jedli f-(T) = T dla kazdego 7 € S, (odpowicdnio dla kazdego = € S,). Podprze-
strzenie tensoréw symetrycznych w TO(V) Ta(V) oznaczamy przez (odpowied-
nio) T (V) i T (V).

Symetryzacyq tensoréw z 'H’O(V) nazywamy przeksztalcenie liniowe

S*p, 2 [ T(V) = To(V). (12)

nES,

Na przyklad,
S(CI®€2®€2)::}(61®62®€2+62®61®62+(_’2®82®61).

Symetryzacja przeksztalca dowolny tensor z T9(V') na tensor symetryczny:

fo(S(T)) = Z Falf<(T)) Z for(T) = Z f(T) = S(T).

Wykorzystalismy tu fakt, ze dla ustalonego o € S, kazdy element grupy S, mozn:
przedstawi¢ w postaci om dla dokladnie jednego 7 € Sp. Zatem Im S C T} (V).

Na odwrét, z (12) wynika bezposrednio, ze operator symetryzacji nie zmieni
tensoréw symetrycznych: T € T} (V) = T = §(T'). Udowodnilismy

L
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TWIERDZENIE 2. Symetryzacja S : T — Ty jest operatorem rzutowania ng
podprzestrzeri tensoréw symetrycznych: S =8 orazImS =T, . =

Przyklad 2. Klasycznym przykladem tensora jest tensor bezwladnosci
macierz symetryczna J = (J;;) stopnia 3, gdzie J;; jest momentem bezwlad-
nosci ciala sztywnego wzgledem osi o kierunku e; (tutaj (e;, ez, es) jest baza
ortonormalng w R3), a J;; dla i # j sa od$rodkowymi momentami bezwlad-
nosci, wzietymi ze znakiem minus.

Rozpatrzmy mianowicie cialo sztywne, obracajace si¢ wokél punktu o.
Przyjmujemy, ze cialo to sklada sie z pewnej liczby n czastek o masach m;;
polozenie kazdej czastki jest okre§lone przez wektor kolumnowy [z, ¥k, =i,
k =1,...,n. Tensor J, opisujacy rozklad masy ciala i wykorzystywany przy
obliczaniu momentu pedu i energii kinetycznej ciala, jest okreslony przez réw-
noé¢ macierzowa

J = (ka(zk,yk,zk)[l‘k,yk,szE = " mile, ve, 2l (ks Ykr 28)- (%)
k k

Jak zwykle, E jest tu macierzg jednostkowa stopnia 3, (z, Yk, 2x) jest wek-
torem wierszowym, a w przypadku cigglego rozkladu masy sumowanie za-
stepujemy catkowaniem. Przechodzac od wyjsciowego ukladu wspdtrzednych
(0; e1,e2,e3) do uktadu primowanego za pomocg macierzy ortogonalnej A
wedlug zwyklego wzoru [z, yk, 2] — A[zk, Yk, 2k] = [T}, Yk, 25] (OczZyWiste
jest, ze A nie dziala na masy my), otrzymamy macierz

J =AJA=AJAY,

tj. Ji; = Em a;a?Jys, zgodnie z reguly transformacji tensora typu (2,0).
Jesli obliczymy wspélrzedne J;; ze wzoru (), otrzymamy

Seme(WE + 2 — 2, mkTikYk ~ Dk MkTr2k
J = | = > MeTkyk Sk mk(Th 4+ 28)  — Do) MkYkzk
~ >k METk 2k — Dk MYk 2k >k mi(TE + y7)

Wspéblrzednych J;; nie mozna uwazaé za wielkosci fizyczne, majace sens nie-
zalezny od ukladu wspéirzednych; tensor J jako calo$é ma jednak taki sens
i wigze sie z nim trzy niezmienniki:

Ji=trJ =2 mp(a} + 97 + 27),
k

Ju  Ji2 Jin  Jis Jag  Jag
I = + ,
2T Iy a2 Jap  Ja3 + Jaz  Ja3
J3 = det J.
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& Niezmienniczosé Jy, J, i J3 wzgledem obrotéw jest skutkiem niezmienni-
6z0éci wielomianu charakterystycznego macierzy J.
Poniewaz macierz J jest symetryczna, mozna ja sprowadzi¢ do osi glow-
& nych (zdiagonalizowad), co prowadzi do macierzy diag(A1, A2, A3), ktorej war-
? toéci wlasne A\; > 0 nazywamy gléwnymi momentami bezwladnosci. W szcze-
: 'gblnoéci tensor momentu bezwladnosci jest dodatnio okreslony. Jesli w jest
3 wektorem predkosci k@towej obracajgcego si¢ ciala, a j — wektorem momentu
“ pedu, to j = Jo. Wektory j i » sa réwnolegle wtedy i tylko wtedy, gdy cialo
& obraca sie woké! jednej ze swych osi gléwnych.

5

W rozdziale 1 (§ 4, twierdzenie 3) ustaliliémy odpowiednio$é wzajemnie jedno-
znaczng miedzy formami kwadratowymi i symetrycznymi formami dwuliniowymi.
W slabszej formie podobna odpowiednio$é istnieje réwniez dla form wielolinio-
wych.

DEFINICJA 4. Funkcje Q : V — R nazywamy jednorodng stopnia p, jesh istnieje
forma p-liniowa F': VP — R taka, ze
Q(x) = F(x,...,x) dla kazdego x € V. (13)

Jak wiemy, symetryzacja S(F) powy'zgzej formy F', okreSlona wzorem

(S(F))(X],...,Xp) - z F(xﬂ'l xvrp)7

' weES)

jest symetryczng formg p-liniowa; forma ta oczywiscie réwniez spelnia waru-
nek (13).

Jesli forma F spelniajaca (13) jest symetryczna, to nazywamy ja forma bie-
gunowg dla (. Otrzymalidémy w ten sposdb czesé ponizszego twierdzenia.

TWIERDZENIE 3. Dla kazdej funkcji jednorodnej Q stopnia p na przestrzeni
liniowej V istnieje dokladnie jedna symetryczna forma p-liniowa F, bieqgunowa
dla Q, czyli spelniajgca réwnosé (13).

Dowéd. Jednoznaczno$é¢ formy biegunowej wynika z jej zapisu we wspolrzed-
nych: jedli F' jest formg bhiegunows dla @ oraz

F(xi,...,Xp) = ZF21 PR Lozl

(tutaj wektor x; ma wspéirzedne a7 ), to

Q(X)ZZF“.LP.’E“ ....’Eip, X:(xl,...,xn). (14

23



&

eerwnuan Jednorodny f(X,...,X,) stopnia p wzgledem n zmiennych niezy)
“(i=1,...,n) wynosi Q(x), mozna jednozngc,

nych, ktorego wartoéé dla X; =T
nie przedstawi¢ w postaci

f(Xi,....Xn) = Z Jiy iy Kiy - Xy, (15)
i <...<ip
Poréwnujac (14) i (15), otrzymujemy
fivi, = cFy 4y,

gdzie ¢ = ¢(i1,...,1p) € Z to liczba wszystkich mozliwych uporzadkowan Ciagy
i1,...,ip (pamietajmy, ze elementy tego ciagu mogg si¢ powtarzac). Na przyvkiad
dla p = 4 mamy c(i, i, k1) = 12, c(i,4,4,7) = 4 itd. Poniewaz wspolcaynnik
fi..i, sa wyznaczone jednoznacznie, wigc Fi, i, réwniez. u

W gruncie rzeczy otrzymalismy odpowiednio$¢ wzajemnie jednoznaczng inie-
dzy przestrzenig T (V) tensoréw symetrycznych a przestrzenia A[X),.... X},
wielomianéw jednorodnych (form) stopnia p wzgledem n zmiennych niezaleznych.
To samo odnosi si¢ do przestrzeni T’ (V) symetrycznych tensoréw kontrawariant-
nych. Zauwazmy przy tym. ze

) -1
dim & Xy,...,. X}, = (n +;: )

4. Tensory antysymetryczne. Podobnie jak poprzednio, ograniczymy si¢ do

tensoréw typu (p,0) lub (0, q). Przypominamy, ze dzialanie grupy symetrycune;
Sp na Tg(V) jest okreslone wzorem (10) lub (11).

DEFINICJA 5. Tensor T € TS(V) nazywamy antysymetrycznym, jesh
fo(T)=¢e:T V71 €S, (16)

gdzie €, jest znakiem permutacji 7.

Przypomnijmy, ze € : 7 + &, jest homomorfizmemn grupy S, w {£1}, pray

czym €, = —1 dla kazdej transpozycji 7.
Warunek (16) jest réwnowazny zadaniu, by
f(T)=-T (16)

dla kazdej transpozycji 7 (wynika to z faktu, ze kazda permutacja jest iloczynem
transpozycji oraz f(f(T)) = for(T)); to z kolei mozna zapisa¢ w postaci

T(..,x,....y,..)0==T(...,y,...,%,...), XYE€EV, (17)

gdzie kropki oznaczajg dowolne wektory, te same po obu stronach réwnosci. Po-

niewaz zakladamy, ze char R = 0, wiec dla x = y = z z réwnodci (17) wynika.

ze -
T(....,2,...,2,...)=0. (17')
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Przyimujac z = X +y w (17') i korzystajac z wieloliniowosci 7', otrzymamy
T("‘:x+y1"'ax+y....) :T(...,x,...,X,...)+T(---,yq~--7ya---)
FT(. %oy Yoo ) T Y X ),
co oznacza, ze z (17') wynika (17), czyli warunki (17) i (17’) s3 réwnowazne.
Antysymetrycznosé¢ tensora T wyraza sie w oczywisty sposéb w jego wspol-
rzgdnych T;, ;.. Jesli np. p = 2 (czyli tensor jest formg dwuliniowa na V), to
antysymetryczno$¢ oznacza, ze Ti; = —Tj;, a wiec macierz formy w dowolnej bazie
jest antysymetryczna. W ogdélnym przypadku

Ti ; =-57rTi1...:i,,

xle-bnp
Widad, ze jesli ktorekolwiek dwa sposréd wskaznikéw iy, . . ., i) sa réwne, to wsp6l-
rzedna T, .i, jest zerem; jesli wszystkie te wskazniki sg rézne, to wspdtrzedna ta
jest wyznaczona przez wspélrzedna o tych samych wskaznikach, ustawionych np.
w porzadku rosnacyin:

Tiiy.iyy 101 <ia<...<igp<n (18)
Z drugiej strony, miedzy wspélrzednymi typu (18) nie ma juz zadnych ogélnych
zaleznosci, czyli mamy () niezalesnych wspélrzednych. Za chwilg uzasadnimy
i sprecyzujemy te wstepne rozwazania.

DEFINICJA 6. ()dW/orowanio
}: exfr : TH(V) = T(V) (19)
wesp

nazywamy antysymetryzacjq tensoréw kowariantnych z '11'?,( V).

Przypominamy, ze T)(V) = (V*)®7. Podzbiér tensoréw antysymetrycziych
w TO(V) oznaczamy przez \'V*, a odpowiedni podzbidr tensoréw kontrawariant-
nych przez AV C T§(V). Oba te podzbiory sa podprzestrzeniami liniowyini.
poniewaz jesli «, 3 € R oraz f(P) =¢,P 1 fo(R) =€,R, to

falaP + BR) = af,(P) + Bfz(R) = aex P+ e R = e, (aP + 3R).
TWIERDZENIE 4. Antysymetryzacja A : Tg( V)— 'll‘g(V) Jjest operatorem linio-
wym o nastepujgcych wlasnosciach:

(a) A% = A;
(b) ImA = AV*
(¢) A(fo(T)) = e, A(T).

Dowéd. Liniowos¢ odwzorowania A wynika z liniowoSci fr.
(a) Na mocy (19) mamy

1 1
A2=W Z Eolnfo O fr =13 ')2 z €a7rf07r=‘];‘ ZUQfQ*A

o, wES) 0. wES, €S,
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Uwzglednili$my tu fakt, ze kazdy element ¢ € S, mozna przedstawié w posiyg
oT na doklcxdme p! sposobéw: wybieramy dowolne 7, a nastepnie przyjmujeiyy
T = ¢~ 'p. WykorzystaliSmy tez multiplikatywnosé €, i f, wzgledem o.

(b) Dla kazdego T € TY(V) mamy

fa<A<T>>=§;anfd(fﬂ< =ey LS o fon(T) = £, A(T),

" wES, P! €S,
czyli ImA C APV*. Na odwrét. jesli T E APV* to

A(T):Z—i—!zcﬂf,r(T — Y &T= ZT T,

We*qp TFE Sp 7TE: Sp
w szczegblnosei APV* C Im A.
(c¢) W dowodzie (a) wykazaliSémy, ze f, A = e, A. Uzasadnienie, ze Af, = =, 4,
przebiega tak samo. =

Wprowadzimy jeszcze terminologie, ogdlnie przyjeta w réznych dziatach ma-
tematyki.

DEFINICJA 7. Kowariantny tensor antysymetryczny na przestrzeni liniowej {7,
czyli element przestrzeni APV* nazywamy p-formg zewnetrzng, formg zeumetrzng
stopnia p lub p-kowektorem na V. Kontrawariantne tensory antysymetryczne,
czyli elementy przestrzeni A’V nazywamy p-wektorams.

5. Algebra tensorowa. Rozwazmy nieskoiiczong zewnetrzng sume prosty
RQV* =KD TUV)DTHV) R THV) .
APV O(VH2H (VYo .. (20)

wszystkich przestrzeni tensoréw kowariantnych na V. Elementami tej sumy sq.

z definicji, ciagi

(o fis for-- ) =2 ) _fir [ € TUV),

20
o tej wlasnosci, ze prawie wszystkie f; (tzn. wszystkie poza skonczong liczba)
sg zerami. Zbiér Q V* ma naturalng strukture (nieskoiiczenie wymiarowej) przc-
strzeni liniowej, a takze (lacznej) algebry nad cialem £, je$li mnozenie elementow.
oznaczane przez 9, okreslimy, wykorzystujac zdefiniowany poprzednio iloczyn
tensorowy (V*)® x (V*)®7 - (V*)®“+ﬁ (§ 1, definicja 2):
s+t

(Zf’) (29—') Z Y. fi®g = Zm (21)

k=0 it+j=k
Mnozenie to spelnia oczywiscie warunek

MR =A\f®g=fR®A, IER
Algebr¢ @ V* nazywamy algebrg tensorowq kowariantng przestrzeni liniowej V.
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Mnozenie (6) przypomina bardzo mnozenie wielomianéw i rézni si¢ od niego
jedynie nieprzemiennoscia. W kazdej przestrzeni 'H’O(V) mozna rozpatrzy¢ pod-
przestrzen T (V) tensoréw symetrycznych, ktéra -— jak wiemy (koniec p. 3) —
mozna utozsami¢ 7 przestrzenia wielomianéw jednorodnych stopnia p wzgledem
n zmiennych. Suma prosta tych podprzestrzeni z odpowiednio okre§lonym dzia-
laniem (symetryzujemy wyniki dzialania (21)) jest juz izomorficzna z algebry
wielomianéw n zmiennych.

Analogicznie defininjemy algebre tensorowq kontrawariantng przestrzeni V.

RV = KRB THV) & TV YRT(V) & .
XROVIVR vy, (22)

a w niej podprzestrzen

o o]

S(V) =T.(V) = P THV)

q=0
tensoréw symetrycznych. Podprzestrzen ta nie jest podalgebra w @ V' jedli jed-
nak przyjmiemy (jak sugerowaliSiny wyzej)

NI = S(Ty®T), T, eT’(V), T, €T (V)

(gdzie S oznacza operator symetryzacji), to przestrzen S(V) z tym dzialaniem jest

algebra, lgczng i przemienna; nazywamy ja algebrg symeiryczng przestrzeni V.
Podobnie mozna okresli¢ podprzestrzenie liniowe

1 2
AV =R A V' OANV*B...CcRV".
AV i o A2
ANV=RBbANVOAVD...CRV.
ktore réwniez nie sa podalgebrami odpowiednich algebr tensorowych. Znowu oka-
zuje sig, ze definicja mnozenia analogiczna do powyzszej, ale z uzyciem operatora

antysymetryzacji, wprowadza w AV* i AV struktury algebry lacznej (zob. na
stepny paragraf).

(23)

Uwaga. Opecratory symetryzacji 1 antysymetryzacji wymagaly przyjecia zaloze
nia, Zze cialo & ma charakterystyke zero (dzielilismy przez p!). W podreczniku [
pokazano, jak uwolni¢ si¢ od tego zalozenia.

CWICZENIA

( Podnoszenie i opuszczanie wskatnikéw). Niech (V) g) bedzie przestrzenia e
klidesowa (tzn. g J(“;t tensowm metrycznym), a T —- tensorem typu (p,
o wspbélrzednych TJ t39 Rozwazmy tensor o wspolrzgdnych 3, g*T7! ; >
oznaczmy w nim wskannk i przez 1, a nastepnie prZYJII}IJIIly

T111132 Jq 2 JukTJIJE
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Moéwimy, ze tensor po lewej stronie (typu (p—1,¢+1)) powstal z T przez pod-
niesienie wskagnika 1,. Operacja opuszczania wskaznikéw za pomocy tensora
metrycznego jest okreslona analogic:znie. Na przyklad

.71.71 JlAJA 7
21).72 Zgj? T

to wspoirzedne tensora, ktory powstal z T' przez opuszczenie wskaznika j. na
ostatnie miejsce w dolnym rzedzie wskaznikéw.

Ogodlnie, podniesienie s-tego wskaZnika kowariantnego i opuszcezenic {-tego
wskaznika kontrawariantnego to przeksztalcenia liniowe

+1 q—1
TIV) — TEL T T

Wspélrzedne tensoréw otrzymanych w ich wyniku zapisujemy w postaci blo-

kowej
) A cJred L JLeedi=1 | Jtrred
1_'7,]...25_1 "s+l-..’bp ’I’ 7-;1]“'11) e (l.

Na przyklad wspolrzedne tensora T € V* @ V czesto zapisuje si¢ w postaci
T;7, a wspélrzedne tensora T € Vo V@ V* @ V* -- w postaci T;, /14,

Operacje podnoszenia i opuszczania wskaznikéw mozna wykonywad wie-
lokrotnie, w szczegdlnosct na samym tensorze metrycznym.

Wykazaé, ze

ik Gl dj ki _
979" g =9",  gigu9" = gij-

Sprawdzi¢ réwnosé > Y kg, = at, ktéra oznacza, 2e kontrawariantne wspol-

rzedne x' wektora x otrzymuje sie z kowariantnvch wspélrzednych «; tego
wektora przez podniesienia wskaznika.

Wykazaé, ze jesli dimV > 1, to algebra tensorowa @V jest nieprzemicnna.
nie ma dzielnikéw zera i jedynymi jej elementami odwracalnymi sa niezerowe
skalary.

Znalez¢ jawne wzory na niezmienniki Js i J3 z przykladu 2.

§ 3. ALGEBRA ZEWNETRZNA

1. Iloczyn zewnetrzny. Nie ma znaczenia, czy dalszy wyklad bedziemy pro-
wadzili dla form zewnetrznych, czy dla p-wektoréw. Dla urozmaicenia rozpa-
trzymy teraz przestrzen AV.

DEFINICJA 1. Okredlimy iloczyn zewnetrzny w przestrzeni AV w nastepujacy
sposéb. Jedli Q € AV i R e \"V, to przyjmujemy

QAR=A(Q®R), (1)
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gdzie A oznacza operator antysymetryzacji (1); ponadto przyjmujemy AA R =
RAX= AR dla X € & Poniewaz Q® R € T'", a tensor A(Q ® R) jest antysy-
metryczny (§ 2, twierdzenie 4), wiec okreslilismy w ten sposéb odwzorowanie

ANV X NV = ATV
Odwzorowanie to jest dwuliniowe: je$li a,3 € K1 R’ € A"V, to
QA (aR+ BR') = A(Q ® (aR + 8R')) = A(@Q ® R + Q & R')
=0 A(Q® R)+ BAQ & R') = a(QAR)+ B(QAR.

Analogicznie (oQ + BQ') AR = a(Q A R) + 5(Q’' A R).
Iloczyn zewnetrzny Q@ A R dowolnych elementéw przestrzeni AV okredlamy
teraz tak, by nadal otrzymaé¢ odwzorowanie dwuliniowe: jesli

Q=>"Q. R=>_ R, QeAYV, ReNV.

i20 J20

QAR=Y > QiAR;

h20i+j=k

to przyjmujemy

2. Algebra zewnetrzna przestrzeni liniowej. Poniewaz dzialanie iloczynu
zewnetrznego w AV jest dwuliniowe, wprowadza ono w AV strukture algebry.

DEFINICJA 2. Algebr¢ AV nazywamy algebrg zewnetrzng lub algebrg Grass-
manna przestrzeni liniowej V.

Algebra AV ma jedynke, ktéra mozna utozsamié ze skalarem 1 € K. Znaczuie
wazniejsza wlasnos$¢ tej algebry zawiera twierdzenie 2 ponizej.

TWIERDZENIE 1. Dla dowolnych tensoréw Q € To(V) © R € Tg(V) zachodzg
rownosci

AA(Q) % R) = A(Q ® A(R)) = A(Q® R).
Dowéd. 7 definicji mamy

1
AQ) == = fx(Q),
T mES,
podczas gdy
1

(g +7r)!

0’€Sq+p

(") Zwracamy uwage, 7e czesto przyjmowana jest inna definicja iloczynu zewnetrzneg:
QAR = ﬁg—%ﬁﬁ A(Q® R). Oba dzialania maja te same wlasnosci algebraiczne, réznia si¢ jedyn
zwigzkiem z iloczynemn tensorowym, inaczej méwiac, interpretacja iloczynu zewnetrznego jal
formy wieloliniowej (przyp. tlum.).
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Poniewaz antysymetryzacja jest operatorem liniowym, wynika stad, ze
A(A(Q)® R) = Z enA(f2(Q) ® R). (2)

7 nES,
Rozpatrzmy zanurzenie ¢ : S, — S,4, okreSlone nastepujaco: jesli 7 € §

permutacje 7 = ¢(7) definiujemy wzorem

~ i, jesli 1 < q,
' i, jeSlii>gq.

q- tg

Wtedy latwo zauwazyé, ze fr(Q) ® R = f3(Q ® R) (zapisujac tensory w hazie.
por. § 2, wzor (11)). Wobec tego, na podstawie twierdzenia 4(c) z § 2,

A(f=(Q) @ R) = A(fz(Q ® R)) = ez A(Q R R).
Jedli teraz zauwazymy, 7¢ €z = £, to réwnos$é (2) przyjmie zadang postaé
1 .
A(AQ) & R) = J Y e2AQ®R)=A(Q®R).
" mES,

poniewaz €2 = 1. Dowdd réownosci A(Q ® A(R)) = A(Q & R) jest analogiczny. o

TWIERDZENIE 2. Algebra zewnetrzna AV jest lgczna.

Dowéd., Mamy wykazaé, ze
(PANQ)AR=PA(QAR) (3)

dla dowolnych P,Q, R € AV. Poniewaz dzialanie A jest dwuliniowe, wystarczy
rozpatrzyé przypadek

Pe AV, QeA'V, ReNAV.
Na mocy definicji (1) mamy
(PAQ)ANR=A(A(P& Q)& R),
a z twierdzenia 1 wynika, ze
A(A(PRQ)® R) = A((P® Q) ® R).

Wykorzystujemy teraz taczno$c iloczynu tensorowego i ponownie stosujemy twicr-
dzenie 1:

A(PQ)& R =AP®(Q& R)=APRAQIR))=PA(QAR).
W ten sposéb dowd6d réwnodci (3) zostal zakoficzony. m
W algebrze 1acznej, podobnie jak np. w grupie, rozstawienie nawiaséw w wic-

lokrotnych iloczynach nie odgrywa roli, maja wigc sens zapisy postaci P, A I A
.\ P,.
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Odnotujmy jeszcze suczegdlny przypadek definicji (1) -— dla ¢ = r = 1: jesl
xYEV, to

1
xAy:§(x®y~y®x):A(x®y), (4)
Sk@d wynika, ze
XAy =-YyYAXx, xAx=0. (5)
WNIOSEK. Jedli x|.....x, € V sq dowolnymi wektorama, to
Xp A AXp = A(X ... 9 xp). (6)

Dowéd. Dla p = 2 r6wnos¢ (6) pokrywa si¢ z (4). Przez indukcje wzgledem p,
na podstawie twierdzen 1 1 2 otrzymujemy

Xy A AX, = (X AL AKp ) ARy = AU A LA Xy ) 0 Xp)

TWIERDZENIE 3. Jedli (ey,...,ey) jest bazg przestrzeni liniowej V, to p-wektory
e, Ne, N...ANe, 1<’l:]<i2<...<'1:p<71, (7)

tworzq baze przestrzeni NPV

Dowéd. Rozpatrzmy wszystkie mozliwe iloczyny e;, A ... Ae; , gdzie wskazniki
7k 88 dowolne. Z réwnosci (5) wynika, ze albo iloczyn taki jest zerem (gdy j, = Js
dla pewnych r # s), albo tez, przestawiajac czynniki, mozna go doprowadzi¢ -
z dokladnosdcia do znaku  do postaci (7).

Wezmy teraz dowolny tensor P € A”V. Podobnie jak kazdy tensor z TH(V),
mozna go zapisa¢ w bazie:

P = Z Pj""j”ej, ... e, .
Jlaidp

Na mocy liniowosci operatora antysymetryzacji, twierdzenia 4 7 § 2 oraz réwnosci
(6) otrzymujeciny

P=AP)= ) PrrAle®...0e;)= Y, Pitre; AL Aej,.

Wynika stad, na podstawie powyzszej uwagi, ze p-wektory (7) rozpinaja prac-
strzen \PV.
Wykazemy, ze sa one liniowo niezalezne. Przypu$émy, ze

Z /\“"'"Peh N Ne, = {).
1< <. <ip<n
Wtedy, na mocy (6),
Z /\il"'ipA(eil ®...Q eip) =),

1€<6 <...<ip<n
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czyli (zgodnie z definicja antysymetryzacji)
1 .
;)_.'_ § ‘ Aér-p E 57rf1r(ei; @0”(}331-”) = 0.
T 1K1 <. <ipEn TES,
Wykorzystujac réwno$¢ (11') z § 2 oraz fakt, ze £, = ¢,-1, otrzymujemy stad
iy..4 - ,
E Attte E enlei, ®...0¢; ) =0 (8)
1€41<...<ip<n n€Sy

Jedli m # e, to ciag txy, - - .. ixp nie jest juz nporzadkowany rosngco. Wobec tegg
réwnosé (8) mozna przepisa¢ w postaci

Z A tre R D6 ... =0, (9)

1<i<...<ip<n

gdzie wielokropek oznacza kombinacje liniowg tensoréw e;, 6. . e, . dla ktéryveh
ciag Jji, - - ., Jp nie jest uporzadkowany rosngco. Ponicwaz wszystkie teusory e,
... ®e;, (dla réznych ukladéw wskaznikéw) sa liniowo niczalezne, wynika sta,

ze X' =), m
Przypomnijmy, ze AV jest suing prosta przestrzeni APV (§ 2, wzér (23)).

w szczegolnosci X
dim AV = E dim A"V,
p=20

skad wynika
WNIOSEK. Jesli dimV =n, to
. P n . T
dim A"V = ,  dimAV =2"
P
W szczegdlnosei przestrzen \'V jest jednowymiarowa i gencrowana przez n-weklor

e N... ey,

gdzie (ey,...,e,) jest dowolng bazg w V.

Dowdd. Stwierdzenie jest niemal oczywiste: liczba p-wektorow e;, A ... N e; .
gdzie i; < ... < ip, jest réwna liczbie (:) p-elementowych podzbioréw zbioru

{1....,n}. Ponadto (}}) =1, (};) =0 dla p > n oraz

n
Z (n) _on o
p=0 p
Odnotujmy jeszcze jedng wazng wlasnosé iloczynu zewnetrznego:

ReNV,ReENV] = QAR=(-1)"RAQ. (10)

Mdéwimy, ze algebra zewnetrzna jest antyprzemienng algebrg z gradacyq.
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Dzigki dwuliniowosci iloczynu zewnetrznego wystarczy udowodni¢ (10) dla
Q=e,A...Ne;,, R=e;N...Negj.
Wykorzystujac g-krotnie zwigzek (5), otrzymujemy
(eiy Ao Nei ) Nej = (=1)%e;, A(ey, Ao Aey,),

tji. @ Aej, = (—1)7ej, A Q (niezaleznie od tego, czy wskaznik ji jest jednym ze
wskaznikéw ig, czy tez nie). Zatem

QAR=QAN(e; AN...Nej )= (~1)e;, AN(QAej, A...Nej,)

= (-1)*ej, Ne, N(QAej Al Aej)=...=(-1)"RAQ.
Ze zwigzku (10) wynika w szczegblnosci, ze jesli p jest nieparzyste. to
PAP =0 (11)

dla kazdego p-wektora P; dla parzystego p réownoéé (11) moze juz nie zachodzié.

Przyktad 1. Niech (ey,...,e,) bedzie baza w V, przy czym n > 4. Wtedy

(ell\e2+e3/\e4)/\(e1/\e2+e3/\e4)
=e1/\ez/\(e3/\e4)+egl\e4/\(e1 /\eg)=2e1/\e2/\e3/\e4-—,é0.

3. Zwigzek z wyznacznikami. Wykorzystujac iloczyn zewnetrzny, latwo
sformulowaé kryterium liniowej niezaleznosci wektoréw, a takze wyprowadzié jesz-
cze raz wszystkie wlasnodci wyznacznikow.

TWIERDZENIE 4. Wektory x1,...,X, w skoriczenie wymiarowej przestrzeni li-
niowej V' sq liniowo niezalezne wtedy © tylko wtedy, gdy

Xy A AX, F# 0.

Dowéd. Jesli wektory x,,...,x, sa liniowo zalezne, to jeden z nich, np. x,, jest
kombinacja liniowa pozostalych. Jedli zastapimy x, ta kombinacjy, to iloczyn
zewnetrzny X; A ... A X, stanie si¢ suma skladnikéw postaci a;xi AL AXpo | AX;
dla i < p; kazdy taki skladnik zawiera jednak co najmniej dwa identyczne wektory,
jest wiec zerem.

Na odwrét, jesli wektory x1,...,X, sa liniowo niezalezne, to mozna je uzu-
pelni¢ do bazy w V; wtedy p-wektor x; A...Ax, jest elementem bazy przestrzen
APV (twierdzenie 3), w szczegélnodei nie jest zerem. m

Niech teraz (e,,...,e,) bedzie bazg przestrzeni V, a x;,...,x, -- dowolnyn
ukladem n wektoréw w V. Mamy

n
} : i -

X5 = .’L‘je,;, _7——1,...,7‘&.
1=]
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Na mocy wniosku z twierdzenia 3 mamy
X1 A... A Xp =A-e1N... ey,

gdzie A jest pewng skalarng funkcjg wektoréw xq,..., X, lub, co na jedno wy.
chodzi, kolumn macierzy (z%). Z wlasnosci iloczynu Aewnqtrmego natycliniast
wynika, ze funkcja ta jest n- llmowa i antysymetryczna, przy czym A = 1. jog)j
x; = e; dla j = 1,...,n. Wlasnodci te ma jednak tylko wyznacznik (czeic |,
rozdz. 3, § 1, twierdzenie 3), wiec A = det (z ) Inaczej méwigc.

Xi A AX, =det(z})e1 A... Aey. (12)

Uwaga. Zc zwigzku (12) mozna bez trudu wyprowadzi¢ wszystkie wiasnose wy.
znacznikéw; co wigcej, algebre zewnetrzng mozna uczynié¢ podstawg duzej czedei
algebry liniowej, przy czym wiele dowodéw twierdzen osigga wtedy znaczny sto.-
pient naturalnosdci. To juz dla nas jednak uwaga nieco spéiniona, zreszta — ice
ma czego zalowaé (,wszystko we wlagciwym czasie”).

Uogdlnieniem réwnoéci (12) jest analogiczna réwnoéé dla p wektorow x; € V'

XA AXp = E JJ ....'I' yep, N...\e;

1 aneen ip

= Z (Zr"".. "'"e, l/\.../\e,;“,)

I<hi<.. . <ip<n  7E€S,

= Y (i aireren AL Aey)

ISu<..<i<n  #€S,
. € lﬂ'l ,’.i‘rrp e, /\ /\e
- -n- ..... 7) 'Ll .. 117.
I <. <ip<n ®eS,

Na mocy twierdzenia o pelnym rozwiniecin wyznacznika (czeéé I, rozdz. 3. § 1. (3))

mainy
l 1.
Ay, iy (X1, X E Exxy™ Lx)?
nES)
) .11
S . .
=, = det (23*). (13)
iP . iP
T, rp
Udowodniliémy

TWIERDZENIE 5. Jesli (eq,...,e,) jest bazq przestrzeni liniowej V, a

n
— E i 3
X; = Zlfjei: 7
=1

il
—

‘!p’
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! dowolnym yktadem p wektordw z V, to

X1 f\.../\xp': E Ail.__z-p(xl,...,xp)eil /\..-/\eip‘ (14)
1I<H <...<ipLn

gdzie A;, ; (x,...,%,) jest wyznacznikiemn postaci (13). =

Dla p = n wzér (14) przechodzi w (12). Zauwazmy, 2e na T' = 4;, ; mozna
patrzed jak na p-forme zewnetrzng (czyli element przestrzeni A”V*) o wlasnosci
Aiy. (e, ... ;) = 1. W szczegdlnodci det = A, _, jest, dla danej bazy (e;),
jedyna n-forima zewnetrzna na V, dla ktérej det(e;,...,e,) = 1.

Zauwazmy, ze z twierdzenia 5 wynika nogdélnienie wzoru (12): jesli (x1,....%,)
i{e1,...,e,) sa dwiema bazami w podprzestrzeni liniowej U C V. to

X3 A...AXp=2Xe;A...ANe, dlapewnego A € R (14')

Istotnie, wtedy wszystkie wyznaczniki A, iy (%1, ..., %) W (14) poza wyznacz-
nikiem A, ,(x;,..., X,) $9 Zerami, poniewaz maja wiersz zerowy.

4. Podprzestrzenie liniowe i p-wektory. Nadal V pozostaje n-wymiarowq
przestrzenia liniowa nad cialem K.

DEFINICJA 3. Anihilatorem p-wektora P € APV \{0} nazywamy podprzestrzen
liniowg,
AmP={xeV|PAx=0}

Uméwimy si¢ ponadto, by p-wektor P nazywaé prostym (lub rozkladalnym),
jesli
P == al A PRI /\ a;)

dla pewnych wektoréw a; € V (i =1,...,p).
Fakt, ze Ann/? jest istotnie podprzestrzenia liniowa, latwo wynika z dwuli-
niowosci iloczynu zewnetrznego: jesli x,y € Ann P i a, 3 € 8, to

PA{ax+0y)=aP Ax+ P Ay =0,
czyli ax + By € Ann P.
TWIERDZENIE 6. Jesli P € APV \ {0} i (e(,...,e.) jest bazg podprzestrzer
Ann P, to r < p oraz istnieje taki (p — r)-wektor (), ze
P=e A...Ne, NQ.
Rownosé r = p zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy p-wektor P jest prosty.

Dowéd. Uzupelniamy (e;) do bazy (e;,...,e,) w V. Jedl

P = Z Pi""i”ei, A...Neg,, (1

1€4 <... <ip<n
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to z definicji anihilatora wynika, ze

Z P‘l]lpe"] /\.--/\e’l,p/\ej:()7 .j:I,..-1rn (16)
1< <...<ipgn
Jesli wskaznik j jest jednym z ik, to e;, A ... Ae Ae; = 0. Wige moiemy

uwazaé, ze lewa strona réwnosci (16) jest kombinacjg liniows (p + 1)-wektordy
e, A...Ae;, Aej, dla ktérych j & {i),..., i,}. Wektory te sa jednak (dla kaj.
dego j) liniowo niezalezne, wigc (16) implikuje, ze P*'-~* = () dla kazdego uklady

wskaznikéw, w ktérym nie ma ktorejs z liczb 1, . .., r. Poniewaz z zalozenia I’ # (),
wiec p 2 1 oraz
1207ty g0
P= E PooMrittrey AL N A€ N A€
T<4py <..<ip<n
=e N...Ne, N(Q, (17)
gdzie
Yy o 12..1804¢...4 .
Q= E r frtre;, , N Neg,

f'<1;7‘ -1 <~-~<'ir]7<7t

jest pewnym (p — r)-wektorem.
Jedli p = r, to powyze] wykazaliSmy, 7e P = dey A ... Aep, czyli I jost
p-wektorem prostym. Na odwrdt, jesli PP # ) oraz

P=a;AN...Nayp,

to wektory a; sa liniowo niezalezne (twierdzenie 4) oraz oczywiscie a; € A P
dlai=1,...,p, a wiec dimAnn P > p. Poniewaz wyzej wykazaliSmy, ze zawsze
dimAnn P < p, wigc dimAnn P =p. »

TWIERDZENIE 7. Niech U = (a,,...,a,) « W = (by,...,b,) bedg dwicmua
podprzestrzeniamsi liniowymi w V tego samego wymiarup. Wowczas U = W wicdy
i tylko wtedy, gdy p-wektory P = a,A...Aap 1 Q = biA...Aby, s¢ proporcjonalne.

Dowod. Jesh U = VV, to (a,, . . .,a,,) i (b], R .,bp) S8 dwicma, bazami w te]
samej przestrzeni; wiemy juz (wzor (14)), ze wtedy P = AQ. Na odwrot, jedli
P = AQ, gdzie A # 0. to ponicwaz w dowodzie twierdzenia 6 wykazalidiny, 7
U = Ann P, wigc

U=AmP=AmQ=W. n

A oto uogdlnienie twierdzen 6 i 7:

TWIERDZENIE 8. Niech U = Ann P i W = Aun @, gdzie P jeg p-wektorem
prostym, a QQ — q-wektorem prostym. Wtedy:

() UD W & P = QAR dla peunego (p — q)-wektora R.
D) UNW={0} & PAQ#0. Jesi UNW = {0}, toUd W = Ann(P A Q).
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Dowdd. Stwierdzenie (a) jest czeécig twierdzenia 6. Jedli teraz P = a; A... A ay,
Q =biA...Ab, oraz PAQ # 0, to wektory a;,b; dla i = 1,...,p oraz
j = 1,...,4 sa liniowo niczalezne i tworza baz¢ podprzestrzeni U & W. Jesli
patomiast P A Q = 0, to istnieje miedzy nimi nietrywialna zaleznos¢ liniowa

qa) +...+apa,,+ﬂ1b1+...+ﬂqbq:0$
z ktoérej wynika, zc UNW # {0}. =

5. Kryteria prostoty p-wektordw. Twierdzenia 68 wskazujg na szczegdlng
role p-wektoréow prostych, pojawiajacych si¢ réwniez w innych zagadnieniach.
Sprawdzenie, czy dany p-wektor P € APV jest prosty, mozna przeprowadzié,
jesli znamy jego wspolrzedne w pewnej bazie.
Istotnie, niech x = ), z'¢; bedzie dowolnym wektorem. Iloczyn zewnetrzny
P Ax jest (p+ 1)-wektorem, ktorego wspolrzedne sg (danymi) formami liniowymi

zmiennych x!. ..., x". Wspolrzednych tych jest { 7. ). Warunek x € Ann P jest

wiec réwnowazny ukladowi (pil) rownan liniowych jednorodnych o n niewia-
domych. Zbiér rozwigzan tego ukladu, czyli Ann P, ma na mocy twierdzenia 6
wymiar r < p, przy czym r = p wtedy i tylko wtedy, gdy p-wektor P jest pro-
sty. Inaczej méwige, p-wektor P jest prosty dokladnie wtedy, gdy rzad macierzy
rozpatrywanego ukladu nic przekracza n — p, czyli gdy wszystkic minory stopnia
n—p+ 1 tej macicrzy sq zerami. To jest wladnie szukany warunck prostoty.

TWIERDZENIE 9. Kazdy niezerowy (n— 1)-wektor P w przestrzeni n-wymiaro-
wej jest prosty.

Dowéd. Niech (e,...,e,) bedzie dowolng bazg w V. Poniewaz n-wektor e A
... N ey stanowi baze¢ jednowyiniarowej przestrzeni A"V, wiec dla kazdego x € V

mamy
PAx=f(x)-egA...ANey,,

gdzie f(x) € R Z wlasnodci iloczynu zewnetrznego wynika, ze funkcja f : V — &
jest liniowa. Ponadto Ann P = Ker f, a wiec dim Ann P > n— 1. Z drugicj strony,
dim Ann P < n — 1 na mocy twierdzenia 6. Wobec tego dimAnn P =n—1, a to
oznacza, 7c (n — 1)-wektor P jest prosty, znowu na podstawie twierdzenia 6. m

Przyklad 2. Niech (e, e;,e3) bedzie bazg ortonormalng w tréjwymiarowej
przestrzeni euklidesowej V. Jesli P=a A b # 0, to

aAbAx=(c|x) e Aey Aes,

gdzie (c|x) = f(x). Mozna sprawdzié, ze ¢ = [a, b] jest iloczynem wektoro-
wym wektoréw a i b.
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sest p-wektor P jest prosty, to oczywiscie PA P = 0. Okazuje sie, 7e dla p = 9
prawdziwa jest tez implikacja odwrotna:

TWIERDZENIE 10. Biwektor
P= Z P"'"'"ei Ney (18)
1€i<jgn
jest prosty wiedy i tylko wtedy, gdy PA P = ().
Dowéd. Mamy wykazad, ze jesli PA P = (), to biwektor P jest prosty. Rozimm-

jemy przez indukcje wzgledem n = dim V. Dla n = 3 teza wynika 7z twierdzcuia 9.
Wydzielmy w (18) skladniki zawierajace e;:

gdzie a jest kombinacja liniowa wektoréw eq, ..., e, oraz
Q= )Y Plehe; (19)
2Li<ign

Mozna przyjaé, ze Q # (0 (w przeciwnym razie biwektor P jest prosty). Z warunku
P A P =0 wynika, ze
(e ANa)AQ+QA(e;Na)+QANQ =0,

Poniewaz iloczyn zewnetrzny jest antyprzemienny (réwnoéé (10)), wige
2e; ANanNQ+QAQ =0. (20)

Jesli oba skladniki po lewej stronie réwnosci zapiszemy w bazie e; Aej Aep Aey
(i < j < k < 1), to pierwszy skladnik bedzie kombinacjy liniowg czterowektorow
e; Aej Aeg Aey, podezas gdy (na mocy (19)) w zapisie @ A @ zaden 7 tych crte-
rowektoréow nie wystapi. Wobec tego réwnos¢ (20) rozpada si¢ na dwie rownosa

esnanQ =0, QAQ=0. (21)

Mozemy jednak uwazaé, ze () € /\2U , gdzie U = (e, ..., e,). Na mocy zalozenia
indukcyjnego biwektor @ jest prosty: @ = b A c. Jesh podstawimy to wyrazenic
do pierwszej rownosci w (21), otrzymamy

eyNaAbAc=0. (22)

co oznacza, liniowy zaleznoéé¢ wektoréw ey, a, b, ¢, a w konsekwencji liniows zalez-
nosé¢ wektoréw a,b,c € U.

Jeslib = Aa, to P =e; Aa+aAc = (e; —Ac)Aaidowdd jest zakonczony.
Mozemy wobec tego przyjaé, ze wektory e;,a,b sa liniowo niezalezne. Wtedy
R := e;AaAb # 0 (twierdzenie 4) oraz dim Ann R = 3 (twierdzenie 3); dokladnic;j.
Ann R = (e1,a,b). Ale (22) oznacza, ze réwniez ¢ € Ann R, wiec ¢ = aa + Jb.

Wted
o Q=bAc=bA(aca+pb)=abAa
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W ostatecznie

P=eiNa+Q=e, Aat+abra=(e1+ab)Aa. =

WNIOSEK. Biwektor
P = P‘ze, N eq 4 Plzel Nes+ 131491 A ey
+ P2362 N ez + P2462 A ey + P3463 N ey

jest prosty wiedy i tylko wtedy, gdy jego wspdirzedne PY spelniajq warunek
P12P34 - P]3P24 + p]4P23 =0. = (23>

Niech teraz P? = P(V) bedzie tréjwymiarowa przestrzenia rzutows, genero-
wang przez czterowymiarows rzeczywista przestrzen liniowa V. Przypomnijmy, 7¢
proste rzutowe w P? odpowiadaja dwuwymiarowym podprzestrzeniom liniowym
U C V. Na mocy twierdzenia 6 kazda taka podprzestrzen jest anihilatorem pew-
nego biwektora prostego I’, wyznaczonego jednoznacznie z doktadnoscia do stale;j.
Inaczej méwiac, wspélrzedne (P2 : P13 . . . P3) biwektora P mo7na uwazaé
za wspélrzedne jednorodne prostej rzutowej w P32 (tzw. wspdlrzedne Pliickera).
Wspéirzedne te (jest ich 6) okreélaja tez punkt w RP®. Widziny, ze proste rzu-
towe w tréjwymiarowej przestrzeni rzutowej odpowiadaja wzajemnie jednoznacz-
nie punktom kwadryki o réwnaniu (23) w pigciowymiarowej przestrzeni rautowej.

CWICZENIA

1. Niech V = R™ bedzic przestrzenia rozpieta na wektorach kolumuowych A,
..., A" a B --. dowolnymn wektorem kolumnowym. Wykazaé, ze wspélrzedne
Ak rozwigzania réwnania wektorowego

> xnaA® =B
k

sa wyznaczone przez relacje
(AD A AAYA L, = ADA L AARDABAARTD A A A,
Wyprowadzié stad wzory Cramera (cze$é 1, rozdz. 3, § 3).

2. Niech V bedzie n-wymiarowa przestrzenia liniowa nad cialem £ o charakte
rystyce zero, a

Z = ZZJ" (Zy € /‘\kV)

—- elementem algebry zewnetrznej AV. Centrum tej algebry to z definic
zZbior

Z(NV)={ZENVIZAX=XNAZ VX € AV}.
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Wykazaé, ze:
(a) element Z jest odwracalny (tj. istnieje element Z=! € AV taki. o
ZANZ7! =1) wtedy i tylko wtedy, gdy Zo # 0; |

Zoi_1 =0dlat=1,...,m, jesli n = 2m,
/ -— R *
(b) Z € Z(A\V) = {Zg,;.:()dlaizl ..... m—1, jesin=2m—1.

Jak nalezy przeformulowaé te warunki, jesli przestrzenn V jest nieskoinczeni,
wymiarowa?

Niech A : V — V bedzie operatorem liniowym. Wykazaé, ze dla kazdego P
istnieje dokladnie jeden operator liniowy

NA: NV = NV,
zwany p-ta potegq zeumetrzng operatora A, spelniajacy warunek
(APA)(x; A .. AX,) = A(X )AL A A(X)
dla dowolnych wektoréw x; € V. Udowodnié. ze

det(APA) - det(\"PA) = (det A)(»).

Niech ¢ bedzie niezdegencrowang formg kwadratowa na przestrzeni liniowej
V,a f-— odpowiadajaca jej symetryczng formg dwuliniowa. Wtedy na prve-
strzeni A"V (dla p > 0) istnieje dokladnie jedna forma kwadratowa ¢ spel-
niajaca warunek

gV =1, PN AR e
f(x]h xl) cee f(xpaxp)

Udowodnié, ze w ten sposdb otrzymujemy niezdegenerowana forme kwadra-
towg na AV.

Nazwijmy orientacjg n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej V' element o €
A"V, dla ktérego (d|d)* =1 (tutaj (| *)"™ oznacza forme kwadratowa na
A"V, o ktérej mowa w éwiczeniu 4).

Z drugiej strony, jeshi (ey,...,e,) i (e],..., e ) sa dwiema bazaini w rze-
czywiste)j przestrzeni liniowej V', to powiemy, ze sg one zgodnie zorientowanc.
jesli wyznacznik macierzy przej$cia od jednej z tych baz do drugiej jest do-
datni. Widac, ze kolejnosé elementéw bazy jest tu istotna oraz ze otrzymujemny
w ten sposéb relacje réwnowaznosci w zbiorze wszystkich uporzadkowanych
baz przestrzeni liniowej V. Ponadto relacja ta ma dokladnie dwie klasy row-
nowaznosci; kazdg z nich nazywamy orientacjg przestrzeni V.

Czy istnieje zwiagzek miedzy tymi dwiema definicjami orientacji?
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