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nalezy do M na mocy wypuklosci tego zbioru (rys. 9). Mamy wéwczas 7 € pqg. co
mieliSmy wykazaé. Jesli punkty p, ¢), ¢» leza na jednej prostej, to jako ¢ mozna
wziaé po prostu jeden z punktéw ¢, go. ®

TWIERDZENIE 13. Niech f : A — R bedzie funkcjg afiniczng, o S sym-
pleksem domknictym conv({Po,P1,..- Dm}) w przestrzeni A. Wiedy funkcjo f
przyjmugje swojg najwickszg wartosé na S w jednym z wierzchotkdur

max f(p) = max f(pi).
peS %

Dowéd. Dla m = 0 teza jest oczywista. Dalej rozumujemy przez indukcje wrgle-
dem m. Zalézmy, Ze najwieksza warto$¢ funkcji f na zbiorze wypuklym A =
conv({Po, P1,---,Pm_1) jest réwna max;«m f(p;). Na mocy stwierdzenia 1 kaidy
punkt § € § nalezy do pewnego odcinka py,q, gdzie ¢ € M, czyli

§=(1—Npm+Ad, 0<A<I.
Poniewaz funkcja f jest afiniczna. wiec
F(3) = (1= A)f(Bm) + Af(g) < max(f(pim), f(4)) < max f(p;). w

Nieskomplikowane twierdzenie 13 zalicza si¢ do programowania liniowego,
dziedziny waznej z punktu widzenia zastosowail.

CWICZENIA

1. Wykazaé, ze grupa A, (F,) automorfizméw prostej afinicznej nad cialem o p
elementach (gdzie p jest liczby pierwsza) ma rzad p(p — 1). Z jaka grupg jest
izomorficzna grupa A, (F3)?

2. Poda¢ opis geometryczny izometrii wlasciwej f plaszczyzny cuklidesowej. jesl
I 1 -1

—— o) = (1,1).

Vit 1 flo)=(1.1)

Przedstawié¢ klasyfikacje izometrii wlasciwych czterowymiarowej przestizeni
euklidesowej (afinicznej).

Df =

W

§ 4. PRZESTRZENIE Z METRYKA NIEOKRESLONA

1. Metryka nieokres$lona. PrzyjeliSmy rozumie¢ przez przestrzen z iloczy-
nem skalarnym przestrzen liniowg V wraz z ustalong niezdegencrowang formg
(x|y) (symetryczna dwuliniowg w przypadku rzeczywistym, hermitowsks w przy-
padku zespolonym) o tej wlasnosdci, ze odpowiadajaca jej forma kwadratowa

(X) = (X | X) = Z Qi; ;T
(%]
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jest dodatnio okreslona. Przestrzenie V z taks forma nazwaliSmy euklidesowymi
w przypadku £ = R, a unitarnymi dla | = C; oméwiliSmy je szczegdélowo w roz-
dziale 3.

Wazna role odgrywajq tez przestrzenie z tzw. metryka nieokredlong, odpowia-
dajaca niezdegenerowanej nicokreslonej formie kwadratowej g. Jak wiemy (rozdz. 1.
§ 4), w odpowiedniej bazie (e;) przestrzeni (rzeczywistej) V kazda niezdegenero-
wana forma kwadratowa przyjmuje posta¢ normalng

n

2 2 .2 :
Q(x)=x1+"'+xs—"$s+l_'“'“-"Ez' (1)
Odpowiada jej (poprzez polaryzacje) symetryczna forma dwuliniowa

(xly) =Nt + ...+ TslYs — TsriYs+t — -+ —TnlYn.

Aby pozostawaé¢ w dziedzinie rzeczywistej, bedziemy méwié tylko o kwadracie
normy” ||x)|2 := q(x) = (x | x) wektora x, ktéry to kwadrat moze mieé teraz jednak
wartos¢ zaréwno dodatnig, jak 1 ujemna. Wektor x nazywamy izotropowym, jesh
2 _
llxfl* = .
Jesli E jest przestrzenia afiniczna stowarzyszong z przestrzenig liniowa V, to
na E mozna okresli¢  kwadrat odleglosci” wzorem

S n
0°(p,4) = Z(?/i - z;)° — Z (yi — x:)*
1=} t=s+1
dlap(a:l,...,:z:,,_),rj(g;,,...,;:,,) € E.

Forme kwadratowa (x|y) nazywamy tez formg metryczng przestrzeni linio-
wej V, a 0%(p,q) - formg metryczng przestrzeni afinicznej E. Je§hi 1 < s <n—1,
to przestrzen afiniczng E nazywamy przestrzenig pseudocuklidesowg, a dla s = 1
méwimy o przestrzeni Minkowskiego (nickiedy termin ten uzywany jest dla s =
n— 1, ale to nieistotna réznica, polegajaca na zamianie formy ¢ na —q). Dlan = 4
przestrzeii Minkowskiego odpowiada fizycznej czasoprzestrzeni i odgrywa wazng
role we wszystkich kwestiach zwigzanych ze szczegélng teorig wzglednosci.

2. Izometrie pseudoeuklidesowe. Zgodnie z ogdlng filozofia, przedstawiong
w § 3 (p- 4), geometria przestrzeni psendoeuklidesowej jest wyznaczona przez
grupe G izometrii pseudoeuklidesowych. czyli przeksztalcen E — E zachowuja-
cych wielkosé o?(p, ¢); podobnie jak w przypadku euklidesowym, kazda taka izo-
metria jest przeksztalceniem afinicznym, a takze zloZeniem translacji i izometrii
nalezacej do podgrupy stacjonarnej ustalonego punktu o6 € E, czyli izometrii, dla
ktérej O jest punktem stalym. Ta ostatnia podgrupa jest izomorficzna z grupg
pseudoortogonalng O(V) przestrzeni liniowej V', zlozong z tych operatoréw linio-
wych F : V. — V, ktére zachowuja form¢ dwuliniowa (x|y): méwimy tez, ze
O(V) jest grupe automorfizméw formy kwadratowej q.
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Jesli (e1,...,e,) jest baza przestrzeni V, w ktorej forma ¢ ma postac noy,
malng (1). to macierzy formy ¢ w tej bazie jest

E; 0

0 A

I, =

a macierz F operatora F € O(V') spelnia warunek
‘FI,F = I,

(wystarczy przypomnie¢ regule transformacji macierzy formy kwadratowej pray
przejéciu od jednej bazy do drugiej, w tym wypadku do bazy (Fey,...,Fe,)).
Zbiér wszystkich takich macierzy oznaczamy przez O(s.n — s) i nazywamy grupg
pseudoortogonalng. Dla s = n otrzymujemy grupe¢ ortogonalng O(n) = O(n.0).
Widaé, ze podobnie jak w przypadku ortogonalnym mamy det F = det ' = +1.
Jesli det F = 1, to F nazywamy automorfizmem wlasciwym formy q, a przeksztat-
cenie afiniczne f, dla ktorego Df = F - wladciwg izometrig pscudoeuklidesowq.
Zauwazmy, ze automorfizm F formy g przeprowadza wektory izotropowe na izo-
tropowe, poniewaz jesli q(x,x) = 0, to g(Fx, Fx) = ¢(x.x) = 0.

3. Grupa Lorentza. Jak juz zauwazyliSmy, szczegélna role odgryvwa catero-
wymiarowa przestrzen rzeczywista z niezdegencrowany formg kwadratows o sy-
gnaturze (1, 3).

DEFINICJA 1. Grupe O(1,3) nazywamy grupg Lorentza; oznaczamy ja te7
przez L.

Nastepujace oznaczenia sg standardowe w tym przypadku:

‘/' - (eO! €, €, e3>e

= teg + xyey + roey + rzes.
2 _ 42222
IxI2 = g(x) = £ — 2 — a2 — a2,

Dostateczinie interesujacy jest juz przypadek . jednowymiarowej grupy Lo-
rentza” L; automorfizinéw dwuwymiarowej przestrzeni liniowej zachowujgcych
forme

(ufu) =t* - 2%
Grupa L; opisuje ruch fizyczny po prostej (zauwazmy, ze teraz u = tep + vey).
Kazdy wektor izotropowy jest proporcjonalny albo do eg + e;, albo do ey — €.
Poniewaz kazdy operator pseudoortogonalny F zachowuje wektory izotropowe.

mamy dwie mozliwosci:
1) f(60+e1):a(e0+el)> f(eo*e]):ﬂ(eo'-e]),

2) Fleo +e1) = a(eg - 91)33 F(eo —e1) = B(eg + €1).
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Rozpatrzmy jedna z tych mozliwosci, np. pierwsza. Mamy

+ 3 -/
feo-‘»aQ[eo-’r 2691,
a— 3 o+
Fe; = 5 ey + 2ﬂe1.
Macierz at+8 a-g
2 2
F =
a—-f a+p
2 2

operatora F ma wyznacznik det ' = af3. Ograniczymy sie¢ do wlaéciwych prze-
ksztalcenn Lorentza, tzn. przyjmiemy, ze a3 = 1. Dla transformacji wspéirzednych
wektora przy przejéciu od bazy (eg, e;) do (Feo, Fe;) otraymujemy wzér

alt+a al-q
R PR (¢
) lat-a a'l+a (13)
2 2

(z macierza odwrotng do F’; rozdz. 1, § 2, twierdzenie 4), skad

o o +a t+a" -a
' 2 a~t+a )’

~1 -1
9% : —
o = + o f« Oi-{—:l? _
2 a~! 4«

Wprowadzmy oznaczenic

o~ ! o’ —1

ez =% 2
o+ ! v a? + 1 (2)

Wielkos¢ ta odpowiada fizycznej predkoéci. Zanwazmy, ze zawsze |v| < 1, a wiec
maja sens nastepujace wzory, wynikajace z (2):

9 1—v 1—-w

o= —,  a =,
14w 1+
o+ a? 1

Ostatecznie otrzymujemy
¢ t— vx o = x — vt (
Ao T
Ta elegancka posta¢ odpowiada przyjeciu, ze predko$é $wiatla wynosi 1. Pr
zwyklym skalowaniu predkosci mieliby$my

t —vx/c? , _ x—ut

I , -
Y =AYy =1 (
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co odpowiada formie kwadratowej c?t? — 2. Dla prostoty bedziemy sie posingiwaé
wzorami (3). Okazuje sie, ze réwnania elektrodynamiki Maxwella nie zwicniaja
swej postaci po dokonaniu przeksztalcenia Lorentza. Nawiazujac do idei wypo-
wiedzianej po raz pierwszy przez matematyka Henri Poincarégo, Albert Einstein
przyjal, ze wszystkie prawa fizyczne powinny by¢ niezmiennicze wzgleden prze-
ksztalcen Lorentza (dla n = 4). Stanowilo to poczatek szezegdlnej teorii wzgled-
nosci. Nie bedziemy sie zajmowac¢ interpretacja fizyczna ani konsekwencjauni wzo-
réw (3). Zauwazmy jedynie, ze jesli predkosc swiatla ¢ dazy do oc, to dla predkose
v malych w stosunku do predkosci swiatta w tym sensie, ze v/¢ — 0, prucksztal-
cenia (3') daza do przeksztalcen Galileusza

7 7
t' =1, x =1x— vt

W ogélnym przypadku kazdy punkt czasoprzestrzeni ma dwie wspolrzedne
czasowa i przestrzenna. Przypusémy, ze w danym ukladzie wspélrzednych w chwili
+ = t; mamy dwa punkty (£, ) i (1, 22). W nowym (poruszajacym sig) ukladzie
wsp6irzednych bedg one miaty juz inne czasy t, t5. Zbadajmy, jak zinieni si¢ ich
(przestrzenna) odleglosé:

513,1 _ .’IT; — xry — vty &2 — vt _ Iy — @ .
\/1—?72 \/1—~’02 1 — v?
Na odwr6t, biorgce x) = xy, otrzymamy transformacje czasu.
Jesli oznaczymy przeksztaleenie (3) przez g,., to

Gvi © Guvy = Gu

dla pewnego v. Znajdziemy parametr (predkosé) v. Prayjnmjac

¢ = t—umx o r— vyt
¢ = t' — vy’ = ' — vot’
\/1_-_053'7 1 — 'vg’
otrzymamy
= t —nix — vo(x — v)t) _ - (v1 +v2)z/(1 + viv2) ‘
Vi-ol-1=02 /T ((v; +v2)/(1+ viv2))?
Stad
U + vy
v = m

wzOr ten nosi nazwe prawa skladania predkosci.

4. Wlasciwa grupa Lorentza. W przypadku jednowymiarowym otrzymali-
$my jawny wzor (3) na przeksztalcenia Lorentza. Wzo6r ogdlny dla przeksztalcenia
zachowujacego forme
2 2 2 _ 2
q(x)zf — T — Ty — I3 (4)
5
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bylby bardzo skomplikowany. Dlatego opiszemy grupe L w nieco inny sposéb.
Kazdemu wektorowi x = (t.z, 22, x3) rzeczywistej przestrzeni R przypisujemy
mianowicie macierz hermitowska

t— 3 o — iJIl

Py = .
x T+ 1) t+ x3

(5)

stopnia 2. Odpowiednioé¢ x = Py miedzy wektorami i macierzami hermitowskimi
jest wzajemnie jednoznaczna i linjowa (nad R):

-P,ux+uy = Py +vFy, u.v e R

Kazdej macierzy zespolonej o wyznacznikn 1:

a 3

A= 5

, ad—=py=1,

tj. kazdemu elementowi grupy SLo(C), praypiszemy teraz odwzorowanie I'4 prze-
strzeni macierzy hermitowskich w te sama przestrzen, przyjmujac

Fa(Px) = APCAT,

gdzie A* jest macicrzg hermitowsko sprzezong do A, A* = A, Widaé, 7e

{Fa(Px)}" = A" PLA" = Ta(Py).
czyli istotnie macierz I'a(Py) jest hermitowska. Poniewaz,

FA(I'g(Px)) = ABP,B*A* = ABP(AB)* = F'1p(Px).
wiec
Ial'p = I'ap.
Ponadto odwzorowanic I'4 jest liniowe:
Pa(uPy + vPy) = plaA(Py) + vl a(FPy), v ER.

Zwréémy uwage na fakt, ze

det A - det Py - det A* = det Pk,

poniewaz det A = det A* = 1 7 zalozenia. Ale

det Py = #2 — :z:'f — 23 - r§
Tak wiec operator liniowy I'4 zachowuje forme kwadratows (4). Wynika stg
w szczegolnodci, ze det I'4 = +1. Proste argumenty topologiczne (ciaglosé funke
det i spdjnos¢ grupy SL2(C)) prowadza do wniosku, ze w rzeczywistosdct det [
= 1. Przy pewnym wysilku mozna to réwniez udowodnié bezposrednio (¢wicz
nie 2).

Réwnanie

: 2 2 2
t2—$1—$2—w3=0 (



m ROZDZIAL 4. PRZESTRZENIE PUNKTOWE AFINICZNE 1 EUKLIDESOWE

okresla w R? pewien stozek -- specjalna powierzchnie drugiego stopnia (czyli
kwadryke, jak powiemy w nastepnym rozdziale) o tej wlasnosci, ze prosta prze-
chodzaca przez poczatek uktadu i dowolny punkt tej powierzchni zawiera si¢ cal-
kowicie w tej powierzchni. Warunek ¢ > 0 wydziela tzw. gérng powloke stozka (6).

Latwo obliczy¢, ze jedli Ay i Ay sg (rzeczywistymi) wartodciami wlasnyini ma-
cierzy hermitowskiej Py, to

,\] + /\2 = tr Px = 2f, /\1 )\2 = det Px = tz — .'I,'.])' - .’I‘% - .’L‘%-

W szczegblnosci macierz Py jest dodatnio okreélona (rozdz. 3. § 3. p. 8) wtedy
i tytko wtedy, gdy
t>0, #—af-22-u2>0.
Z drugiej strony, z definicji dodatniej okreslono$ci wynika natychmiast. % l"“h
macierz Py jest dodatnio okreslona, to macierz I'(Py) = AP A* FOWNICE.
Wobec tego powyzsze nieréwnosci zachowuja si¢ przy dzialaniu operatora [
ktory zatem zachowuje nie tylko stozek (6). ale i jego gérng powloke.
Podsumujmy whasnosci I'4:

(i) ' jest automorfizmemn formy kwadratowej (4):
(il) det [y =
(iii) I'sx zachowuje gorna powloke stozka (6).

DEFINICJA 2. Kazdy operator liniowy R* — R? spelniajacy warunki (i) (i)
nazywamy wlasciwym przeksztalceniem Lorentza, a grupe Lt tych przcksztale n
- wladciwg grupg Lorentza.

W rzeczywistosci homomorfizm I : SLy(C) — Lt przeprowadzajacy A na /.
jest epimorfizmem (¢éwiczenie 3). Znajdziemy jego jadro. Zalézmy, 7¢ I'y = &. -

Py = AP A"

dla dowolnej macierzy hermitowskiej Py. W szczegdlnosci dla e = (1,0,0,0) mamny
Py=FiAA* = E, czyli A* = A7, a wige

AP = P A.

Dobierajac odpowiednie macierze Py, dojdziemy do wniosku, ze A = «E. a po-
niewaz det A = 1, wiec « = +1. Wobec tego Ker I" = {+FE'}.
W ten sposdh otrzymujemy

TWIERDZENIE 1. Odwzorowanie I' : A — I'y grupy SLa(C) macierzy zespolo-
nych stopnia 2 o wyznaczniku 1 w grupe LY wlasciwych przeksztatcen Lorentza
jest epimorfizmem. Kazide wlasciwe przeksztalcenie Lorentza jest przy tym od-
wzorowaniu obrazem doktadnie dwdch macierzy zespolonych rézinigeych sie tylko

znakiem. = .
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W $wietle tego twierdzenia niekiedy sama grupe SLo(C) nazywa sie grupa
Lorentza; przy naszej definicji jest to grupa ilorazowa SLo(C)/{£E} (1).

Poniewaz z definicji forma kwadratowa g(x) jest niezmiennicza wzgledem prze-
ksztalcen Lorentza, wige przeksztalcenia te zachowuja réwniez powierzchnie S,
okre$lone przez réwnania

2 — rf‘ — CLT% — .1:_?5 =c¢, c€R
Jedli ¢ > 0, to S, jest hiperboloida dwupowlokowa; dla ¢ < 0 mamy hiperboloide
jednopowlokows; wreszcie Sg to stozek (z terminologig ta bedziemy mieé stale
do czynienia w nastgpnym rozdziale). Na kazdej z tych powierzchni (i osobno na
kazdej powloce hiperboloidy lub stozka) przeksztalcenie I'y jest izometria, tzn.
zachowuje ,kwadrat odleglodci”.

Gérna powloka hiperboloidy

4~ :r,% -—:17% —:1:% =1, t>0,

wraz z dzialajacg na niej grupa izometrii LY (lub SLo(C)) jest jednym z modeli
przestrzeni Lobaczewskiego A3. Nie bedziemy si¢ na razie zatrzymywaé na samym
pojeciu przestrzeni Lobaczewskicgo, zwrécimy jednak uwage na pewien fakt. Jak
juz stwierdziliSmy, grupa przcksztalcen G pewnej przestrzeni S jest najbardziej
interesujaca w przypadkn, gdy kazdy punkt p € S mozna przeprowadzié¢ na kazdy
inny punkt ¢ € S za pomoca pewnego przeksztalcenia g € G, lub, co na jedno wy-
chodzi, kazdy punkt ¢ € S jest obrazem przy pewnym g € G ustalonego punktu
Po € S. Méwimy wtedy, ze dzialanie grupy G na przestrzeni S jest przechodnie,
Zauwazylismy juz w § 3, 7e grupa Aff(A) dziala w sposob przechodni na prze-
strzeni afinicznej A, a grupa Iso(E) - na przestrzeni euklidesowej E. Grupa O(n
dziala oczywiscic w sposob przechodni na sferze $*~! € R™ (jak to najproscie
uzasadnic?).

Wykazemy teraz, ze dzialanie wlaciwej grupy Lorentza L na A? jest prac
chodnie. Podobnie jak poprzednio, punktowi x = (t,71,22,23) € A% praype
rzgdkujemy macierz hermitowska Py (zob. (5)). Macierz ta jest zatem dodatni
okreslona i ma wyznacznik 1. Wiemy, ze kazda taka macierz mozna przedstaw
W postaci
1 0

()IA"

P,=AA"=A

jest pewng macierzy zespolong o wyznaczniku 1. Oznacza

. o
gdmeA—“,Y 6|

ze Py otrzymuje si¢ z ustalonej macierzy w wyniku izometrit 'a.

1 0
0 1

(1) Pojecic grupy ilorazowej pojawi si¢ dopiero w czescei I, choé mozna je zdefiniowaé
teraz: méwimy, ze grupa L jest grupe iorazowg grupy G wzgledem podgrupy H, jesli L
obrazem pewnego homomorfizmu okreslonego na G z jadrem H; okazuje sie, ze grupa taka (
istnieje) jest wyznaczona jednoznacznie przez G i H z dokladnoscia do izomorfizmu (pr

tium.).
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Podgrupa stacjonarng LY punktu xo = (1,0,0,0) jest zbior tych wszy stkich
izometrii I'4, dla ktdrych '

1 ol .. |[1 0
Ao 1o =fo 9l

Inaczej méwiac, AA* = E. Poniewaz réwniez det A = 1, wiec ostateczuie

Ly =SU(2)/{x£E} = SO(3)

(ten ostatni izomorfizm udowodnimy w czgéci III; nie bedziemy go na razic Wy-
korzystywac). Izometrie przestrzeni A3 nazywa sie niekiedy ruchami hiperbolics.

nyma.

CWICZENIA
1 Rozpatrzy¢ szezegdlowo drugi wariant dzialania operatora F € L (p. 3). |

2. Udowodnié, ze operator liniowy I'4 na przestrzeni R?, okredlony w punkcic 4
speinia warunek det I"4 = 1.

3. Udowodnié¢, ze homomorfizm I" : SLy(C) — L' jest epimorfizmemn. czvli
odwzorowaniem na calg grupe L.

4. Aby glebiej wniknaé¢ w aspekty fizyczne przestrzeni Minkowskiego i grupy
Lorentza, zapoznac si¢ z § 12 w czedci 2 podreeznika [2].



