PRZESTRZENIE LINIOWE
Z ILOCZYNEM SKALARNYM

Teorie¢ form dwuliniowych rozwingliSmy w rozdziale 1 czgdciowo w tym celu, by
méc przejsé od ogdlnych przestrzeni liniowych do struktur bardziej konkretnych,
a takze blizszych naszemu doéwiadczeniu — przestrzeni liniowych wyposazonych
w metryke. Przypomnijmy, ze bogactwo geometrii tréjwymiarowej wiaze sie w du-
zym stopniu z dwoma dodatkowymi poj¢ciami algebry wektoréw —- diugoscia
wektora i katem migdzy wektorami. Przejscie od czysto jakosciowego pojecia li-
niowosci, dla ktérego cialo skalaréw jest w duzym stopniu obojetne, do zwigzkéw
o charakterze ilosciowym wymusza na nas ograniczenie si¢ w praktyce do dwoch
cial: R i C. Geometria przestrzeni zespolonych zasluguje na szczegélne potrakto-
wanie zaréwno ze wzgledu na swoja wazno$é, jak i na konieczno$é wprowadzenia
form nowego typu.

§ 1. PRZESTRZENIE EUKLIDESOWE

1. Rozwazania heurystyczne i definicje. W geometrii analitycanej prze-
strzeni R? i R? wazna role odgrywa pojecie iloczynu skalarnego wektoréw, zde-
finjowanego jako iloczyn ich dlugosci i kosinusa kata migedzy nimi. Dlugodé ||x||
wektora X = z,€; + r2es + w3e; w prostokatnym ukladzie wspélrzednych jest
okreslona wzorem

x|} = \/ﬁ + x5 + 3,

w szczegblnosei [|x]] > 0, jesli x # 0. Kwadrat dlugosci wektora ||x||* = 2 4ad+as
mozna, interpretowad jako wartosé¢ dodatnio okreélonej formy kwadratowej. Odpo-
wiadajaca jej forma dwuliniowa (x | *) przypisuje wektorom x = re;+ze2+x3€3
iy = yi1e1 + yae2 + yses liczbe (x|y) = 21y, + z2y2 + z3ys. Niech ¢ = L(x,y)
bedzie katem miedzy wektorami x i y, a z = y — x ich réznica (rys. 3). Wzér
kosinuséw z geometrii elementarnej, zastosowany do tréjkata o bokach x,y,z,
stwierdza, ze
lzll® = Ixl? + Iyl — 2Nx iyl cos .
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x
Rys. 3

Z drugiej strony. wykorzystujac dwuliniowos¢ 1 symetrycznosé formy (x| #),
otrzymujemy

2 2
I2* = lly — x|I* = (y — x|y = %) = [IxII° + Iy [* - 2(x | y).
Poréwnanie dwoch wyrazen na ||z]|? daje

(x|y) = x|l ly [l cos ,

tj. liczba (x| y) jest zwyklym iloczynem skalarnym wektoréw x i y. Ta okolicznos(
sugeruje przyjgcie nastepujacej definicji illoczynu skalarnego wektoréw w R”:

(xly) = Zrz’h (1)

1=1

Wada tej definicji jest jej uzaleznienie od wyboru ukladu wspélrzednych. Aby
pozby¢ sie tego defektu, przyjmujemy nastepujaca ogoélnag definicje:

DEFINICJA 1. Przestrzeniq euklidesowg nazywamy rzeczywisty przestrzen li-
niowa V' z wyrézniong symetryczng foring dwuliniowa (x,y) — (x]y) o tej wlas-
nosci, ze odpowiadajaca jej forma kwadratowa x — (x]x) jest dodatnio okre-
Slona. Warto$¢ (x|y) nazywamy iloczynem skalornym wektoréow x i y.

Oznaczenie (x|y) (zamiast poprzednio uzywanego f(x.y)) wprowadziliémy
po to, by podkreslié, ze z nieskonczonego zbioru form symetrycznych wybralifimy
jedna i na niej budujemy strukture danej przestrzeni euklidesowej. Uzywajac ilo-
czynu skalarnego (x]y), zamierzamy wprowadzi¢ pojecia dlugosci wektora i kata
miedzy wektorami; wynikajaca stad niejednoznacznosé tych pojeé mozna pordw-
naé do dowolnosci zwigzanej z wyborein skali przy mierzeniu odcinkéw na prostej.
Noczyn skalarny oznacza si¢ czesto przez (X,y) lub (x,y), u nas jednak oba te
oznaczenia sa juz zajete: (X,y) to para wektoréw (clement iloczynu kavtezjan-
skiego V x V), a (x,y) jest podprzestrzenia rozpieta na wektorach x iy.

Powtorzmy zatem: przestrzen euklidesowa to para (V, (x|*)), gdzie V' jest
przestrzenia liniowg nad R. a (x| ¥) — ustalona symetryczng dodatnio okreslony
forma dwuliniows na V', zwang iloczynem skalarnym. Oto gléwne wlasnosci ilo-
czynu skalarnego:

(i) (xly)=(Ix)vx,y € V;
(i) (ax+ By |z) = a(x|z)+ 8(y|2) Vo, 5 € R;
(iii) (x|x)>0Vx#0 ((0|x)=0).
2



i f’f § 1. PRZESTRZENIE EUKLIDESOWE m

Lloczyn skalarny w R™ okre§lony wzorem (1) (zwany standardowym iloczynem
skalarnym na R™) spelnia oczywiicie powyzsze warunki -— w przeciwnym razie
nasza ogdlna definicja nie mialaby sensu.

Przykiad 1. Niech V = P, bedzie przestrzenia liniowg wielomianéw rzeczy-
wistych stopni < n — 1, a [a,b] C R — ustalonym przedzialem domknigtym.
"7 wlasnoéci calek wynika, ze przypisujac dwém wektorom (wielomianom)
-~ f,9 € Py liczbe

b
(Flg) = / 7 (Hg(t) dt, (2)

i okre$lamy iloczyn skalarny na V. Wyrazanie tego iloczynu skalarnego w ter-
; minach naturalunej bazy (1,t,...,t""!) byloby bardzo niewygodne. Warto za-
uwazy¢, ze ten sam wzor (2) okresla iloczyn skalarny w nieskonczenie wymia-
rowej przestrzeni Cla, b] funkcji cigglych na [a, b] o wartodciach rzeczywistych.
. Otrzymang w ten sposéb nieskoiiczenie wymiarows przestrzen euklidesows
{ bedziemy oznaczaé przez CL?|a, b].

2. Podstawowe pojecia metryczne. Niech V bedzie przestrzenia euklide-
sowg z iloczynem skalarnym (x| ).

DEFINICJA 2. Dlugoseig lub normg ||v|| wektora v € V nazywamy liczbe rze-

czywistg nieujemna
vl = v (viv). (3)

Poniewaz (v|v) > 0, wigc dlugo$é dowolnego wektora jest okreslona, prazy
czym v # 0 = ||lv]| > 0. Jedli A € R, to ||Av|| = V(AV]Av) = [A] - [Ivl.

Zauwazmy w tym miejscu, ze dowolna podprzestrzen liniowa U przestrzeni
euklidesowej V' jest réwniez przestrzenig euklidesowa, gdyz obcigcie formy (x| *)
do U wyznacza forine dwuliniowg U x U — R, ktéra jest oczywiscie nadal syme-
tryczna i dodatnio okreslona. W szczegdlnosci samo cialo R jest jednowymiarowa
przestrzenig cuklidesowa, w ktérej diugoscia wektora jest wartoéé bezwzgledna
liczby rzeczywistej. W ogdluym przypadku symbole | % | i || x || beda przez nas
uzywane w réznych znaczeniach.

Wektor o dlugosci 1 nazywamy unormowanym. Kazdy wektor x # 0 mozna

unormowac, mnozac go przez odpowiedni skalar: mianowicie dla wektora x’ =
“%“x mamy

Il =

Zanim zdefiniujemy kat migdzy wektorami, wrécimy jeszcze raz do wilasnoéci
(i) iloczynu skalarnego.

Wi—(le = H)I;HHXH =1.
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TWIERDZENIE 1 (nieréwnoéé Schwarza). Dla dowolnych wektoréw x iy
przestrzeni euklidesowej V' zachodzi nieréuwnosé

|G [ y)] <l Iy ll- (4)

Dowéd. Z dodatniej okreslonosei iloczynu skalarnego (wlasnosé (iii)) wynika. ¢
dla dowolnej liczby rzeczywistej A zachodzi nieréwnosé

N(x[x)~2Mx[y) + (¥ ]y) = (Ax -y |ix-y) > 0. (5)

Dla ustalonych x,y € V lewa strona nieréwnosci (5) jest tréjmianem kwadrato-
wym f()\). Poniewaz f(A) > 0 dla kazdego A € R, wigc wyréznik tréjmiann jost
niedodatni: D(f) = (2(x|y))?> — 4(x|x) - (y |y) < 0, skad

(x]y)* < (x]x)- (y]y). (6)
Wyciagajac dodatni pierwiastek z obu stron i wykorzystujac definicje (3) dingosci
wektora, otrzymujemy (4). »

Uwaga. Rownosé |(x]y)| = ||x|| llyll oznacza, ze D(f) = 0, czyli tréjmian f ma
(jeden) pierwiastek rzeczywisty Ao. Wtedy z (5) wynika, ze (Aox — y | dox —y)
= 0, cayliy = Mpx. Tak wigc iloczyn skalarny wektoréw jest réwny (co do wartose
bezwzglednej) iloczynowi ich norm dokladnic wtedy, gdy wektory te sq wspotli-
niowe (proporcjonalne).

Przyktad 2. Zapiszmy nieréwnos$¢ (4) dla standardowego iloczynu skalar-

nego w R"*:
n n n
DIEMERDIEIN DI @

oraz dla iloczynu skalarnego (2) w przestrzeni CL?{a, b] (rzeczywistych) funk-

cji ciaglych:
b b b
/ f(t)g(t)dt!<\[/ f(t)?dt-\/ [ stwra Q

Nieréwnoéé (8) odgrywa wazng role w analizie.

Nieréwno$¢ Schwarza oznacza, 7c jesli x,y # 0, to

(x|y)
I ] S

Wynika stad, ze iloraz (x |y)/(lIx||- ly]l) jest kosinusem écisle okreslonego kata -

(x]y)
x|l - {lyfl
Ten kat wlaénie, na mocy definicji, uznajfmy za, kgt miedzy wektorami x 1y.

~-1< 1.

COS p = 0<psm 9)
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DEFINICJA 3. Wektory x i y nazywamy ortogonalnymi lub prostopadlymi
(oznaczenie: x L y), jesli kat miedzy nimi wynosi /2, tj. (x|y) = 0.
Wektor zerowy jest ortogonalny do kazdego wektora. Zauwazmy ponadto, ze
xLy = lx+yl?=Ix|* + ly}?

(twierdzenie Pitagorasa), przy czym u nas ten elementarny fakt geometryczny jest
wnioskiem z formalnych wlasnoéci iloczynu tensorowego. Nieco bardziej ogélne
jest analogiczne stwierdzenie dla wiekszej liczby wektoréw: jesli wektory x,y, z,
u,... 53 parami ortogonalne, to

Ix+y +z+ut =y I+ 2l
Jako ¢éwiczenie Czytelnik zechce sprawdzié, ze
Ixl =livll = x+yLlx-y
(przekatne rombu sa prostopadle).

Z twierdzenia 1 wynika

WNIOSEK (nieré6wnos¢ trdjkata). Diugosci wektoréw x|, |lyll ¢ IIx £ y||
spelniajg nieréumosdé

lIx & yif < ljxfi + iyl (10)
Dowéd. Istotnie, z nieréwnosci Schwarza wynika, ze

lx =yl = IxI® + [yll? £ 2(x | y) < lIxI? + [yl + 2i(x | )]
<l + iy 12+ 20x) - iyl = (=l + lylD?. =

Przyktad 3. W przestrzeni funkeyjnej C'L?{a, b] nieréwnosé tréjkata prayj-
muje postaé

b
\/ / (f(t) £ g(t))2dt < \/ / b F(t)2dt + / b g(t)2dt

(nieréwnosé Minkowskiego).

3. Ortogonalizacja. W przestrzeni R” ze standardowym iloczynem skalar-
nym (1) wektory e; = (0,...,1,...,0) (z jedynka na i-tym miejscu) sg parami
ortogonalne i stanowia baze. Mamy prawo spodziewa¢ sie, ze w kazdej przestrzeni
euklidesowej mozna znalez¢ baz¢ o podobnych wtasnoéciach. Sformutujmy do-
kladnie nasze oczekiwania wobec takiej bazy.
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DEFINICJA 4. Baze (ey,...,en) przestrzeni euklidesowej V nazywamy ortogo.
nalng, jesli (e;|e;) = 0 dla dowolnych i # j (i,7j = 1,...,n). Jedli ponadtg
(ei | e;) = 1 dla kazdego i, to baze nazywamy ortonormalng.

Inaczej méwiac, wszystkie wektory bazy ortonormalnej majg dlugosé 1. Z kaz-
dej bazy ortogonalnej mozna otrzymaé¢ baze ortonormalna, normujac wektory

bazowe.
Nastepujacy fakt jest niemal oczywisty:

TWIERDZENIE 2. Jesli niezerowe wektory ey, ...,e, € V sqg parami ortogo-
nalne, to sg liniowo niezalezne. Jesli wiec m = dim V', to wektory takie stanowig

baze ortogonalng w V.

Dowéd. Drugie stwierdzenie wynika z definicji bazy. Aby udowodnié¢ pierwsze,

przypusémy, ze
ae; +...+ape, =0

jest nietrywialna zaleznoscia liniowg; nicch np. aix # 0. Mnozac skalarnic obie
strony powyzszej rownosci przez ey, otrzymujemy
0=(0|ex) = (1€ + ...+ @mem | ex)
=ai(er|ex) +... +akler|er) + ...+ am(en |er) = ar(ex | ex).
gdyz z zalozenia (e; |ex) = 0 dla i # k. Z drugiej strony, (ex|er) # 0, a wicc

oy = 0; sprzecznosé ta konczy dowdd. s

Twierdzenie 2 bedzie wykorzystywane przy konstrukceji bazy ortogonalncj. ale
samo jej istnienie mozna otrzymac bezposrednio:

TWIERDZENIE 3. W kazdej n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej V' istnicje
baza ortonormalna.

Dowéd. Forma kwadratowa g(x) = (x| x) = ||x||? na V jest dodatnio okreslona.
Istnieje wiec baza (ey,...,e,) w V, w ktérej forma ta ma postaé kanoniczny

q(x)=xf+...+:1:i

dla x = z,€, + ...+ zpe, (rozdz. 1, § 4, p. 8). lloczynem skalarnym odpowiada-
jacym tej formie kwadratowe] jest (1). Oznacza to jednak, ze (e; | e;) = d;;. czyli
baza (ey,...,ep) jest ortonormalna. m

Zauwazmy, ze W bazie ortonormalnej wspolrzedne wektora X s réwne iloczy-
nom skalarnym tego wektora przez wektory bazy:

(xlez-) = T;. }
6



§ 1. PRZESTRZENIE EUKLIDESOWE m

DEFINICJA 5. Jesli wektor e ma dlugoéé 1, to iloczyn skalarny (x | €) nazywamy
wspdlrzedng wektora x na osi (e)g.

Tak wiec wspolrzedne wektora x w bazie ortonormalnej (ey,...,e,) sa jego
wspélrzednymi na osiach (e;)g.

Efektywna konstrukcja bazy ortonormalnej odbywa si¢ za pomocg tzw. ortogo-
nalizacji Grama-Schmidta, ktéra to procedura wystepuje w rozmaitych dzialach
analizy i geometrii. Zauwazmy najpierw, ze zbior wszystkich wektoré6w ortogonal-
nych do danego wektora v stanowi podprzestrzen liniowg, zwang dopelnieniem
ortogonalnym wektora v. Istotnie, jeslix L viy L v, tj. (x|v) = (y|v) =0, to
réwniez

(ex+ Py |v) =ax|v)+8(ylv)=0 Va,peR.
Méwimy tez, ze wektor v jest ortogonalny do podprzestrzeni U C V, jedli v L u
dlakazdego u € U. Jedli (ey, ..., e, ) jest baza w U, to oczywisciev L U & v L e;
dlai=1,...,m. Zbiér wszystkich wektoréw ortogonalnych do podprzestrzeni U
stanowi réwniez podprzestrzen liniows.

DEFINICJA 6. Podprzestrzen liniowa zlozona z wszystkich wektoréw ortogo-
nalnych do podprzestrzeni liniowej U C V oznaczamy przez U+ i nazywamy
dopelnieniem ortogonalnym podprzestrzeni U w V.

TWIERDZENIE 4 (o ortogonalizacji Grama—-Schmidta). Niech ey,..., e,
bedzie uktadem wektoréw liniowo niezalesnych w przestrzeni euklidesowej V. Wte-
dy istnieje uklad ortonormalny €',. .., € taki, Ze (e,...,e;) = (€],...,e}) dla
kazdego i < m.

Dowéd. Dla i = 1 wezmy €| = Ae;, gdzie A = |le;]]”'. Wtedy (e1) = (€)).
czyli teza zachodzi dla i = 1. Przypuéémy, ze dla pewnego k (1 < k < m)
skonstruowali$my juz uklad ortonormalny e, ..., e} w taki sposéb, 7c L; = L]
dlai=1,...,k, gdzie L; := (e,,...,e;) i L. := (e}, ...,e}). Pokazemy, jak znalez¢
wektor e} _ , .

Rozwazmy wektor

k
7/
V= €r41 — E Ai€;,
i=1
gdzie \; sa (na razie dowolnymi) skalarami. Wektor ten jest zawsze niezerowy,

poniewaz €y4y € L} = L. Ponadto dla dowolnych \; zachodzi réwnos¢

(e’]""aeinv) = (ela"'aekaek-l-l)

(gdyz kazdy wektor wypisany po lewej stronie réwnosci nalezy do przestrzeni
po prawej stronie i na odwrét). Dobierzemy liczby A; tak, by wektor v byl or-
togonalny do Lj. Jak wiemy, wystarczy zapewni¢ ortogonalno$é¢ do wektoréw

7
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bazowych:

k
0= (v[e;-) = (€k41 [e3) - (Zz\ie;

i=]

/
&)

k
— / i ! N / i - .
= (€41 | €)) — E :)\I(ei l€}) = (ex+1 €)= Aj,  J=1,....F
i=1
. " . 13 ra ki > - R ’ ’ - X
Widaé, ze jedli przyjmiemy \; = (€x+. | €}), to wektor v # 0 bedzie ortogonalyy
/ LI 7 — : —_ —1. /
do Lj. Definiujemy e; w1 = Bv, g(lZle’,u = |lv||~'; wtedy wektory e..... e,
sg ortonormalne i spelniaja warunek Li | = Ly41, co koficzy indukeyjny dowg

twierdzenia. =

WNIOSEK. Kazdy uklad ortonormalny w skonczenie wymiarowej przestrzen ¢,
klidesowej V' mozna uzupelnié do bazy ortonormalnej tej przestrzeni.

Dowéd. Majac uklad ortonormalny (e, ...,e,,) w V, mozemy go uzupclic¢ do
bazy (€1,...,€m,€ms1,-..,€n) WV (rozdz. 1, § 2, twierdzenie 3). Wystarczy te-
raz przeprowadzi¢ dla tej bazy procedurg ortogonalizacji Grama: Schmidta, zaczy-
najac od wektora e,,.; (tzn. nic zmieniajac wektorow ey, .. ., €,,; zob. poprzedni

dowdd). m

Rozumowanie podobne do procedury ortogonalizacji Grama Schmidta pro-
wadzi do dowodu kolejnego twierdzenia:

TWIERDZENIE 5. Niech L bedzie skoriczenie wymiarowq podprzestrzeniq li-
niowq przestrzeni euklidesowej V., a L+ - jej dopelnieniemn ortogonainym. Wicdy

V=L®L* L[*1t=1L. (11)

Dowéd (). Niech (e;,....e,) bedzie baza ortonormalng w L. Dla dowolnego
wektora v € V' defininjemy

m
u= E (vieje,, w=u-wv.
i=1
Wtedy oczywiscie v = u + w, przy czym u € L. Pokazenmy, ze w € L*. Istotnic.

m

(w]e;) = Z(Vlei)(ei le;) —(v]e;) =(v]e;)-1—-(v]e;) =0, j=1..... .

Tak wiec V = L + L+,

(!) Sformulowanie twierdzenia i jego dowéd zostaly nieznacznie przeredagowane. W szcze-
g6lnosci nie zakladamy, ze przestrzen V jest skorczenie wymiarowa; bedzie to wykorzystane

w § 5 (przyp. tlum.).
8




ﬁ | § 1. PRZESTRZENIE EUKLIDESOWE 103 |

Niech x € L N LY. Poniewaz x € L, wiec x L L1; ale réwniez x € L+, wiec
x L x, czyli x = 0. Zatem suma L + L jest prosta: V = L ® L.

Z rozkladu v=u+w (u € L, w € Lt) wynika, ze jesli v e L1+ = (L)L,
to0 = (viw) = (u+wlw) = (w]w), czyliw = 0, a wigc v=u € L.
Wobec tego L1 ¢ L. Zawieranie w drugg strone jest oczywiste: L L L+, zatem
Lc(LYHt (). m

4. Izomorfizmy przestrzeni euklidesowych. WidzieliSmy. ze odpowiedni
wybdr bazy ortonormalnej w skonczenie wymiarowej przestrzeni euklidesowej V
pozwala na zapisanie iloczynu skalarnego w standardowej postaci (1). Fakt ten
oznacza w istocie, ze ze wzgledu na swoje wlasnodci metryczne przestrzenie V
i R™ sy nierozroznialne. Dokladniej wyraza to

TWIERDZENIE 6. Dowalne dwie przestrzenie euklidesowe V i V' tego samego
skoriczonego wymiaru sq tzomorficzne jako przestrzenie euklidesowe, tzn. istnieje
izomorfizm f : 'V — V' przestrzeni liniowych (zob. definicj¢ w rozdziale 1, § 2,
p- 3), zachowujgcy iloczyn skalarny:

(x|y) = (f(x) | F(y))'. (12)

gdzie (x| %)’ oznacza iloczyn skalarny w V'.

Dowéd. Rozpatrziny (dowolne) bazy ortonormalne (ej,...,e,) w V oraz
(e],...,e,) w V. Odpowiedniosé

/ / /
f:x=re +...+1,8,— X =r1€]+...+2,€,

jest oczywiscie izomorfizinem przestrzeni liniowych. Poniewaz w V i V7 iloczyny
skalarne (x|y) i (x'|y’) oblicza si¢ wedlug tego samecgo wzoru (1) (na mocy
ortonormalno$ci obu baz), warunek (12) jest réwniez spelniony. =

Twierdzenie to pozwala przettumaczy¢ na jezyk geometrii elementarnej kazde
stwierdzenie sformulowane w jezykn dzialah na wektorach z V i iloczynu skalar-
nego. Na odwrot: kazde twierdzenie o charakterze metrycznym, odnoszace sig
do obiektow przestrzeni R® lub R?, pozostaje prawdziwe w dowolnej przestrzeni
euklidesowej V' tego samego wymiaru.

Skoro juz méwimy o izomorfizmach, rozwazmy przestrzen dualna (sprz¢zona)
V* do przestrzeni euklidesowej V' w sensie definicji z rozdziatu 1 (§ 3). Dla kazdego
ustalonego wektora v € V odwzorowanie x — (x|v) okresla oczywiscie forme

(l) Warto zwrécié¢ uwage, iz z twierdzenia 5 wynika, ze rozktad wektora v € L na sume
utw, gdzieu€ Liwé€ L', jest jednoznaczny, w szczegélnosci wektor u nie zalezy od wyboru
bazy ortonormalnej w L. Odwzorowanie P : V. — V| v r» u, nazywamy rzutem nrtogonalnym
przestrzeni V na podprzestrzen L: inaczej méwiac, jest to operator rzutowania na L réwnolegle

do L+ (przyp. ttum.). o
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liniowy
Py = (x|v): V - R,

6. (x| v) € V*.

TWIERDZENIE 7. Odwzorowanie @ : v — (x|v) = &, jest monomorfizmen
przestrzeni liniowej V' w jej przestrzen dualng V*. W szczegbinosci, jesli prze-
strzen V jest skonczenie wymiarowa, to @ jest izomorfizmem. Przy tym. izomor-
fizmie kaida baza ortonormalna (ey,...,e,) przestrzeni V przechodzi na dualng
do niej baze (e'....,e") przestrzeni V*,

Dowdéd. Poniewaz iloczyn skalarny (x| v) jest liniowy wzgledem v, wiec odwzo-
rowanie @ jest liniowe:

Qsau-i—ﬁv = (* |au + /3V) = C}',(* l ll) + [5(* |V) - Q'@u -+ ﬁqjv

Ponadto Ker @ = {0}, poniewaz jedli v € Ker @, to (x|v) = 0 dla kazdego x € V
i w szezegdlnodel (viv) =0, ezyli v =0,

Jesli przestrzen V jest skonczenie wymiarowa i (e;) jest dowolng jej baza or-
tonormalng, to podobnie jak kazdy element przestrzeni V*, forma liniowa ([ v)
wyraza, sie liniowo przez wektory ¢!....,e" € V* bazy dualnej do (e;). W szcve-
golnosci

n
Do, = (x| &) = Za,kjek, j=1,....n.
k=1
Baza (e;) jest jednak ortonormalna, wiec
n n
6y = (eile;) = D arjer(e) = andi = ayj,
k=1 k=1

a stad ‘
(xlej)=¢. j=1,....n. = (13)

Tak wiec w skonczenie wymiarowej przestrzeni euklidesowej V' kazdy wektor
v € V mozna uwazaé jednoczesnie za forme liniowa v : V — R. Przy tym utozsa-
mieniu kazda baza ortonormalna w V' jest dualna sama do siebie. Bedziemy wyko-
rzystywaé ten naturalny izomorfizm (poréwnaj go z izomorfizmem V = V** dla
zwyklych przestrzeni skonczenie wymiarowych) przy badaniu operatordw linio-
wych. Izomorfizm & jest izomorfizmem przestrzeni euklidesowych w sensie twicr-
dzenia 6, jesli okreélimy w V* iloczyn skalarny wzorem

(Cefu) [ (x| V)" := (u]v)

(Czytelnik zechce sprawdzi¢, ze wszystkie aksjomaty iloczynu skalarnego sa spel-

nione).
10
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5. Bazy ortonormalne i macierze ortogonalne. Poniewaz bazy ortonor-
malne w przestrzeni euklidesowej pelnig szczegdlnie wazna role, warto sie przyj-
rze¢ regulom transformacji przy przejsciu od bazy ortonormalnej (e, ..., e,) do
innej takiej bazy (e],....e). Jak zwykle piszac

/ . (
e; = aje +azjex+...+anjen, j=1,....n (14)

otrzymamy macierz przejécia A = (ai;), ktérej k-ta kolumna sklada sie ze wspdl-
rzednych wektora e}, w bazie (er,...,e;). Na razie przepisalismy tylko wzory

z rozdzialu 1 (§ 2, (3)) i jedyne ograniczenie na A to det A # (0. Wykorzystamy
teraz ortonormalno$¢ baz:

bij = (e}|e}) = (Z”rk.iek:‘ Zaljel) = Zamau(ek ler) = Z(I-kiakj-
k l k.l k
Zatem o
0 dlai#j,
1 dlai=j.
Wprowadzajac macierz transponowana, mozna krétko zapisaé¢ (14) (lub (15))
w postaci

(1,],'_0,1]' + (1.21'(1,23' + ...+ (zm-anj = { (15)

‘A A=E, (16)
czyli A= ='A. Ale A='A = E = AA~' = E, wiec réwniez
A-'A=E, (16)

co prowadzi do zaleznodci

0 dlai#j,

— /
31041 + G202 + ...+ Qindy, = { 1 dlai= ;. (15 )
DEFINICJA 7. Ruzeczywisty macierz kwadratowa A = (a;;) spelniajacy jeden
z réwnowaznych warunkéw (15), (1587), (16) lub (16”) nazywamy macierzg ortogo-

nalng (1). Zbiér wszystkich macierzy ortogonalnych stopnia n oznaczainy przez

O(n).

Bezposrednio mozna sprawdzi¢ (wrécimy jeszeze do tej kwestii), ze O(n)
jest grupa. Nazywamy ja grupg ortogonalng. Jesli A jest macierza ortogonalng

i(e1,...,e,) jest baza ortonormalna, to uklad (e},...,e!) okreslony wzorami
(14) jest tez bazy ortonormalng.

Doszlismy zatem do nast¢pujacego wniosku:

TWIERDZENIE 8. Macierz przejscia od jednej bazy ortonormalnej do drugiej

jest ortogonalna; na odwrét, kazda macierz ortogonalna jest takq macierzq przej-
$cia. m

(1) Warto zwricié uwage na interpretacje geometryczna warunkéw (15) i (15"): np. (15)
oznacza, ze kolumny macierzy A sa ortonormalne jako wektory przestrzeni R™ ze standardowym
iloczynem skalarnym (przyp. tlum.).

11
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Zauwazmy, ze ze wzoréw (14) i z ortonormalno$ci wektoréw bazowych imozns
otrzymaé interpretacje geometryczng elementéw a;; macierzy przejécia A. Mia.
nowicie

a;j = (e; | €}) = cosp;;, (17
gdzie p;; jest katem miedzy starym wektorem bazowym e; a nowym wektoren
bazowym e.

Przechodzac do wyznacznikéw w réwnosci (16), otrzymujemy (det A)? = 1.
czyli wyznacznik macierzy ortogonalnej jest réwny 1 lub —1.

Z rozdziatu 1 (§ 2) znamy regule tran%formacji wspdlrzednych wektora pray
zinianie bazy: jesli x = Y_ vie; = Y wlel, to

/ .
Iy = E (l,jj.’l?j, ?==l,....'n..
)

Teraz wicmy jednak ponadto, ze A~' = ‘A, wiec

r __ . . __1
;=) ajr;, i=1,...,n
J

6. Przestrzenie symplektyczne. Pojecie iloczynu skalarnego ma wicle wa-
riantéw. Mozemy np. rozpatrzy¢ (jak w § 4 rozdzialu 1) niezdegenerowany anty-
symetryczna forme dwuliniowg na skofczenie wyiniarowej przestrzenmi V. Forug
taka, czesto oznaczang przez [x|y], nazywa sie skosnym iloczynem skalarnym
lub formgq symplektycang. Pare (V, [x| x]) nazywany przestrzeniq symplektyczng.
Jak wiemy (rozdz. 1, § 4, twierdzenic 9), wymiar przestrzeni V jest wtedy pa-
rzysty, dimV = 2m, a w odpowiedniej bazie (tez zwanej symplektyczng) ma-
cierz formy dwuliniowej [+ | *] ma standardowa posta¢ J (lub .J)). Twicrdzenic
to mozna przeformulowaé nastepujaco: wszystkie przestrzenie symplektyczne tego
samego wymiaru sq¢ izomorficzne.

Podobnie jak w przypadku przestrzeni euklidesowych (1), naturalne jest roz-
patrzenie grupy operatoréw liniowych na V', zachowujacych forme symplektyczni:

DEFINICJA 8. Jesli V jest przestrzenig symplektyczna, to operator liniowy A :
V — V nazywamy symplektycznym, jesh

x| Ay] = [x]y] Vxy eV =R

Zbiér wszystkich takich operatoréw jest grupa: nazywamy ja grupg symplektyczng
przestrzeni V' i oznaczamy przez Sp(V).

Macierz A operatora symplektycznego A w bazie symplektycznej spetnia wa-

k
riume O _ Em
Enm 0

12
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(l) 70b. § 3. p. 2 (przyp. tlum.).
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Macierze takie, réwniez zwane symplektycznymi, tworza grupe symplektyczna
Sp(2m), izomorficzna z grupa Sp(V). Z powyzszego wzoru wynika, ze det A = +1;
w rzeczywistosci det A = 1, co wynika bezposrednio z twierdzenia 10 w rozdziale 1
(§ 4, p. 10):
1 = Pf(Jy) = PE(*fA - Jo - A) = (det A) Pf(Jp) = det A.
O tym, ze zbidér Sp(2m) jest rzeczywiscie grupa, czyli jest zamkniety wzgledem
awyklych dzialah (A, B) — AB i A — A7, mozna si¢ tez latwo przekonad

bezposrednio.
Dla m = 1 mamy izomorfizm Sp(2) = SLy(R) (macierze o wyznaczniku 1).

Istotnie, dla a, 3,7, € R réwnosé
o 3 0 —(a«s—ﬁv)“zllo —1“

’ 0 -1} o B _
v St ol 1y o)t Ntad—pBy 0 1 0

jest réwnowazna warnnkowi d — Sy =1. m

W punkcie 5 widzieli$my, ze macierze ortogonalne to dokladnie macierze przcj-
scia od jednej bazy ortonormalnej do drugiej. Analogicznie macierz przejécia od
jednej bazy symplektycznej do drugiej jest macierza symplektyczng i kazda ma-
cierz symplektyczna jest takg macierzg przejécia.

Widmo macicrzy symplektycznej (lub operatora symplektycznego) ma szereg
interesujacych wilasnosci:

TWIERDZENIE 9. Zachodzi implikacja

. 1
(A€ Sp(V)idimV =2m) = xat)=t""yaA (;‘)

. 2 . . .
Innymi slowy, xa(t) = Y. i pa:t" jest wielomianem zwrotnym: a; = agm-; € R

dlai=1,2,... Wszczegilnodei jesli A € C jest pierwiastkiem charakterystycznym.
operatora symplektycznego, to sq nimi réwniez liczby 1/X, A ¢ 1/A.

Dowéd. Wiemy, ze kazda macierz ma ten sam wielomian charakterystyczny co
jej macierz transponowana oraz ze wielomiany charakterystyczne macierzy po-
dobnych sa réwne. Z réwnosci '‘AJoA = Jo wynika, ze A7' = J; ' *AJy. Zatem
Xa-1(t) = xa(t). Wystarczy teraz zauwazyé, ze poniewaz det A = 1, wiec
Xa-1(t) = det(tE ~ A™1)
=det(tE — A7) det A = det(tA — E) = det(E — tA)

. 1
=" det(-{E - A) =1ty 4 (-i—) =

Widzimy, ze zbior pierwiastkéw charakterystycznych operatora symplektycz-
nego jest symetryczny nie tylko wzgledem osi z (jako zbiér pierwiastkéw wielo-
13
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Rys. 4

mianu rzeczywistego), ale réwniez wzgledem okregu |z| = 1, tzn. jest niezmicny;.

czy wzgledem inwersji A — 1/X (rys. 4).
Niekiedy w przestrzeni symplektycznej V' ze standardows struktura J, (w Wy.

branej bazie):

m

[X I y] = Z("I;i+myi = TiYigm),

=1

wprowadza sie stowarzyszong (cho¢ nie kanonicznie, tzn. w sposéb zalezny o
wyboru bazy) strukture euklidesows

Dla formy [x|y], podobnie jak dla kazdej formy dwuliniowej (zob. § 3), istnicje
operator liniowy J taki, ze

x|yl = (x| Ty).
Antysymetrycznosé¢ formy [x|y] pociaga za sobg antysymetryczno$é operatora
J (tzn. (Ix|y) = —(x|Jy))- Macierza operatora J w wybrancj bazic jest

wiasnie Jo. Mamy oczywiscie J2 = —~€ i J € Sp(V). Je§li przypomnimy sobic. %
przestrzen V rozklada si¢ na sume¢ prostg plaszczyzn hiperbolicznych (rozdz. 1.
§ 4, twierdzenie 9), to operator J mozna interpretowaé jako obrét o kat 7/2 na
kazdej z tych plaszczyzn.

Podprzestrzen II C V nazywamy osobliwg, jesli [II | IT] = 0, tj. [x |y] = 0 dla
dowolnych x,y € V (ortogonalnoéé¢ wzgledem formy [ | *]). Z definicji operatora
J wynika, ze podprzestrzen IT jest osobliwa dokladnic wtedy, gdy podprzestrzenic
II i J(IT) sy ortogonalne w sensie euklidesowym, tzn. wzgledem formy (x| *).

Poniewaz operator J jest nicosobliwy, wiec dim IT = dim J(IT), w szczegdlnosci
wymiar podprzestrzeni osobliwej IT w V = R?™ nie przckracza m.
Operator J, spelniajacy warunek J? = —&, pozwala ponadto wprowadzi¢

w przestrzeni symplektycznej V strukture zespolona. Co nalezy przez to rozumicé,

wyjasénimy w § 4. 14
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CWICZENIA

§ 1. PRZESTRZENIE EUKLIDESOWE - m

W przestrzeni Pz wielomianéw rzeczywistych stopni < 3 wektory 1 i ¢
sa ortogonalne wzgledem iloczynu skalarnego okre§lonego wzorem (f|g) =

f_ll f(t)g(t) dt (szczegllny przypadek wzoru (2)). Znalezé:

(a) podprzestrzen (1,t);
(b) baze ortonormalng w Ps.

Niech (V,(x|x)) bedzie tréjwymiarowa przestrzenia euklidesowsa, w ktérej
%2 = (x|x) = 3z} + 225 + T3 — 41129 — 23123 + 2x0a3 (sprawdzié, ze
forma ta jest dodatnio okreslona). Znalezé:

(a) kat a miedzy wektorami x = {1,1,1]iy = [2,2,1];

(b) wszystkie wektory ortogonalne do x = [1,1,1].

Wykorzystujae algorytm ortogonalizacji Grama-Schmidta. udowodnié, ze
kazda macierz nieosobliwag A = (a;;) € M,(R) mozna zapisaé w postaci
iloczynu A = BC macierzy ortogonalnej B i macierzy goérnotrojkatnej C
(w szczegdlnodei det C = + det A).

Zbiér M, (R), rozpatrywany jako n’-wymiarowa przestrzen euklidesowa zc
standardowym iloczynem skalarnym, zawiera grupe O(n) macierzy ortogo-
nalnych, okre$lonych przez n(n + 1)/2 réwnosci (15) lub (15’). Tak wigc O(n)
mozna uwazaé za ,rozmaitoéé¢ algebraiczng” wymiaru n? — n(n 4 1)/2 =
n(n —1)/2 = dimo(n), gdzie o(n) jest przestrzenia liniowy macierzy antysy-
metrycznych stopnia n. Naturalne jest oczekiwanie, ze miedzy zbiorami O(n)
i o(n) zachodzi jaki§ naturalny zwigzek. Przyklad takiego zwiazku otrzymuje
sie za pomocg transformacji Cayleya

K=(E-A Y E+A), A=(E-K)"Y(E+K). (18)
Nalezy wykazac, zc jesli A € O(n) i det(E— A) # 0, to K € o(n). Jest réwniez
na odwrét: kazdej macierzy K € o(n) odpowiada A € O(n) z 1 € Spec A. Przy
tej odpowiednio$ci nalezy zatem z ,rozmaitosci algebraicznej” O(n) usunaé
»hiperpowierzchni¢” okre§long réwnaniem det(E — A) = 0.

Mozna rozpatrzyé¢ inna transformacje Cayleya:
K=(E+A) (E-4), A=(E+K){E-K) (19)

wtedy z O(n) trzeba usungé  hiperpowierzchni¢” o réwnaniu det(E + A) = 0,
tj. macierze ortogonalne, dla ktérych —1 ¢ Spec A.
Nalezy wykaza¢, ze przeksztalcenie (19) realizuje opisang odpowiednios¢.

Sprawdzié¢, ze macierze ortogonalne odpowiadajace macierzom antysyme-
trycznym przy transformacji Cayleya ((18) lub (19)) maja wyznacznik 1 (zbiér
takich macierzy ortogonalnych oznaczamy przez SO(n)).

Udowodnié, ze wielomian charakterystyczny x 4(¢) macierzy A € O(n) spelnia
warunek
t"xa(1/t) = Exa(t).
15
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7. Niech A =[Ay),. .., A@n) bedzie dowolng macierza, ktérej wiersze sa paramj
ortogonalne. Udowodnié, ze

det A] = |41l - [ A

gdzie || % || to standardowa norma wektoréw w R™.

¢+ Niech X = [X“), ... X(m] € M,(R). Udowodnic, 7e
|det X| < IXnll-- - 1 Xl

(n2zeroumosé Hadamarda).

.
7

§ 2. PRZESTRZENIE UNITARNE

1. Formy hermitowskie. Wiele zagadnien matematycznych sprowadza si¢
do probleméw dotyczacych operatoréw liniowych dzialajacych w przestrzeniach
zespolonych, dlatego warto pogwigci¢ im osobng uwage. Bogactwo relacji metrvey-
nych w przestrzeniach euklidesowych nad R sugeruje, by wprowadzi¢ pojecie ilo-
czynu skalarnego réwniez w przypadku zespolonym. Jednak standardowa forma
dwuliniowa s(x,y) = )91 + ... + Ty, 2 25,y; € C nic moze juz byé¢ teraz
punktem wyjécia, poniewaz odpowiadajaca jej forma kwadratowa ||x||? = s(x. x)
miataby nieprzyjemng wlasnosc

lix1* = s(ix, ix) = i*s(x,x) = —||x||*.

Jedli wiec x # 01 ||x]| > 0, to mieliby$my |jix||2 < 0, co jest sprzeczne z intuicyj-
nym rozumieniem dlugodci wektora.

Odpowiednikiem przestrzeni cuklidesowej jest pojecie przestrzeni unitarncj.
WprowadZmy najpicrw nastepujaca definicje:

DEFINICJA 1. Odwzorowanie f : V x V — C nazywamy foring poltoraliniowy

na przestrzeni zespolonej V. jesli:

(i) flax+ By,2z) = af(x,z) + 3f(y,z) dla dowoluych o, € Ci x,y,z € V. {j.
forma f jest liniowa wzgledem pierwszego argumentu, gdy drugi jest ustalony:

(i) f(x.ay + f32z) = af(x,y) + 3f(x.y), gdzie kreski nad « i 3 oznaczajy sprag-
zenie zespolone (polliniowosé wzgledem drugiego argumentu, gdy picrwszy
jest ustalony).

Forme péltoraliniowg nazywamy hermitowskq, jesli

[y, x) = f(x,y). (1)

Zalézmy, ze przestrzen V jest skonczenie wymiarowa z bazg (eq,...,e,). Jedli
x=3 . re iy =73, y;e;oraz f: V xV — C jest formy péltoraliniows, to

1=1
fx,y)= Z figegy,  fu = fleie;).
i’j i

16
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Hermitowskoé¢ formy f oznacza, ze elementy macierzy F = (f,;) spelniajg waru-
nek fi; = f;;. Inaczej moéwiac,

Fr=F ()
gdzie F* = " (jesli A = (ai;), to A := (@i;)). Macierz F spelniajacg warunek
(V') réwniez nazywamy hermitowskg.

Jesli F’ jest macierza formy hermithysikiej [ w bazie (ef,...,e€!,) otrzymanej
z (e1,...,e,) za pomocy macierzy przejscia A, to

Fl='A.F.A (2)
(por. rozdz. 1, § 4, wzér (5)). Wiemy, ze macierz F’ jest tez hermitowska; wynika
to réwniez bezposrednio z (1') 1 (2):
(F'y='(tA-F-A="A'F. A=A F* - A='A.-F- A=F'
Forme kwadratowa f(x, x) odpowiadajgca formie hermitowskiej f(x,y) réw-
niez nazywamy hermitowska. Poniewaz

————n

f(x,x) = f(x,x),
wiec forma kwadratowa hermnitowska przyjmuje tylko wartosci rzeczywiste. Jedli

przy tym f(x,x) > 0 oraz f(x,x) =0 = x = 0, to forme¢ f nazywamy dodatnio
okreslong. Jesli zapiszemy forme hermitowska f w postaci

f(x,y) = g(x,y) +ih(x,y),

gdzie funkcje g i h sa rzeczywiste, to wykorzystujac (1), latwo sie przekonad,
ze g i h sa dwuliniowymi formami rzeczywistymi na V', przy czym forma g jest
symetryczna, a h - - antysymetryczna. Ponadto dodatnia okreslonoé¢ formy f jest
réwnowazna dodatniej okreslonosei g.

DEFINICJA 2. Przestrzen liniowa V nad C, wyposazona w dodatnio okreslong
forme hermitowska (x]y) = f(x,y), nazywamy przestrzenig unitarng. Liczbe
zespolona (x|y) nazywamy iloczynem skalarnym (lub hermitowskim) wektoréw
x,yevV.

W nowych oznaczeniach mamy zatem

——— et

(x|y) = (y1x),
(ax + By |z) = a(x|2) + H(y [ 2),
(x]x) >0, (x|x)=0 tylko dlax=0.

Przyktad 1. Przyjmujac
(x|y) =z1%1 + ... + ZTuTn, (3)

otrzymujemy dodatnio okreslong forme hermitowsksg na C*. W ten sposéb
przestrzen kartezjanska C™ stala si¢ przestrzenig unitarna. Macierzg formy (3)

17
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w bazie standardowe]j jest macierz jednostkowa F' = E. Jeéli przejdziemy do
innej bazy w C" za pomoca macierzy przejscia A, to zgodnie z (2) macierzy
formy (3) w nowej bazie bedzie macierz hermitowska F' =4 . A,

Przestrzefi unitarna jest naturalnym odpowiednikiem przestrzeni euklidoeso.
wej. Podobnie jak w przestrzeni euklidesowej, dlugosé ||v]| wektora v € V okre.

Slamy wzorem
vl = V(v]v).

2. Zwiagzki metryczne. Latwy do sprawdzenia zwigzek
20u|v) = llu+vf* +iflu+av]* = @+ D{ull + |v)?}

pokazuje, 7c iloczyn skalarny mozna wyrazi¢ za pomocy dlugoéei wektordw ()o-
laryzacja). Z oczywistych réwnoscei

1Ax]| = v (Ax | Ax) = V[AR(x ] x) = [Al /(x| x)
wynika znana w przypadku rzeczywistym wiasnogé
[A[| = [A] ]I}

Ta zgodnoéé z przypadkiem rzeczywistym dotyczy wielu innych stwierdzen, w tvin
nierownosci Schwarza

|Gyl < il -yl (1)
przy czym znowu réwnosé zachodzi dokladnie wtedy, gdy wektory x iy sa pro-
porcjonalne.

Dowodd. Jedli zapiszemy liczbe zespolona (x|y) w postaci trygonometrycznej:
(x]y) = |(x]y)le**, gdzie ¢ € R, to widaé, ze dla kazdego t € R zachodzi
nierownosé

26 + ((x[y)e™™ + (x| ) )t + Iy l” = (xt +ye™ [ xt + ye'?) > 0.

Poniewaz (x|y)e™ = |(x|y)| = (x]y)e*¥, wiec powyzsza nieréwnosé mozna

przepisa¢ w postaci .
lIxl[*#* + 2{(x [¥)]t + iy [I* > 0.

Odpowiedni warunek na wyréznik tréjmianu prowadzi do nieréwnoéci (4). Nierdw-
nos¢ ta staje si¢ rownosciag wtedy, gdy tréjmian ma pierwiastek, tj. xto+yc'? =0
dla pewnego ¢y € R, czyli gdy wektory x i y sa proporcjonalne. =
Z nieréwnosci (4) wynika bezposrednio nieréumosé trojkgta
x £yl < lixll + Uyl (3)
lub w innej, réwnowaznej wersji

Ix -zl < f|lx -yl + ty —=ll.

18




ﬁ § 2. PRZESTRZENIE UNITARNE 113 ]

gf}"ii?rzyklad 2. Przestrzenie CL?[a,b] i P, nad C, obie z iloczynem skalarnym

b —_
(flg) = / (63l dt,

_ sg oczywiécie unitarne. Nieréwnosé (5) przyjmuje dla nich postac

b b b
\/ / If(t)ig(t)Ith<\/ fa |f(t)|2dt+\/7 lg(t)]2 dt

| (poréwnaé z nieréwnoécia Minkowskiego w § 1, przyklad 3). W przestrzeni
- unitarnej C" ze standardowym iloczynem skalarnym (3) zachodzi nier6wnoé¢

n n n
Slet il < | Yol + | Sl
1=1

t=1 =1

Z nieré6wnosci Schwarza (4) wynika, ze jesli x,y # 0, to istnieje (jednoznacznic
wyznaczony) kat ¢ (0 < ¢ < 7/2), dla ktérego

[(x {y)i
Il -yl

Interpretacje wielkoéci cos? ¢ w mechanice kwantowej oméwiono w podreczniku [2].

COSp =

3. Ortogonalno$§é. Podobnie jak w przypadku rzeczywistym, uklad wekto-
6w ey, ..., e, przestrzeni unitarnej (V, (x| x)) nazywamy ortonormalnym, jesli
(ei | e;) = 6;;. Kazdy taki uklad jest liniowo niezalezny i -~ jeSli przestrzen V. jest
skonficzenie wyrmiarowa - mozna go uzupelnié¢ do bazy ortonormalnej w V. Aby
sie o tym przekonaé, nalezy znowu zastosowaé ortogonalizacje Grama -Schinidta
(§ 1, p. 3): jesli wektory ey, ..., e,, sa ortonormalne i u € (e;,...,e,,), to wektor
v=u-Y " (u]e;)e; jest niezerowy oraz v € {e1,...,e, ). Wektor v mozna

i=1
teraz unormowaé i kontynuowaé proces. Ponadto

V=Wow', WwWii=w, (6)

dla dowolnej podprzestrzeni W c V.
Jako ¢wiczenie proponujemy Czytelnikowi dowdd nastepujacego twierdzenia:

TWIERDZENIE 1. Niech (e, ...,e,) bedzie bazq ortonormalng przestrzeni uni-
tarnej (lub euklidesowej) V. Wiedy:
(i) x =Y .(x]|e;)e; dla kaidego x € V;
(i) (x|y) = Ei(xlei)(ei |y) dla dowolnych x,y € V (toisamosé Parsevala);
(iii) ||x||2 = 3, [(x|€i){* dla kaidegox € V. m
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Niech (e, ..., e,) bedzie bazg ortonormalna przestrzeni unitarnej V. W twier.
dzeniu 1 wykorzystujemy nastepujaca wlasnosé. Poniewaz iloczyn skalarny jest
lintowy wzgledem pierwszego argumentu, wiec dla kazdego wektora x = ) e,

many rownosé
(x|e;) = ( E Ti€; ) = E xi(e;|e;) = ;.
i
Tak wiec f; = (x|e;) : V — C jest forma liniowa przypisujaca kazdemn wekto-
rowi jego j-ta wspéirzedna w bazie (e;). Jedliy = > ;5 ¥5€; jest inmym wektorem
przestrzeni V', to
(le) = § ::’:i:ﬁj(ef |ej) =Ty + ...+ 2Ry,
(3]
tj. jedli w V wybierzemy baze¢ ortonorimalng, to obliczanie iloczynu skalarnego
odbywa sie wedlug wzoru (3) dla standardowego iloczynu skalarnego w C". Wy-
kazaliSmy tym samym izomorfizm przestrzeni unitarnych C"® & V: odwzorowanie
(T1,...,2,) = D, ri€; jest liniowa bijekcja zachowujacy iloczyn skalarny.
W odréznieniu od przestrzeni euklidesowych, przestrzeni unitarnej V nic moz-
na utozsamié z jej przestrzenia dualng, czyli przestrzenia form liniowych na V.
Razem z formami liniowymi trzeba tez rozpatrywaé formy pélliniowe, w sensie

nastepujacej definicji:

DEFINICJA 3. Niech f bedzie forma liniowa na przestrzeni zespolonej V. Wedy
forma do niej sprzgzona f : V. — C, okreslona wzorem f(x) = f(x), jest forma
potliniowg na V', tzn. spelnia warunki

flx+y)=Ff)+fy), [fOx)=Xf(x)
Oczywidcie kazda forma pélliniowa na V jest postaci f dla pewnej formy linio-
wej f.
Kazda forme liniowa f na przestrzeni unitarnej (V, (x| x)) mozna przcedstawid
w postaci f(x) = (x]a) dla dokladnie jednego wektora a (por. § 1, twicrdze-

nie 9), ale odpowiednio$¢ miedzy f i a nie jest juz liniowa. Natomiast kazda

forma pétliniowa f na V jest postaci f(x) = (a|x), pray czym odpowicdniodé
fea jest liniowa. Istotnie, jesli (e;) jest bazg ortonormalng w V, to defininjemy

a=Y_. f(e;)e;; wtedy dla dowolnego wektora x = >_; Tje; mamy
(alx) =3 Fle)(ei| Y ze;) = Zf = F(x).
z J
Jednoznacznosé wektora a wynika oczywiscie z dodatniej okreslonosci formy (* | *).

4. Macierze unitarne. W przestrzeni euklidesowej przejscie od jednej bazy
ortonormalnej do drugiej odbywa si¢ za pomocg macierzy ortogonalnej (§ 1, twier-
dzenie 8). Podobnie ma sie rzecz w przypadku nrzestrzeni unitarnych. Niech (e;)
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| i(e;) bedy dwiema bazami ortonormalnymi przestrzeni unitarnej (V, (x| %)), zwia-
ganymi macierza przejscia A = (aq;), tj. €5 = ) _; a;;€;. Wtedy

Ojk = (93 le;c) = Z‘lij‘-lsk(ei les) = Zaijaikv
2,8 1

Inaczej moéwigc,
E=A""A=A-A", (7

gdzie A* = ‘A jest macierza hermitowsko sprzezong do A (przypominamy. ze
A = (@;;) oraz ze druga réwnosé w (7) wynika z pierwszej).

DEFINICJA 4. Macierz A spelniajaca warunek (7) nazywamy unitarng.

Widaé, ze macierz nnitarna o wyrazach rzeczywistych jest ortogonalna. Po-
nadto poniewaz det A = det A, wige réwniez det A* = det A i z (7) wynika, 7e
Idet A| = 1, c2yli wyznacznik kazdej macierzy unitarnej jest postaci e'¥. W szcze-
gélnosci macicrze unitarne sa nieosobliwe.

Wprost z definicji A* wynika, ze

(A-B)* = DB*-A". (8)
Wobec tego iloczyn macierzy unitarnych A i B jest tez unitarny:
(AB)(AB)" = A(BB")A* = AFA" = AA* = L.

Ponadto (7) oznacza, zc A~' = A*, a poniewaz A™ = A, wiec A71(A™)* =
A*A** = A*A = F i podobnie (A~")*A~! = E, czyli macierz odwrotua do
macierzy unitarnej jest unitarna. Analogiczne wilasnosci, ma sie rozumied, inaja
macierze ortogonalne.

Z definicji grupy wynika wige

TWIERDZENIE 2.

(i) Macierze unitarne stopnia n tworzq grupe U(n), zwang grupg unitarng.
(ii) Grupa unitarna U(n) zawiera podgrupe O(n) rzeczywistych macierzy ortogo-
nalnych, zwang grupg ortogonalng.
(iii) Macierze ortogonalne (odpowiednio unitarne) o wyznaczniku 1 tworzq grupe.
zwang specjalng grupg ortogonalng SO(n) (odpowiednio specjalng grupg uni-

tarng SU(n)).
Zatem
SO(n) = O(n) NSL,(R) c SU(n) = U(n) NSL,(C). =

Ogoélnie rzecz biorac, hez wigkszego trudu mozna by okresli¢ grupe ortogo-
nalng O(n, 8) nad dowolnym cialem R, a takze grupe¢ unitarng U(n, &) nad kaz-
dym cialem &, w ktérym istnieje automorfizm rzedu 2, bedacy odpowiednikiem
sprzezenia, zespolonego o — @.
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5. Przestrzenie unormowane. Nieré6wnos¢ (10) z § 1 (dlugosé boku troj.
kata nie przekracza sumy dwéch dlugosci pozostalych bokéw) i jej odpowiednik
unitarny (5) pozwalaja traktowaé przestrzenie z iloczynem skalarnym jako prze.
strzenie metryczne w sensie nastepujacej ogélnej definicji:

DEFINICJA 5. Niech F bedzie dowolnym zbiorem, a d : F x E — R odwzo-
rowaniem, ktére kazdej parze elementéw u,v € E przypisuje liczbe rzeczywisty
nieujemna d(u,v) (odlegloé¢ miedzy u i v), spelniajgca nastepujace warunki:

(i) d(u,v) = d(v,u) (symetria);
(ii) d(u,v) =0 u="v;
(iii) d(u,w) < d(u,v) + d(v,w) (nieréwnosdc¢ tréjkata).
Kazdg funkcje d o tych wlasnoiciach nazywamy metrykq, a pare (E,d) - prse-
strzenig metrycznqg.

Przyklad 3. W przestrzeni liniowej V z iloczynem skalarnym, a tym samym
z normg ||x||, za odlegto$¢ miedzy wektorami x i y przyjmujemy d(x,y) =
|Ix ~ y||. Na przyklad dla V = CL?[a, b] metryka jest

d(f,9) = \//a \F(t) — 9(t)}> at

(nazywana w analizie metrykq L?). Dla E = C[a, b] warunki (i)-(iii) definicji
5 sa tez jednak spelnione np. przez funkcje

b
2(f,9) = mas 1) — 9@ d'(Fu0) = [ 150 - o0t

agi<h

co latwo sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem.

Istnienie metryki w danym zbiorze pozwala na wprowadzenic najprostszyvch
pojec topologii i analizy, w tym pojecia granicy. Podzbiory
B(ap,r) = {x € E | d(ag, r)< T},

B(ag,r) = {z € E | d(ag, )< 7},
S((L(), T') = {.I' ekl , d(a(), J‘) = T‘}

przestrzeni metrycznej (E,d) nazywamy odpowiednio kulg otwartg, kulg do-
mknigtg i sferg o Srodku ag i promnieniu r.

Podzbiér F C E jest ograniczony, jesli zawiera si¢ w pewnej kuli.

Ciag (€n)5%; W (E,d) jest zbiezny do punktu e € E, jesli lim,, . d(e,,e) = 0.
Ciag (en) jest ciggiem Cauchy ego, jesli dla kazdego € > 0 istnieje takie N = N (¢),
7€ d(en,em) < € dla n,m > N. Przestrzen metryczna E nazywamy zupelng, jesli
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§ § 2. PRZESTRZENIE UNITARNE = 117

kazdy ciag Cauchy’ego w E jest zbieiny. Z zupelnosci przestrzeni R i C, ktérej
dowodzi sie w analizie, wynika, ze przestrzenie R™ i C" z kazda z metryk

n \ 1/2
d(x,y) = (ZP&'—@M ) ;
=1

FEERY

sa zupelne (Czytelnik powinien sprawdzi¢, ze d; i d to w istocie metryki; dla d
stwierdziliémy to juz w przykladzie 3).

Niech teraz V bedzie rzeczywista lub zespolong przestrzenig liniowa z me-
tryka d. Szczegdlnie wazne sa przypadki, gdy metryka ma jeszcze dwie dodatkowe
wiasnosci:

(a) d(x,y) = d(x+2,y+2) dla dowolnych x,y,z € V (niezmienniczos¢ wzgledem
przesuniec);

(b) d(Ax, \y) = [Md(x,y) (pomnozenie wektoréw przez skalar A zwigksza ich
odleglodc || razy).

DEFINICJA 6. Jedli metryka d w przestrzeni liniowej V spelnia warunki (a)
i (b), to liczbe d(x, 0) nazywamy normg wektora x € V i oznaczamy przez ||x||.

Metryka, ktéra wprowadziliémy w przestrzeni z iloczynem skalarnym (przy-
klad 3), ma oczywiscie wlasnosdci (a) i (b); stara i nowa definicja normy sa przy
tym zgodne, co usprawiedliwia przyjecie tego samego oznaczenia. Wracajac do
przypadku ogdlnego, wykazeiny, ze norma okreSlona w definicji 6 ma te same
wlasnosci, co norma pochodzgca od iloczynu skalarnego:

0| =0; |Ix|| >0, jeslix+#0:
IAx]| = |Allix|| dla dowolnych A€ C, x € V:
Ix+yll <|lxlt+|lyll dla dowolnych x,y € V.

Pierwsze dwie wlasnos$ci wynikajg bezpo$rednio z aksjomatéw odlegtoéci oraz
z warunkow (a) i (b), trzecig za$ udowadnia sie tak:

Ix +yll = d(x +y,0) = d(x, ~y) <d(x,0) +d(0, —y) = |Ix]| + flyll

DEFINICJA 7. Przestrzei liniowg V (nad R lub C) wyposazong w funkcje || * || -
V — R o powyzszych wlasnodciach, zwana normg, nazywamy przestrzenig unor-
mowang. Majgc norme, mozna w V okreélié metryke wzorem d(x,y) := ||x — y|l.
JeSli przestrzen unormowana V z ta metryka jest zupelna, to nazywamy jq prze-
strzeniqg Banacha.

Przestrzenie R™ i C" z normami odpowiadajacymi kazdej z metryk wymie-
nionych powyzej sg przestrzeniami Banacha.
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Zbieznosé ciagéw, ktora okredlilismy w dowolnej przestrzeni metrycznej, nos;
w przypadku przestrzeni unormowanej nazwe zbieinosct w danej normie.
Zachodzi nastepujace proste

TWIERDZENIE 3. Niech V bedzie skoriczenie wymiarowg przestrzenig liniowg
nad R lub C z iloczynem skalarnym. Niech x;. € V dlak =1.2,... oraz x € V,
Wtedy nastepujgce warunki sg réumowazne:

(i) cigg (x1) dgzy do x w normie przestrzeni V', tj. ||xx — x|| — 0 pray k — ~.:
(ii) (xx — x|y) — 0 przy k — 00 dla kazdego ustalonegoy € V.

Dowdd. Mamy (i)=>(ii), poniewaz z nieréwnosci Schwarza wynika, ze
(e = x| Y] < llxx = x| - flyf} — 0.
(il)=(1). Aby to wykazaé, rozpatrzmy w V dowolng baze ortonornaliy

(e1,....ey,). Jedli zachodzi (ii), to (xx ~ x|e;) — 0 dla kazdego i = 1,....n.
Ale

n
e = [ =D [k — x| e:))?

i=1
(twierdzenie 1(iii)), a zatem ||xy — x|} = 0. =
Dla szeregéw w przestrzeni unormowanej (podobnie jak dla szeregéw liczho-
wych) mozna wprowadzi¢ silniejsze pojecie zbieznosdci szeregu niz zbieznos¢ smm

cze$ciowych w sensie normy. Méwimy mianowicie, Ze szereg Z:’; x; jest boz-
wzglednie zbiezny, jesli zbiezny jest szereg liczbowy > 2 ||x;||.

CWICZENIA

1. Wzér O(n,C) = {A € M,(C) | *AA = E} okresla zespolona grupe ortogo-
nalng. Jasne jest, ze O(n) C O(n,C) i SO(n) C SO(n,C) (podgrupy elemcn-
téw o wyznaczniku 1). Czy, podobnie jak w twierdzeniu 2, zachodzg zawierania
O(n,C) c U(n) i SO(n,C) C U(n)?

2. Wykazaé, ze metryki d; i dy nie sa indukowane przez zaden iloczyn skalarny
w R” (ani w C").

3. Stosujac metody analityczne, udowodnié, ze dla kazdego p > 1 wzor

n \/p
Icllp = (3 lail?)
=1

okresla norme w przestrzeniach R™ i C" (tzw. norme IP) (1). Wykazaé, 7c

. = 1/p
lim (Z[:ci]p) = max |l
p—o0 1<i<n

=1

(}) Zob. np. G. Fichtenholz, Rachunck 7 'Ziczkowy i catkowy, tom I, PWN, Warszawa 1966,
s. 226 (przyp. tium.). '
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Uzasadnia to przyjecie oznaczenia d;(x,y) =: ||Xx ~ y|lloo (mamy oczywiscie
da(x,y) = llx =yl i d(x,y) = f|x ~ yll2)-

Istnieja tez odpowiedniki tych norm na przestrzeni Cla, b] funkcji ciaglych
f:]a,b] = R (lub f: [a,b] — C):

b
flloo = max [F(OL 1l = / (O dt

ast<h
i ogdlnie

It =( rora)”

sy to tzw. normy LP (zadanie to ma charakter nieobowigzkowy).

§ 3. OPERATORY LINIOWE NA PRZESTRZENIACH
Z ILOCZYNEM SKALARNYM

1. Zwiazki operatoréw liniowych i form 6O-liniowych. Przez forme
8-liniowqg na przestrzeni liniowej V rozumiemy forme dwuliniowsg (6 = 2), gdy
V jest przestrzenia rzeczywista, a forme péltoraliniowa (6 = 3/2), gdy V jest
przestrzenia zespolona. Formy takie tworza oczywidcie przestrzen liniowy Lo(V, R)
nad cialem £ (8 = R lub C).

W tym paragrafie V bedzie skonczenic wymiarowa przestrzeniag euklidesowa
lub unitarng z iloczynem skalarnym (| %). Niech A bedzie dowolnym operatorem
liniowym na V. W rozdziale 2 (§ 3, p. 6) okredlilidmy operator A* sprzezony
do A, dzialajacy w V*. Dla przestrzeni z iloczynem skalarnym istunicje daleko
idaca odpowiednioé¢ pomigdzy operatorami i formami #-liniowymi, co prowadzi
(przynajmniej w przypadku rzeczywistym) do naturalnego izomorfizmu miedzy
V i V*, dzicki ktéremu mozemy uwazaé, ze A* dziala bezposrednio na V.

Zajmiemy sie teraz ta kwestig bardziej szczegdlowo. Rozpatrzimmy odwzorowa-
nie

fa:VxV-8 (A=RlubA=C)

okreslone wzorem
falx,y) = (Ax|y). (1

Z wiasnoéci iloczynu skalarnego wynika natychmiast, ze f4 jest forma #-liniow
na V, tzn. formg dwuliniowa w przypadku rzeczywistym, a pdéttoraliniowg w prz
padku zespolonym.

Odwzorowanie A — f4 7z L(V) do Lg(V, R) jest oczywiscie liniowe, a tak
roznowartosciowe. Istotnie, jesli fa = 0, to (Ax|y) = 0 dla dowolnych x
€ V., w szczegblnodci (Ax|.Ax) = 0 dla kazdego x € V, tj. 4 = . Poniew
dim L£(V') = dim L4(V, &), wynika stad, ze odwzorowanie A — f4 jest bijekeja
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Zbieznos¢ ciagdw, ktorg okreslilisSmy w dowolnej przestrzeni metrycznej, noj
przypadku przestrzeni unormowanej nazwe zbieznosci w danej normie.
Zachodzi nastepujgce proste

WIERDZENIE 3. Niech V bedzie skoticzenie wymiarowq przestrzenig liniowg
:d R lub C z iloczynem skalarnym. Niech xx € V dla k =1,2,... orazx € V.
tedy nastepujgce warunki sq rownowazne:

) cigg (xi) dgzy do x w normie przestrzeni V, 4. [[xr — x|| — 0 przy k — .
) (xk —x|y) — 0 przy k — oo dla kazdego ustalonegoy € V.
owéd. Mamy (i)=(ii). poniewaz z niecréwnosci Schwarza wynika, ze

|ak = x| y)| < llxe — x|l - lyll = 0.
(ii)=(i). Aby to wykazaé, rozpatrzmy w V dowolna baze ortonormalng
ly--.,€p). Jesli zachodzi (ii), to (x; — x|e;) — 0 dla kazdego i = 1.....n.
le

n
lbee — x> = l(xk — x| )P
i=1
wierdzenie 1(iii)), a zatem ||xx — x|| = 0. =

Dla szeregéw w przestrzeni unormowanej (podobnie jak dla szeregdw liczho-
ych) mozna wprowadzié silniejsze pojecie zbieznosci szeregu niz zbieznoéé swun
eSciowych w sensie normy. Méwimy mianowicie, 7ze szereg > .-, X; jest bez-

. .. A1 PR L. - B o0 .
2glednie zbiezny, jesli zbiezny jest szereg liczbowy )~ ||x||.

WICZENIA

Wzér O(n,C) = {A € M, (C) | 'AA = E} okreSla zespolona grupeg ortogo-
nalna. Jasne jest, ze O(n) C O(n,C) i SO(n) c SO(n,C) (podgrupy elemcn-
téw o wyznaczniku 1). Czy, podobnie jak w twierdzeniu 2, zachodzg zawierania
O(n,C) € U(n) i SO(n,C) C U(n)?

Wykazaé, ze metryki d; i do nie sg indukowane przez zaden iloczyn skalarny
w R™ (ani w C™).

Stosujac metody analityczne, udowodnié, ze dla kazdego p > 1 wzér

= 1/p
Ixll, = (3 laal?)

i=1

okreéla norme w przestrzeniach R i C* (tzw. norme IP) (!). Wykazaé, 7¢
. n 1/p
lim ( E Ixilp) = max |r;|.
p—roo \ 4= 1<i<n
1=

(1) Zob. np. G. Fichtenholz, Rachunek réiniczkowy i cathowy, tom I, PWN, Warszawa 1966.
226 (przyp. tlum.). 26
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Uzasadnia to przyjecie oznaczenia d) (x.y) =: ||Xx — ¥]loo (mamy oczywiécie
da(x,y) = lIx =yl i d(x,y) = J}x = yll2).

Istnieja tez odpowiedniki tych norm na przestrzeni C|a, b] funkcji cigglych
f:la,b) = R (lub f: [a,b] — C):

b
fllec = max |f®), 17l = / \7()] dt

a<tgb
i ogolnie

b
it = ( [ 1 a)™

sg to tzw. normy L? (zadanie to ma charakter nieobowiazkowy).

§ 3. OPERATORY LINIOWE NA PRZESTRZENIACH
Z ILOCZYNEM SKALARNYM

1. Zwiazki operatoréw liniowych i form 6#-liniowych. Przez forme
0-liniowg na przestrzeni liniowej V' rozumiemy forme dwuliniowa (0 = 2), gdy
V jest przestrzenig rzeczywista, a forme¢ péditoraliniows (0 = 3/2), gdy V jest
przestrzenig zespolona. Formy takie tworzg oczywiscie przestrzen liniowa Lg(V, R)
nad cialem 8 (& = R lub C).

W tym paragrafic V hedzie skonczenie wymiarowa przestrzenig euklidesows
lub unitarng z iloczynem skalarnym (x| x). Niech A bedzie dowolnym operatorem
liniowym na V. W rozdziale 2 (§ 3, p. 6) okredliliémy operator A* sprzezony
do A, dzialajacy w V*. Dla przestrzeni z iloczynem skalarnym istnieje daleko
idaca odpowicdniodé pomiedzy operatorami i formami #-liniowymi, co prowadzi
(przynajmniej w przypadku rzeczywistym) do naturalnego izomorfizmu miedzy
Vi V*, dzigki ktéremu mozemy uwazaé, ze A* dziala bezposrednio na V.

Zajmiemy sig teraz tq kwestig bardziej szczegdlowo. Rozpatrzmy odwzorowa-
nie

fa:VxV -8 (A=Rlub&=C)

okreslone wzorem
fa(x,y) = (Ax|y). (1)

Z wlasnoéci iloczynu skalarnego wynika natychmiast, ze f4 jest forma 6-liniowa
na V, tzn. formg dwuliniows w przypadku rzeczywistym, a poltoraliniowg w przy-
padku zespolonym.

Odwzorowanie A — f4 z L(V) do Lg(V, R) jest oczywiscie liniowe, a takze
réznowartoéciowe. Istotnie, jesli f4 = 0, to (Ax|y) = 0 dla dowolnych x,y
€ V, w szczegdlnodci (Ax | Ax) = 0 dla kazdego x € V, tj. A = O. Poniewaz
dim £(V) = dim L4(V, K), wynika stad, ze pdwzorowanie A +— f4 jest bijekcja.
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Mozna si¢ o tym zreszta przekonac, konstruujac w sposéb jawny, dla danc;
formy 6-liniowej f, operator A, spelniajacy warunek

f(x.y) = (Arx]y). (2)
Oto jak nalezy to zrobi¢. Niech (ey,...,e,) bedzie baza ortonormalng w V', a £
— macierzg formy f w tej bazie. Jak zwykle, oznaczymy przez X = [z,,...,r,

kolumne wspélrzednych wektora x = )_. 2,e;. Poniewaz baza jest ortonormalua,
iloczyn skalarny wektoréw x iy = 3, y;e; jest iloczynem wiersza X i kohummy Y

(x|y)="X-Y.
Niech A; bedzie operatorem liniowym o macierzy ‘F. Odpowiada mu wicc
f D& I y 5
przeksztalcenie X — 'FX przestrzeni kolumn., Wzér (2) jest teraz prosta konsck-

wencjg przyjetych oznaczen:
f(x,y)='XFY = ('(f‘FX)T/7 = (Asx|y).

Mozemy réwniez rozpatrzy¢ operator liniowy A} o macierzy F. Wtedy
flx,y) ='X(FY) = (x| A%y).
Tak wiec jesli macierza operatora As jest A := 'F', to macierzg operatora A} jest

F = f(?ﬁ) =!4 = A"
Udowodniliémy w ten sposob

TWIERDZENIE 1. Niech V' bedzie przestrzenig liniowg z iloczynem skalarnym
(x| %). Wtedy kaidy ze wzoréw
fa(x,y) = (Axly).  fa(x,y) = (x| A"y) ()

wyznacza odpowiedniosé wzajemnie jednoznaczng miedzy formami 8-liniowymi
i operatoramy liniowymi na V. Operator liniowy A* : V — V wystepujecy w (3)
nazywamy operatorem sprzezonym do A.

Macierz operatora A* w dowolnej bazie ortonormalnej otrzymuje si¢ z ma-
cterzy operatora A przez transponowanie i sprzezenie zespolone (w przypadhu
R=C). =

Definicja
(Ax]y) = (x] A'y) (1

usprawiedliwia przyjecie tej samej nazwy i tego samego oznaczenia, co dla po-
przednio rozpatrywanego operatora sprzezonego A* : V* — V*, poniewaz kazda
forma liniowa na V jest postaci x — (x|y) dla pewnego ustalonego y.

Warto podkreslié, ze w przestrzeni liniowej bez struktury euklidesowej lub
unitarnej przypisanie formie 6-liniowej f o macierzy F' w pewnej bazie opera-
tora liniowego o macierzy A = *F mialoby charakter przypadkowy. Istotnie.
przy przejSciu do nowej bazy za pomocg macierzy przejscia B nowa macierza
formy f byloby F' = '‘BFB, a wiec praypisaliby$my jej operator o macierzy
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A" = 'F' = B*'FB. Wiemy jednak (rozdz. 2, § 2, twierdzenie 3), ze powinno
byé A’ = B"'AB = B~!(‘F)B. Wzory te, ogdlnie rzecz biorac, nie maja ze soba
wiele wsp6lnego. W wypadku istnienia iloczynu skalarnego rozpatrywali$§my ma-
cierz formy w bazie ortonormalnej; przejScie do innej takiej bazy odbywa sie za
pomoca macierzy unitarnej (lub ortogonalnej), tj. zachodzi réwnoséé B* = B~ !,
dajaca pelng zgodno$¢ wzoréw na A'.

Wypiszmy jeszcze znane wtasnoéci odwzorowania A — A*:

(A+B)* — A* + B*? ((IA)* :—a-A*‘ (AB)* — B*A*’ A** — A. (5)

Widaé tu drobng réznic¢ w stosunku do wzoréw z rozdziatu 2 (§ 3, (15)). mianowi-
cie sprzezenie zespolone nad «; wigze si¢ to 7 péltoraliniowoscig formy (x| *) oraz
z faktem, ze odwzorowanie v + (x| v) z V do V* nie jest liniowe, lecz polliniowe

(por. § 1, p. 3).

2. Klasy operatorow liniowych. Wsdréd operatoréw liniowych dzialajacych
na przestrzeni V z iloczynem skalarnym mozna wyrdzni¢ kilka klas, zaleznic od
zachowania tych operatoréw wzgledem operacji *. wprowadzonej w punkcie 1.
Okreélimy teraz najwazniejsze z tych klas.

DEFINICJA 1. Operator linijowy A na przestrzeni V z iloczynem skalarnym
nazywamy samosprzezonym lub hermitowskim, jesli A* = A. W przypadku rze-
czywistym méwimy tez wtedy, ze operator jest symetryczny (1).

Z twierdzenia 1 wynika, ze operator A jest samosprzezony wtedy i tylko wtedy,
gdy odpowiadajaca mu forma @-liniowa f4 : (x,y) + (Ax|y) jest hermitowska.
Istotnie, samosprze¢zonoéé operatora A mozna zapisaé w postaci

(Ax|y) = (x| Ay),
a hermitowsko$é¢ formy f4 - w postaci

(Ax|y) = fa(x,y) = faly,x) = (Ay | x) = (x| Ay)

(ostatnia réwnos$¢ wynika 7 hermitowskosci formy (x | *)).
W jezyku macierzy hermitowskoéé operatora A oznacza, ze jego macierz A
w dowolnej bazie ortonormalnej spelnia warunek *4 = A. Macierze o tej wlasnoéci
nazwaliSmy hermitowskimi, a w przypadku rzeczywistym -— symetrycznymi.
Kazda macierz rzeczywista jest sumg macierzy symetrycznej i antysymetrycz-
nej (rozdz. 1, § 4, p. 4). Aby podaé¢ odpowiednik tej wlasnodci w przypadku ze-
spolonym, wprowadzamy nastepujaca definicje:

(1) Autor przyjmuje (wygodna) konwencjeg, iz nazwa ,operator hermitowski” obejmuje za-
réwno przypadek zespolony, jak i rzeczywisty (przyp. tum.).
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DEFINICJA 2. Operator liniowy 4 na przestrzeni z iloczynem skalarnym nazy-
wamy antyhermitowskim (lub antysymetrycznym dla & = R), jedli A* = —~A.

Poniewaz A** = A dla kazdego A € L(V'), wigc operator A + A* jest hermii-
towski, zas§ A—A*  antyhermitowski. Prowadzi to do nastepujacego twierdzenia:

TWIERDZENIE 2. Kazdy operator liniowy Z na przestrzeni z iloczynem skalar-
nym mozna zapisad w postact

Z=A+DB5,
gdzie operator A jest hermitowski, a B - antyhermitowski. Ponadto jesli R = C,
to

Z=X+1i), (6)

gdzie operatory X i Y sq hermitowskie.

Dowéd. Przyjmujemy A = (Z + 2*)/2, B=(Z2-2*)/2, X = A, Y = —iB.
Reszta to bezposrednie sprawdzenie z uzyciem wzoréw (5). w

Zapis (6) przypomina oczywiscie zapis liczby zespolonej z w postaci a + iy,
a wiec operatory hermitowskie to dalekie odpowiedniki liczb rzeczywistych. Z ko-
lei operatory antyhermitowskie przypominaja liczby urojone z = iy, spelniajace
warunek z = —z. O ile jednak iloczyn dwéch liczb rzeczywistych jest zawsze liczba
rzeczywista, to zlozenie operatoréw hermitowskich moze juz nie byé hermitowskie:

TWIERDZENIE 3. Zlozenie AB dwéch operatoréw hermitowskich jest operato-
rem hermitowskim wtedy 1 tylko wtedy, gdy AB = BA.

Dowéd. Wykorzystujac znéw wzory (5), otrzymujemy
AB =BA = (AB)" = (BA)" = A*B* = AB,
(ABY* =AB = BA=B"A"= (AB)* = AB. =
Rozliczne zastosowania w fizyce i matematyce rodzg potrzebe wprowadzenia

w zbiorach wszystkich operatoréw hermitowskich lub antyhermitowskich struk-
tury algebry w sensie okre§lonym w rozdziale 2 (§ 2, definicja 1).

Przyklad 1. Jak widac z twierdzenia 3, zbiér operatoréw hermitowskich nie
jest zamkniety wzgledem (lacznego) iloczynu operatoréw. Prébujac stworzy¢
ramy algebraiczne dla mechaniki kwantowej, fizyk niemiecki Pascual Jordan
wprowadzil w latach trzydziestych XX wieku algebry operatoréw nad R, no-
szgce dzi$ jego imig. Iloczyn w tych algebrach, tzw. iloczyn jordanowski, jest
okreslony wzorem

AoB = %(.AB+BA);
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~ jest on (oczywiscie) przemienny, ale nie laczny, spelnia jednak tozsamosé Jor-
dana (A% o B) o A = A2 o (B o A) (Czytelnik powinien to sprawdzié!). Teoria
algebr Jordana, nie tylko skonczenie wymiarowych, jest juz dzi§ bardzo roz-
winieta.

Przyklad 2. Operatory antyhermitowskie tworzg algebre Liego nad R
(rozdz. 2, § 2, przyklad 2) wzgledem zwyklego komutatora operatoréw, tzn.
jedli operatory A i B sg antyhermitowskie, to operator [A, B] = AB — BA jest
tez antyhermitowski.

Zalézmy, ze operator A ma tg wlasnosé, ze (Ax|y) = 0 dla dowolnych wek-
toréw x,y € V. Wtedy A = O (udowodnilidmy to w punkcie 1). To kryterinm
trywialnodci operatora mozna znacznic wzmocnié:

TWIERDZENIE 4. Niech V bedzie przestrzeniq liniowg = tloczynem skalarnym.
Zalézmy, ze operator A € L(V) spetnia warunek (Ax|x) = 0 dla kaidego x € V.

(i) Jesli R=C, to A= O.

(i) Jesli R =R i operutor A jest symetryczny, to rowniez A = O.

Dowéd. (i) Korzystamy z dwdch tozsamosci polaryzacyjnych, ktére latwo spraw-

dzié:
T (Axly) + Ay [0 = (A y) [ x+y) - (Ax|x) — (Ayly).  (7)
(Ax]y) — (Ay | x) = —i(A(ix + y) | ix + y) + i(A(ix) | ix) + i(Ay |y). (8)

Na mocy zalozenia prawe strony tych tozsamosci sg réwne zeru, co prowadzi do

réwnosci

(Ax|y)+ (Ay|x) =0, (Ax|y)- (Ay|x)=0.
Wynika stad, ze (Ax|y) = 0 dla dowolnych x,y € V, a to -~ jak juz wiemy - -
jest rownowazne réwnosci A = O,

(i1) Z réwnodci (7) (spelnionej w przypadku rzeczywistym i zespolonym) wy-
nika znowu, ze (Ax|y) + (Ay |x) = 0. Wobec tego na podstawie symetrycznosci
operatora A mamy

(Ax|y) = ~(Ay |x) = —(y | A"x) = —(y | Ax) = —(Ax|y).
czyli (Ax|y) = 0 dla dowolnych x,y € V, co oznacza, ze A= 0. =

Uwaga 1. W przypadkn rzeczywistym symetryczno$é operatora A w twierdze-
niu 4 jest istotna. Na przyklad kazdy operator antysymetryczny na przestrzeni
euklidesowej V spelnia warunck (Ax|x) = 0 dla kazdego x € V, a nie musi by¢
ZEerowy.
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DEFINICJA 3. Operator liniowy A na przestrzeni z iloczynem skalarnym nazy-
wamy unitarnym, jesh A*A = € = AA*. W przypadku rzeczywistym moéwimy
tez wtedv. Ze operator jest ortogonalny (1).

Dla n = 1 powyzszy warunek ma posta¢ zz = 1. czyli operatory unitarne
sg odpowiednikami liczb zespolonych o module 1. W postaci macierzowej (wzgle-
dem bazy ortonormalnej) unitarno$é wyraza sig¢ réwnoscig (7) z § 2. Macierze
o tej wlasnosci nazwaliémy wladnie unitarnymi (lub ortogonalnymi). Pojawily si¢
one w naturalny sposéb jako macierze przejécia od jednej bazy ortonormalnej do
drugiej. Wiaze si¢ to z interpretacja geometryczng operatoréw unitarnych.

DEFINICJA 4. Operator liniowy A : V — V zachowujacy odleglodé¢ (inetryke).
tj. spelniajacy warunek

[Ax — Ay|| = |lx -yl Vx.y €V,
nazywamy tzometrig.

Poniewaz Ax — Ay = A(x — y), jest oczywiste, zc operator A jest izomctria
doktadnie wtedy, gdy ||Ax| = ||x|| dla kazdego x € V. Jeéli ten warunck jest
spelniony, to (Ax | Ax) = (x| x), skad (A*Ax|x) = (x]x). czyli

(A"A-E)x|x) =0

dla kazdego x € V. Poniewaz, operator A* A — & jest samosprzezony, wige na imocy
twierdzenia 4, zar6wno w przypadku zespolonym, jak i rzeczywistym, z powvz-
szego warunku wynika, ze 4*A — & = O, tj. jesli operator A jest izometrvezny,
to jest unitarny.

Z drugiej strony, kazdy operator unitarny jest izometrvezny:

(Ax | Ax) = (x| A* Ax) = (x| £x) = (x| x).

Udowodnilisiny zatemn

TWIERDZENIE 5. Operatory unitarne, i tylko one, sq¢ liniowymi izometriami
przestrzeni z iloczynem. skalarnym. w

Operatory unitarne, czyli izometrie liniowe przestrzeni V z iloczynem skalar-
nym tworza grupe unitarng U(V) przestrzeni V dla 8 = C i grupe ortogonalnq
O(V) dla 8 = R; grupy te sa izomorficzne ze znanymi nam juz grupami macice-
rzy unitarnych U(n) i ortogonalnych O(n) (§ 2, twierdzenie 2). Mamy tu taka
samg sytuacje, jak w przypadku grupy GL,(R): mozna moéwi¢ o grupie macic-
rzy albo o grupie Aut(V) automorfizméw przestrzeni V. Izometrie liniowe to te
automorfizmy, ktore zachowujg metryke.

(1) W terminologii autora nazwa ,operator unitarny” dotyczy zaréwno przypadku zespolo-
nego, jak i rzeczywistego (przyp. ttum.).
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3. Postaé¢ kanoniczna operatoréw hermitowskich. Istnienie bazy wek-
tor6w wiasnych dla operatora hermitowskiego nie wydaje sie, na pierwszy rzut
oka, oczywiste. Istotnie, macierze A i A’ danego operatora symetrycznego A :
V - V (dla & = R) w réznych bazach ortonormalnych zwiazane sa zaleznoécig
A' = B! AB, gdzie macierz B jest ortogonalna. Wiemy co prawda, ze kazdy
symetryczna macierz rzeczywistg mozna sprowadzié¢ do postaci diagonalnej, ale
postugujac sie macierza B, o ktérej wiemy jedynie, ze jest nieosobliwa. Okazuje sie,
ze samosprzezono$¢ operatora A pozwala na wigkszg ,,0szczednoéc” w wyborze B.

LEMAT 1. Wartosci wlasne operatora hermitowskiego sq rzeczywiste.

Dowéd. Niech A :V — V bedzie operatorem hermitowskim, a A - jego warto-
écig wlasnag; niech e € V bedzie dowolnym wektorem wlasnym odpowiadajacym A.
Wtedy

Aele) = (Mele) = (Ae|e) = (e| A*e) = (e|.Ae) = (e| \e) = A(e]e).
Poniewaz (e |e) # 0, wigc A= . m

Dla operatora symetrycznego (tj. samosprzezonego rzeczywistego) teza le-
matu 1 nie ma zadnej wartosci, gdyz wartoSci wlasne z definicji naleza do ciala
skalaréw. Dla takiego operatora z kolei wykazemy, ze wszystkie (a priori zespo-
lone) pierwiastki charakterystyczne sg rzeczywiste, czyli kazdy z tych pierwiast-
kow jest wartodcig wlasng.

LEMAT 2. Kazdy operator symetryczny na przestrzeni euklidesowej ma wektor
wlasny.

Dowéd. Podobnie jak kazdy operator rzeczywisty, operator symetryczny A ma
jednowymiarowg lub dwuwymiarows podprzestrzen niezmienniczg (rozdz. 2, § 3,
twierdzenie 7). Istnienie jednowymiarowej podprzestrzeni niezmienniczej to do-
kladnie teza lematu. Zalézmy wigc, ze L jest dwuwymiarowa podprzestrzenia
A-niezmiennicza. Operator A indukuje operator Ay, : L — L, ktéry jest oczywi-
scie symetryczny wzgledem iloczynu skalarnego ograniczonego do L.

Wybierzmy w L baze¢ ortonormalng (e, €;). Macierz operatora A, w tej bazie
Jjest symetryczna:

a b
wlo bl
Jej wielomianem charakterystycznym jest

t—a b
x(t) = l -b t-—d
Wyréznik tego tréjmianu kwadratowego wynosi

D(x) = (a + d)? — 4(ad — 1?) = (a — d)? + 48* > 0,
33
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co oznacza, ze trojmian ma pierwiastek rzeczywisty, a operator A — wartos¢
wlasna i wektor wlasny nalezgcy do L. m

Dalsze rozwazania dotyczg juz obu przypadkéw: R =Ci K =R.

LEMAT 3. Niech A bedzie operatorem samosprzezonym na przestrzeni liniowc;
V z iloczynem skalarnym (x|x), a L C V — podprzestrzenig A-niezmienniczq.
Wtedy dopelnienie ortogonalne L jest tez A-niezmiennicze.

Dowéd. Istotnie, jesli x € L iy € L+, to Ax € L, a wigc (Ax|y) = 0. Samo-
sprzezono$¢ A implikuje teraz, ze (x| Ay) = 0. Wektor Ay jest wiec ortogonalny
do kazdego wektora x € L, czyli A(LY) C L. =

Teraz mozemy juz udowodnié twierdzenie spektralne dla operatoréw samo-
sprzezonych:

TWIERDZENIE 6. Jesli operator liniowy A w przestrzeni V' z iloczynem ska-
larnym jest samosprzezony, to istnieje baza ortonormalna w 'V, w ktorej macicr:
operatora A jest diagonalna. Elementy tej macierzy sq liczbami rzeczywistymi.

Dowéd. Na mocy lematéw 1 1 2 operator A ma wektor wlasny e; odpowia-
dajacy wartodci wlasnej A\; € R. Nie ograniczajgc ogdlnoci, mozemy przyjac.
ze |le1|| = 1. Dopelnicnie ortogonalne V/ = {e|)! ma wymiar dimV -1 i jest
A-niezmiennicze (lemat 3). Ograniczajac operator A do V' i powtarzajac po-
wyzsze rozumowanie, znajdujemy unormowany wektor wlasny e, ortogonaluy
do e; i odpowiadajacy warto$ci wlasnej Ay € R. Podprzestrzen (e).e,) joest
A-niezmiennicza, jej dopelnienie ortogonalne ma wymiar dimV — 2 i jest tez
niezmiennicze itd. W ten sposéb rozumujac przez indukcje wzgledem dimV Iub
powtarzajac opisang procedure dostatecznie wiele razy, znajdziemy n = dim V
parami ortogonalnych unormowanych wektoréw wlasnych eq,...,e,. =

Uwaga 2. WykazaliSmy, ze réwnanic charakterystyczne dowolnej macierzy sy-
metrycznej A € M, (R) ma wszystkie pierwiastki rzeczywiste. Aby znale¢ roz-
mieszczenie tych pierwiastkéw, mozna wiec zastosowaé twierdzenia Kartezjusza.
Budana- Fouriera i Sturma z czesci . Krotnosé geometryczna, kazdego pierwiastka
jest réwna jego krotnosci algebraicznej, gdyz wszystkie operatory diagonalizo-
walne majg te wlasnos¢ (rozdz. 2, § 3, twierdzenie 6).

Uwaga 3. Zgodnie z twierdzeniem 6 kazdy operator samosprz¢zony A :V — V
ma n = dim V' parami ortogonalnych kierunkéw wiasnych. Dzialanie operatora A
sprowadza si¢ do rozciggniecia w k-tym kierunku w skali |Ag|, gdzie i jest odpo-
wiednig wartoécig wlasng, polaczonego w przypadku Ax < 0 z symetrig wzgledem
plaszczyzny ortogonalnej do k-tego kierunku.
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4. Sprowadzanie formy kwadratowej do osi gtéwnych. Wiemy (punkt 1),
ze kazde) formie hermitowskiej f(x,y) na przestrzeni V z iloczynem skalarnym
(x| *) odpowiada operator samosprzezony A = Ay, wyznaczony przez warunek

f(x,y) = (Ax]|y).
Na mocy twierdzenia 6 istnieje baza ortonormalna (e,,...,e,) przestrzeni V,
zlozona z wektoréow wilasnych operatora A: Ae; = \e;. Wezmy teraz dowolne

dwa wektory
X=1=I€| + ...+ Iney, Y=vi1€1 + ...+ ynen.

Wtedy
f(xv Z f(ene) Bzyg Z ATV,

poniewaz f(e;, e;) = (Ae;|e;) = (Ae;|e;) = Ad;;. Biorac x =y, dochodzimy
do nast¢pujacego twierdzenia:

TWIERDZENIE 7 (sprowadzanie do osi gtéwnych). Dla kazdej hermitow-
skiej formy kwadratowej q¢(x) na n-wymiarowej przestrzeni z tloczynem skalarnym.
istnieje baza ortonormalna, w kidrej forma przyjmuje postad

g(x) = Xilzif*. a (9)
=1

Przyklad 3. Dla R = R i n = 2 forma kwadratowa q wyznacza krzywa
stozkowg o réwnaniu ¢(x) = 1. W bazie ortonormalnej (e;, e2), o ktérej mowa
w twierdzeniu 7, réwnanie tej krzywej przyjmuje postaé¢ \;z3 + A223 = 1.
Wektory e; i e; wyznaczaja kierunki osi gléwnych elipsy (M2 > 0) lub
hiperboli (\; A2 < 0), a wartodci A i A2 okre§lajg dtugosci pélosi.

W jezyku macierzy twicrdzenia 6 i 7 brzmia jednakowo:

Dla kazdej hermitowskiej (lub rzeczywistej symetrycznej) macierzy A istnieje
macierz unitarna (odpowiednio ortogonalna) B o tej wlasnosci. ze macierz A’ =
B~'AB jest diagonalna. Na przekginej macierzy A’ wystepujg wartosci wlasne
macierzy A, przy czym kazda warto$é wlasna jest powtérzona tyle razy, ile wynosi
Jej krotnosé.

Wskazéwki praktyczne. Macierzowa interpretacja faktéw geometrycznych
wskazuje mozliwa droge postgpowania przy sprowadzaniu formy kwadratowe;

n
g(x) =) ayaa,
=1
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do postaci kanonicznej (ograniczymy sie do przypadku rzeczywistego). Przyj-
mijmy mianowicie, ze ¥y, ..., T, to wspolrzedne wektora x w przestrzeni eukli-
desowej V' z iloczynem skalarnym

n
(x]y) = Zx,-y,:.
=1

zatem e; = (1,0,...,0), ..., e, = (0....,0.1) tworza baz¢ ortonormalna. Oh-
liczamy wielomian charakterystyczny xa(t) = det(tE — A) macierzy A = (a,;)
i znajdujemy jego picrwiastki (to najtrudniejsza czes¢ zadania). Dla kazdego pici-
wiastka \; rozwigzujemy uklad liniowy jednorodny

(().|| - )\i).’l.‘] 4+ a2+ ... +a1, Ty = 0,
ar) + ((IQQ - )\i)fﬁz + ...+ agr, =0,

A1ty + Aoy + ...+ (ann - /\1')1"1:. =

Przestrzen rozwigzain tego ukladu ma wymiar réwny algebraicznej krotnodci picr-
wiastka A; (konsekwencja symetrycznosci macierzy A). Stosujac do bazy tej prze-
strzeni algorytm ortogonalizacji Grama Schmidta, a nastgpnie lgczac powstale
w ten sposéb ortonormalne uklady rozwiazan odpowiadajgce réznym X;, otrzy-
mamy baze ortonormalng przestrzeni V:

’ :
€; =b1;,-e| +b2je2 + ... +bnjen, j=1...,n

Wykorzystujemy tu znang juz w istocie wlasnosé operatora symetrycznego (ogol-
niej samosprzezonego) A o macierzy A: wektory wlasne odpowiadajace roznvin
wartosciom wlasnym A i g sa ortogonalne. Istotnie, podstawiajac A4u = Au
i Av = pv do réwnodci (Au|v) = (u}Av), otrzymujemy (Au|v) = (u]pv),
a stad (A — p)(u]v), czyli (u|v) = 0 (wykorzystaliémy fakt, ze u jest rzeczywi-
ste).

Macierz (b;;), wiazaca stare i nowe uklady ortonormalne, jest ortogonalna
(tutaj & = R), wiec nowe wspdlrzedne i, ..., 2! wektora x, dla ktérych

q(x) = > Ail})2,

i=1

wyrazaja si¢ przez stare wedlug wzoréw podanych w § 1 (p. 5).

5. Sprowadzanie pary form kwadratowych do postaci kanonicznej.
Przyklad form ¢(x) = |z1]? — |23]? i r(x) = |21] - |z2| pokazuje, Ze nie zawsze
mozna wybra¢ w przestrzeni taka baze, by dwie dane formy kwadratowe przy-
jely jednoczesnie postaé¢ kanoniczna. Mimo to w pewnym przypadku, waznyn
z praktycznego punktu widzenia, istnienie takiej bazy jest zagwarantowane:
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TWIERDZENIE 8. Zalézmy. ze na przestrzeni lintowej V wymiaru n nad C lub
R dane sq¢ dwie formy kwadratowe hermitowskie (tj. formy kwadratowe o warto-
$ciach rzeczywistych) q(x) ¢ r(x), przy czym forma r(x) jest dodatnio okreslona.
Wtedy w V istnieje baza. w ktérej obie formy majq postaé kanoniczng.

Dowéd. Niech g(x,y) bedzie hermitowska forma 8-liniowa odpowiadajaca formie
kwadratowej 7(x). Poniewaz forma r(x) jest dodatnio okreslona, mozemy okresli¢
w V iloczyn skalarny wzorem

(x|y) = g(x,y).
Zgodnie z twierdzeniem 7 w przestrzeni V z tym iloczynem skalarnym istnicje
baza ortonormalna (ey,...,e,), w ktdrej g(x) przyjmuje posta¢ kanoniczng (9).

7

W tej bazie kwadrat skalarny wektora oblicza si¢ wedlug wzorn

(x]%) = 906, %) = 7(x) = Y fzl”.

1=1

W ten sposéb w bazie (e;) obie formy kwadratowe maja postaé¢ kanoniczng. m

6. Postaé¢ kanoniczna izometrii liniowych. Zgodnie z twierdzeniem 5 izo-
metrie liniowe przestrzeni V 7 iloczynem skalarnym to dokladnie operatory uni-
tarne (ortogonalne dla 8 = R). Bedziemy rozpatrywaé osobno przypadcek rzeczy-
wisty i zespolouny, ale najpicrw udowodnimy kilka faktéw ogdlnych.

LEMAT 4. Wartosci wlasne operatora unitarnego (odpowiednio: ortogonalnego)
8¢ liczbami zespolonymi o module 1 (odpowiednio: mogg byé réune jedynie +1).

Dowéd. Niech A : V. — V bedzic operatorem unitarnym (lub ortogonalnym)
i niech e € V bedzie wektorem wlasnym odpowiadajacym wartosci wlasnej A.
Wtedy

(Ae| Ae) = (Ae] de) = A\(e]e).
Z drugiej strony,

(Ae| Ae) = (A*Ae|e) = (Eele) = (e]e).

Stad AA =1, czyli [A| = 1. W przypadku rzeczywistym (operatora ortogonalnego)
mamy A = 1 i sa oczywiscie tylko dwic mozliwodci: A = +£1. =

LEMAT 5. Niech U C V bedzie podprzestrzenig niezmienniczq dla operatora
unitarnego A : V. — V. Wtedy jej dopelnienie ortogonalne UL jest tei A-nie-
zmiennicze.

Dowéd. Przypominamy, ze 7 definicji

Ut ={veV|(viuy)=0vueU}.
37



[ 130 ROZDZIAL 3. PRZESTRZENIE LINIOWE Z ILOCZYNEM SKALARNYM

Ograniczenie Ay : U — U operatora A do U jest oczywiscie operatorem uui-
tarnym, a w szczegllnosci bijekcja. Niech u € U. Wtedy u = Au’ dla pewnego
u’ e U. Jesli wiec ve UL, to

(Av]u) = (Av ] Au') = (A" Av|u') = (v|u') =0,
czyli istotnie Av € UL, =
(A) Operatory unitarne. W jezyku macierzy chcemy wykazaé nastepujacy
fakt: dla kazidej macierzy unitarnej A istnicje macierz unitarna B taka. Ze macicrs
C = B 'AB = diag(\y...., \)

jest diagonalna. przy czym |A\;| = 1 dla kazdego i.
Okazuje sie, ze wygodniej jest dzialaé, wykorzystujac sens geometryczny ope-

ratorow unitarnych.

TWIERDZENIE 9. Dla R = C kaidy operator unitarny jest diagonalizowalny.
Inaczej mowige, dla kaZdego operatora unitarnego A na przestrzeni zespolone;
V, gdzie dimV = n, istnicje baza ortonormalna, w ktérej macierz operatora ma

postac
A =diag(A;,.... ), Il =1. (1)

Dowéd. Niech e; bedzie dowolnym unormowanym wektorem wlasnyin opera-

tora A. Taki wektor istnieje, gdyz cialo 8 = C jest algebraicznie domknigte. Na
mocy lematu 5 podprzestrzen U = (e;) wymiaru n—1 jest niezmiennicza wagle-
dem A i przez indukcje wzgledem n otrzymujemy teze. Stwierdzenic o modunlach
wartosci wlasnych udowodnilismy w lemacie 4. u

Zauwazmy, 7e i na odwrét, kazdy operator o macierzy postaci (10) jest wni-
tarny, poniewaz

‘A4 = diag(\, ..., An) diag(\1,..., \) = E.
Zwykle diagonalng macierz unitarng zapisuje sie w postaci
etP1
plpe

ei‘Pn

ykorzystujac posta¢ trygonometryczna liczb zespolonych.

3) Operatory ortogonalne. Jak juz wspominaliémy, lematy 4 1 5 zachod
wniez dla operatoréw ortogonalnych AV — V, z tym ze wartosci wlasne mo
az by¢ réwne tylko 1. Dalej jednak trzeba rozumowac nieco inaczej, gdyz o1
or ortogonalny moze nie mie¢ wektoréw wiasnych — wtedy jednak, podok
kazdy rzeczywisty operator liniowy, ma dwuvrymiarowg podprzestrzen wias
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Dlatego stosujac lemat 5, mozemy rozlozyé V na sume prostg jedno- i dwuwy-
miarowych podprzestrzeni niezmienniczych, parami ortogonalnych:

V=Vid...®V,; (11)

na kazdej z nich A indukuje operator ortogonalny. Zalézmy, ze zadna z pod-
przestrzeni dwuwymiarowych w tym rozkladzie nie da si¢ juz rozlozyé na jed-
nowymiarowe podprzestrzenie niezmiennicze. Wtedy sumn¢ baz ortonormalnych
w podprzestrzeniach V; dla i = 1,...,m nazywamy bazq kanoniczng dla opera-
tora A.

Zbadajmy, jaka jest macierz operatora A w bazie kanonicznej. Jesli 4; := Ay,
jest macierzg ograniczenia operatora A do V;, to

A
A=Al 'i"”_i_Amz
Am
Dlatego wystarczy ograniczyé sie do przypadku, gdy V nie ma (nietrywialnych)
podprzestrzeni niezmienniczych i dimV = 1 lub dimV = 2. Je$li dimV = 1
iV = (e), przy czym |e|| = 1, to Ae = de i A = £1 (lemat 4). Jesli dimV = 2
1V = (e, ey), gdzic (e; | e;) = &;5, to w tej bazie ortonormalnej

a b
A= niE a,b,¢c,d € R.
Przypusémy, Zze det A = ad — be = —1. Wtedy wielomian charakterystyczny

xa(t) = t2 — (a 4 d)t — 1 ma dwa picrwiastki rzeczywiste, a wigc operator A
ma wektor wlasny, whrew zatozeniu. Wobec tego musi by¢ det A = 1. Obliczajac
macierz odwrotna na podstawie znanych wzoréw, znajdujemy

d —b

—C a

Al =

Z drugiej strony, na mocy ortogonalnoéci,

a ¢
b d

Poréwnujac te dwa wzory, dochodzinmy do wniosku, ze

AL :tAz

.

a —C
C a

A= a?+c?=1.

b

Wobec tego a = cos p i ¢ = sin p dla pewnego kata , a wige

cosyp —siny
sin ¢ COoS @

-—

M

czyli operator A jest obrotem na plaszczyZnie V.
7 powyzszej analizy wynika, ze jesli w rozkladzie (11) pierwsze r skladni-
kéw Vi, ..., Vs to nierozkladalne dwuwymiarowe podprzestrzenie niezmiennicze,
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a pozostate to podprzestrzenie jednowymiarowe (co zawsze mozna osiagnaé, prze-
numerowujac wektory bazowe), i jesli ¢1,..., ¢, to odpowiednie katy obrotéw.
wdowcezas macierz A przyjmuje postaé¢ opisang w ponizszym twierdzeniu.

TWIERDZENIE 10. Dla kazdego operatora ortogonalnego A na n-wymiarowc;
przestrzeni euklidesowej V' istnieje baza ortonormalna w 'V, w ktérej operator A
ma macierz

cosy; —singp
sin | COS P

cos o, —sinp, y, k+l4+2r=n.u

sin ¢, COS Y,
—E,

E

7. Operatory normalne. Dowody twierdzei spektraluych 6 i 9 maja ze soby
wiele wspélnego, co nie jest przypadkowe, poniewaz operatory hermitowskic i uni-
tarne naleza do ogdlniejszej, naturalnej klasy operatorow diagonalizowalnych.

DEFINICJA 5. Niech V bedzie przestrzenia unitarng. Operator A : V — V
spelniajacy warunek

AA* = A" A (12)

nazywamy normalnym. Jego macierz (w dowolnej bazie) tez nazywamy normalnq.

Przypomnijmy, ze na mocy (5) zachodzg réwnosci
AE)* =AE, (A= AE)* = A* = )¢,

wiec operator A jest normalny jednoczesnie z A — AE. Jesli operator A jest nor-
malny, to

[ AX|[? = (Ax] Ax) = (x| A"Ax) = (x| AA*X) = (A" | A") = [[A"x].
Podstawiajac A — A w miejsce A, otrzymujemy

[ Ax — Ax|| = [|[A*x - Ax]],
skad wynika, ze
Ax = x & A*x = )x. (13)

Jest oczywiste, ze kazdy z warunkéw A* = 4 i A* = A~! pociaga za soba
(12). Latwo jednak podaé przyklady operatoréw normalnych, ktére nie sg ani
hermitowskie (albo antyhermitowskie), ani unitarne, np. operator o macierzy
A = diag(2i,2,1,...,1) w pewnej bazie ortonormalnej. Ponadto definicja opera-
tora normalnego przenosi sie na nieskofniczenie wymiarowe przestrzenie Hilberta

i znajduje tam rozliczne zastosowania.
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Naszym bezposrednim celem jest dokladne scharakteryzowanie klasy opera-
toréw normalnych na przestrzeni unitarnej.

TWIERDZENIE 11. Niech A bedzie operatorem liniowym na przestrzeni unitar-
nej V. Nastepujgce warunki sq¢ réwnowazne:

(a) operator A jest diagonalizowalny w pewnej bazie ortonormalnes;
(b) operator A jest normalny.

Dowéd. Jesli (ey,...,e,) jest baza ortonormalng, dla ktérej Ae; = Aje;, to
definiujemy operator B wzorami Be; = Ae; dlai = 1,...,n. Wtedy oczywiscie

AB = BA. Ale
(Ae; | e;) = Aidi; = Aj0;; = (e; | Be;),

skad wynika, ze B = A*, czyli z (a) wynika (b).
Aby udowodnié implikacje odwrotng, weZzmy dowolng warto$¢ wlasng A ope-
ratora A i rozpatrzmy odpowiadajaca mu podprzestrzenn wlasng

VA= {x eV | Ax = Xx}.
Wtedy z (12) wynika, ze
A*(V) c VA,
a wobec tego
A(VM) € (VM

Istotnie, jesli y € (V*)1, to (y|x) = 0 dla kazdego x € V*. Wtedy jednak
(Ay | x) = (y | A*x) = 0, gdyz A*x € V2,

Poniewaz (A*)* = A, wigc przcz symetrie podprzestrzen (V)1 jest tez
A*-niezmiennicza. Ograniczenia operatoréw A i A* do (V)1 s3 oczywiscie ze
sobg przemienne, tj. sa operatorami normalnymi. Rozumujac przez indukcje wzgle-
dem n = dim V', mozeny przyjaé, ze na (V*)1 operator A jest diagonalizowalny
w pewnej bazie ortonormalnej. Na V? to samo ma miejsce z definicji, a ponicwaz
V=V*® (V*)L, dowéd zostal zakonczony. s

Poniewaz opcratory hermitowskie i unitarne sa normalne, wige twierdzenia 6
19 s3 szczegélnymi przypadkami twierdzenia 11. Przypominamy w tym miejscu
o zupelnym ukladzie operatoréw idempotentnych (rozdz. 2, § 3, twierdzenie 1).

Ogélne twierdzenie spektralne dla operatoréw normalnych mozna sformulowaé
nastepujaco:

TWIERDZENIE 12. Dla kazdego operatora normalnego A na n-wymiarowej prze.

strzeni unitarnej V istniejq rozne liczby zespolone Ay, ..., Ay, gdzie m < n, ora:
parami ortogonalne niezerowe projekcje Py, ..., Py, takie, zZe:
(i) Zj Pj=¢&;
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(ii) X2, AjP; = A jest rozkladem spektralnym operatora A. tj. {Al,---sAm} =
Spec A;

(iii) rozklad w punkcie (ii) jest jednoznaczny: jesli operator A jest kombinacjq
liniowq ; Ai'Pj parami ortogonalnych niezerowych projekcji spelniajgcych (i),
to {M1,...,Am} = Spec A;

(iv) istniejq wielomiany zespolone fi(t), ..., fm(t) takie, Ze

fz’()\j) = 52‘3'» fz’(-A) =P

(w przypadku operatora samosprzezonego wszystkie liczby A; i wielomiany f;(t)
sq rzeczywiste).

Dowéd. Niech Ay, ..., A, beda wszystkimi réznymi wartosciami wlasnymi opcra-
tora A. Na mocy twierdzenia 11 mamy V = G}:’;] Vi, przy czym podprzestrzenie
wlasne Vi sa parami ortogonalne (i oczywiscie niczerowe). Niech P; bedzie rzute
ortogonalnym przestrzeni V na V*¢ | ¢zyli operatorem rzutowania na V* réwnole-
gle do > ot VA, Réwnoséé (i) wynika teraz z powyzszego rozkladu przestrzeni 1
Zauwazmy przy okazji, ze wzajemna ortogonalnosé rzutéw P; (tzn. ortogonalnosc
ich obrazéw) mozna zapisa¢ w postaci réwnosci P;P; = P;P; = 6;;P;.
Jeslive Viv; =P;v, to Av; = A;v;, a wobec tego

Av=A(zj:Pjv)=Zj:Av, Z)\VJ—Z/\ P;v) (Z/\P)

co dowodzi (ii).

Jedli chodzi o stwierdzenie (iii) o jednoznacznosci rozkladu spektralnego.
rozumujemy tak: Poniewaz P; # O, wiegc istnieje niezerowy wektor x € ImP;.
Wtedy Pix = x i Pjx = 0 dla j # i. Wobec tego

Ax =Y N Pix = APix = Aix.
J
tj. A € Spec A.
Na odwrét, jesli A € Spec A i Av = Av dla pewnego v # 0, to

Av = Av = /\Zvj, v; =Pjv,
a 7 drugiej strony,

.AV = AZVJ' = E‘Avj = Z/\J'Vj.
J J J

Zatem Zj()\ — Aj)v; = 0. Wektory v,,...,v,, sg jednak parami ortogonalnc

(gdyz zalozyliémy wzajemng ortogonalno$é¢ rzutéw Py, ..., Pn), wiec te sposrod

wektoréw v;, ktére nie sg zerowe, sa liniowo niezalezne. Wobec tego (A—A\;)v; =0

dla kazdego j, przy czym jesli v; # 0 (a takie - si¢ znajdzie, gdyz v # 0), to
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A= A; € {A1,-..,Am}. Zatem rozklad operatora A na kombinacje liniows parami
ortogonalnych rzutéw jest jednoznaczny.

Wielomiany fi(t),..., fm(t) wystepujace w (iv) mozna okreslié¢ jawnym wzo-
rem: .Y
() = J
JF

(por. wzor interpolacyjny Lagrange’a w czeéci I, rozdz. 6, § 1, (4)). Widaé, ze
fi(t) € R[t], jesli operator A jest samosprzezony, oraz f;(\;) = d;;.
Wykorzystujac rozklad (ii) i ortogonalno$é rzutéw P;, otrzymujemy

A? = (Z AP ( > AP;) = D_ANPP; =) NP,
i J 1,3 J
oe i () (£67) -

........................................................

(réwniez dla k = 0, na podstawie (i): A° =€ =3, P; = Y_; \]P))- Zatem
FA) = Y £
J

dla dowolnego wiclomianu f(t). W szczegdlnosci

fl('A) = Zfz()\J)PJ = fl()\l)Pz = P,',. ]
J

Podobnie jak kazdy operator liniowy na przestrzeni unitarnej, operator nor-
malny .4 mozna zapisaé¢ w postaci A = B+iC, gdzie operatory Ai B sa hermitowskic
(zob. (6)); wtedy A* = B —iC, a wiec operatory B i C wyrazaja si¢ przez A i A™:

1 . 1,
B=Z(A+A"), C=(A-A).

Poniewaz AA* = A* A, wige BC = CB. Na odwrét, jedli dla pewnego A operatory
B i C sg ze sobg przemienne, to A i A* tex:

AA* =B% + 2 = A A,

czyli operator A jest normalny.
Odchodzac na chwile od operatoréw normalnych, zatrzymajmy si¢ na roli
przemiennos$ci operatoréw (mowimy tez wtedy, ze operatory komutujg).

LEMAT 6. Jesli operatory A i B na przestrzeni zespolonej V' sq ze sobg przemienne,
to majg wspolny wektor wlasny.
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Dowéd. Niech )\ € Spec.A. Rozpatrzmy podprzestrzen wlasng V> = {x € V |
Ax = Ax}. Wtedy BV* c V>, Istotnie, z réwnoéci AB = BA wynika, ze jesli
x € V2, ta
A(Bx) = B(Ax) = B(A\x) = A\(Bx),

tj. Bx € V2.

Operator B ograniczony do V* ma wektor wlasny y € V*: By = uy dla
pewnego i € Spec B. Zatem Ay = Ay i By = py, ¢zyli y jest wspolnym wektoren
wlasnym. =

TWIERDZENIE 13. Jedli A i B sq dwoma operatorami hermitowskimi lub dwoma
operatorami unitarnymi na n-wymiarowej przestrzeni unitarnej V', to macierze oby
operatoréw sq diagonalne w pewnej wspélnej bazie ortonormalnej wtedy < tylko wiedy,
gdy operatory A i B sq ze sobg przemienne.

Dowdd. Jedli (dowolne) operatory A i B sa diagonalizowalne we wspdlnej hazic
(e1,...,e,) (niekoniccznie ortonormalnej) oraz x = Y. x;e;, to Ax = Y . \irje;
i Bx =Y, pxie; dla pewnych skalaréw A;, t;. Wtedy

ABx = A(Zpixiei) = Z Aifb; ;€ = Z/Li/\iff.ie,ﬁ = B(Z /\i:mei) = BAx.

czyli operatory A i B sy przemienne.

Na odwrét, zatézmy, ze operatory A i1 B sy oba hernmitowskie lub oba unitarne
oraz AB = BA. Wtedy na mocy lematu 6 operatory A i B maja wspdlny wektor
wlasny e;. Mozemy przyjaé, zc ||e1|| = 1. Podprzestrzen W = (e;)+ wymiarn
n—1 jest niezmiennicza wzgledem obu operatoréw na podstawie ich hermitowskosci
(lemat 3) lub unitarnoéci (lemat 5). Ograniczenia obu operatoréw do W sa znowi
przemiennymi operatorami hermitowskimi lub unitarnymi. Indukcja wzgledem
wymiaru prowadzi do konstrukeji bazy ortonormalnej, w ktorej macierze obn
operatorow maja posta¢ diagonalng.

Uwaga 4. Przypomnijmy, ze na mocy twierdzenia 3 przemiennoséé operatorow
hermitowskich A i B jest rbwnowazna hermitowsko$ci operatora AB.

8. Operatory dodatnio okreslone. Kazdemu operatorowi samosprzezonemt
A na przestrzeni z iloczynem skalarnym odpowiada forma kwadratowa ¢(x) =
(Ax | x). Pojecia zwigzane z ta forma, jak dodatnia okre$lonod¢, polokreslonod’
itd. (rozdz. 1, § 4, p. 8), mozna tez odnie$¢ do operatora A.

DEFINICJA 6. Operator samosprzezony A nazywamy dodatnio okreslonym, jesli
(Ax | x) > 0 dla kazdego niezerowego wektora x € V.

Z twierdzenia 6 i towarzyszacych mu uwag wynika, ze dla kazdego dodatnio
okredlonego operatora A istnieje baza ortonormalna w V, w ktérej macierz A

operatora ma posta¢ diagonalna "
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A1
A= (14)
An
2 dodatnimi warto$ciami wlasnymi \;,..., A,. Na odwrét, jesli operator .4 ma
w pewnej bazie ortonormalnej macierz (14), to warunek A\; > 0,..., A, > 0
gwarantuje dodatnig okreslonos¢ A. Piszemy wtedy A > 0.

Mozna tez méwi¢ o  operatorach  dodatnio  pdlokreslonych
(oznaczenie: A > 0), dla ktérych A; > 0 dla kazdego i. Dla dwéch operatoréw
samosprzezonych A i1 B piszemy A > B, jes§li A — B > 0.

Z definicji operator dodatnio okrcélony jest nieosobliwy (odwracalny); widaé
to tez z nieré6wnosci Schwarza: jesli x # 0, to

0 < {(Ax|x)[ < [[Ax - fIx[I,

a wiec Ax # 0. Na odwrét, nieosobliwosé i warunek A > 0 gwarantuja, Ze operator
A jest dodatnio okreslony.

STWIERDZENIE 1. Kazdy operator dodatnio okreslony A jest kwadratem do-
kladnie jednego dodatnio okreslonego operatora B (piszemy B = v A).

Dowdéd. Wystarczy sprowadzi¢ macierz operatora A do postaci diagonalnej (14)
i przyjaé B = diag(v/A1.. ... v An) (bierzemy pierwiastki dodatnie). Operator B
o macierzy B w dancj bazic ortonormalnej jest dodatnio okreslony. Warunek
A = B? zachowuje sie przy zmianie bazy: C"'AC = (C~! BC)?. Zatem A = B?.

Jednoznaczno$é B najwygodnicj udowodnié, wykorzystujac twierdzenie 12
o rozkladzie spektralnym. Jedli mianowicie B’ > 0i (B')? = A, to uwzgledniajac
rozktad spektralny B = 3~ 11;P, otrzymujcmy

Z }LQP/ =A= Z )\ipf,.

Liczby u; > 0 sa parami rdzne, a wiec ich kwadraty tez. Jednoznacznosé roz-
kladu spektralnego prowadzi do wniosku, zc¢ zbiory {uz} i {\;} sg rowne, tj. po
odpowiednim przenumerowaniu zachodza réwnoéci p? = \; oraz P! = P;, a stad

}.Lz'=\/:\_18' B= \/_-l

STWIERDZENIE 2. Niech C bedzie dowolnym operatorem nieosobliwym na prze-

strzeni lintoweg 2 iloczynem skalarnym. Wtedy zlozenie A = CC* (a takze C*C) jest
operatorem dodatnio okreslonym.

Dowéd. Samosprzgzonosc¢ takiego zlozenia juz sprawdzaliémy: (CC*)* = C**C* =

CC*. Ponadto jesli operator C jest nieosobliwy, to C* tez, a wobec tego
(CC*x|x) = (C"x|C*"x) >0 Vx#0,

czyli operator A = CC* jest dodatnio okreslony. To samo odnosi si¢ do zloze-

nia C*C. =
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Ze stwierdzen 1 i 2, uogSlnionych na przypadck operatoréw osobliwych, wynika
natychmiast

TWIERDZENIE 14. Niech A bedzie operatorem liniowym na przestrzeni V' z ilo-
czynem skalarnym. Nastepujgce warunki s¢ réwnowazne:

(i) istnieje operator B taki. ze A= B? i B* = B;
(ii) istnieje operator C taki. ze A = CC*;
(iii) (Ax|x) > 0 dla kaidegox € V. m

W jednowymiarowym przypadku zespolonym kazda z wilasnosci (i), (ii) cha-
rakteryzuje liczby rzeczywiste nieujemne: z > 0 oznacza zaréwno mozliwosé zapisu
z = \?, gdzie A € R (odpowiednik (i)). jak i = = z'2’ (odpowiednik (ii)).

9. Rozklad biegunowy. Wspomniana odpowiednios¢ miedzy liczbami zespo-
lonymi i operatorami liniowymi na przestrzeni z iloczynem skalarnym sicga joszeze
dalej, az do zapisu liczby zespolonej w postaci trygonometrycznej z = |z|e'¥ =
Vzze*? . Swiadezy o tym nastepne

TWIERDZENIE 15. Kazdy nieosobliwy operator A na przestrzeni V 2 iloczynem
skalarnym mozna przedstawic w postacs

A=PQ, (15)

gdzie operator P jest dodatnio okreslony, a Q jest izometrig (czyli operatorcm
unitarnym). Rozklad (15) jest jednoznaczny; nosi on nazwe rozkladu bicqunowcqo
operatora A.

Dowéd. Ze stwierdzen 1 i 2 wynika, ze AA* = P? gdzie P jest pewnym ope-
ratorem dodatnio okreslonym (w szczegolnosci odwracalnym). Jedli przyjinicmy
Q = P! A to réwnosé (15) bedzie oczywiscie spelniona. Trzeba sie tylko prae-
konaé, ze Q jest izometrig.

Istotnie, poniewaz P* = P i PP~ = € = &* = (P~1)*P*, wige (P7!)" =
(P*)~! = P!, a stad

QQ" =P 'AA(PT) =PTIP*P ! =¢.

Jedli teraz PQ = A = P;Q; sa dwoma rozkladami postaci (15), to Q*P =

QtP;. Wobec tego PQ - Q*P = P1Q1 - QiP, a stad P2 = P}, cayli P = P

(jednoznacznoé¢ pierwiastka kwadratowego). Wtedy réwniez O = Q; i dowdd
jednoznacznosdci rozkladu biegunowego zostal zakonczony. m

Uwaga 5. Mamy oczywiscie
.A = PQ = QQ—IPQa
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a stad
A= Qpla

gdzie Q jest izometria, a Py = Q*PQ jest operatorem dodatnio okreslonym.

Rozklad biegunowy (15) (ale bez jednoznacznoci Q) zachodzi tez dla ope-
ratoréw osobliwych. Zajmiemy si¢ jednak teraz inng wlasno$cig tego rozkladu.
Dla liczby zespolonej z kolejnos¢ czynnikdw w postaci trygonometrycznej niec ma
znaczenia: |z|e’® = e**|z|. Jesli natomiast A = PQ = QP, gdzie operator P jest
dodatnio okreslony, a @ — unitarny, to

AA* = PQ-Q*P* =P2=PQ*QP = (QP)*QP = A*A,

czyli operator A jest normalny.
Na odwrét, jesli operator normalny A ma rozklad biegunowy A = PQ, to

P2 =POQ*P = AA* = A" AQ*P*PQ = Q™' P?Q,

czyli Q jest przemienne z P?. Pociaga to jednak za soba przemiecnnos¢ Q z P,
poniewaz P = v/P? jest wielomianem od P? (co wynika z twierdzenia o rozkladzie
spektralnym). Wobec tego

operator o rozkladzie hiegunowym A = PQ jest normalny < PQ = QP.

CWICZENIA

1. Kiedy macierz unitarng A wymiaréw n X n mozna zapisa¢ w postaci (mul-
tiplikatywnego) komutatora A = XY X 'Y ~! macierzy unitarnych X,Y?
Warunkiem koniecznym jest oczywiécie det A = 1. Udowodnié, ze warunck
ten jest tez dostateczny. Inacze) méwigce, w grupie SU(n) kazdy element jest
komutatorem.

2. Macierz Jacobiego to macierz rzeczywista postaci

a; —=by 0 ... 0 0
—QC) Qa9 —I)-_) . 0 0
J = 0 —c2 a3 ... 0 0 , bic; >0, i=1,...,n-1
< Ay — | _'bn—-l
0 0 0 L T | an

Udowodni¢, ze widmo takiej macierzy jest rzeczywiste i proste.

3. Czy prawdziwy jest odpowiednik twierdzenia 13, w ktérym jeden z operatoréw
A, B jest hermitowski, a drugi jest izometrig?

4. Niech A i B beda dwoma przemiennymi operatorami liniowymi na przestrzen
liniowej V nad cialem K. Udowodni¢, ze je§li kazdy z tych operatoréw jes

diagonalizowalny, to sg one wspoélnie diagonalizowalne, tzn. istnieje baza w V
zlozona z wektoréw, ktére sa wektorami wlasnymi dla A4 i B jednoczesnie.
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a

10.

(B

12

Udowodni¢, ze jesli przemienne operatory liniowe A i B sa dodatnio okreslone,
to operator AB jest tez dodatnio okreslony.

Udowodnié, Ze je$li macierz rzeczywista A jest antysymetryczna (*A = —A4).
to macierz A? jest symetryczna i niedodatnio okreslona. Wynika stad w szcze-
gélnosci, ze niezerowe pierwiastki charakterystyczne rzeczywistej macicrzy
antysymetrycznej sa liczbami urojonymi.

Niech A i B beda operatorami hermitowskimi, przy czym jeden z nich, np. A.
jest dodatnio okreslony. Udowodnié, ze widmo Spec(AB) jest rzeczywiste.

Niech q(x) bedzie forma kwadratowa na przestrzeni euklidesowej V z iloczynem
skalarnym (* | *). W ktérych punktach sfery jednostkowej (x | x) = 1 forma ¢
osiaga maksimum lub minimum? Ogélniej: ktére punkty sfery jednostkowej s
stacjonarne dla ¢q, tj. pochodne ¢ w tych punktach we wszystkich kicrunkach
sg zerami? Udowodni¢ nastepujace stwierdzenie:

Punkt x sfery jednostkowej jest punktem stacjonarnym formy kwadratowe|
q wtedy i tylko wtedy, gdy x jest wektorem wlasnym operatora symetryczneqo
F okreslonego wzorem q(x) = (Fx|x).

W szczegdlnosei najwicksza wartosé formy q(x) na sferze jednostkowey jest
réouma najunekszemu wspolczynnikowr w jej postaci kanonicznej, a naymnicisza
wartosé¢ - najmniejszemu.

Udowodni¢ nastepujgce uogélnienie lematu 6:

TWIERDZENIE 16. Kazda przemienna rodzina operatorow liniowych na skorn-
czenie wymiarowej przestrzeni zespolonej ma wspélny wektor wlasny.

Udowodnié, ze jesli
6 = {A; € M, (C) | AiA; = AjA; dlai,j e J}

jest dowolng przemienna rodzing macierzy, to istnieje taka macierz nicosobliwa
C, ze zbiér

c'eC ' ={C'A;C|je ]}
jest przemienng rodzina macierzy goérnotréjkatnych.

Niech E bedzie (jak zwykle) macierza jednostkows stopnia n, a E;j dlai.j =
1,...,n — jedynkami macierzowymi (tzn. jedynym elementem niezcrowyin
macierzy F;; jest e;; = 1). Sprawdzié, ze zbiér

ma [n?/4] + 1 elementéw i stanowi przemienna rodzine liniowo niezaleznych
macierzy gérnotréjkatnych. Symbol [z] oznacza tu cze$é catkowita liczby .

Udowodnié

TWIERDZENIE (I. Schur, 1905). Najwickszy wymiar przemiennej podal-
gebry w M, (C) jest réwny [n?/4] + 1.
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Inaczej méwiac, nalezy wykazaé, ze najwieksza mozliwa liczba liniowo
niezaleznych i parami przemiennych macierzy kwadratowych stopnia n nad C
wynosi [n?/4] + 1.

W rzeczywistodci cialo C mozna tu zastapi¢ dowolnym cialem K.

13. Niech (V, (x| x)) bedzie przestrzenig euklidesows parzystego wymiaru n = 2m,
a f(x,y) — niezdegencrowang formg antysymetryczna na V. Udowodnié,
ze istnieje rozklad V = V3 @& Vo na sume prosta dwoch podprzestrzeni
m-wymiarowych oraz nieosobliwy operator symetryczny A : V. — V taki,
ze jeSli X =X) + X0 orazy =y +Yya2, gdzie x;,y; € Vidlai =1,2, to

fx,y) = (x1] Ayz) — (x2] Ay1).

§ 4. KOMPLEKSYFIKACJA 1 URZECZYWISTNIENIE

Juz kilka razy mieliémy okazje si¢ przekonac, ze problem sprowadzania macierzy
operatora liniowego A : V — V do postaci kanonicznej ma rézne rozwigzania
w zaleznosci od tego, czy cialo skalar6w R jest algebraicznie domkniete (np.
R = C), czy tez nie (np. R = R). Odnosi sie¢ to w szczegdlnosci do izometrii,
czyli operatorow unitarnych i ortogonalnych. Poniewaz w przypadku zespolonym,
kosztem utraty w pewnym stopniu intuicji geometrycznej, sytuacja algebraiczna
sie upraszcza, czesto stosuje sie do przestrzeni i operatoréw rzeczywistych operacje
(lub, jak réwniez méwimy, funktor) kompleksyfikacji; funktor urzeczywistnicenia
dziala w przeciwnvm kierunku. Przyjrzymy sie temu nieco dokladniej.

1. Struktura zespolona. Niech V bedzie przestrzenig liniowg nad R.

DEFINICJA 1. Méwimy, 7e operator liniowy J : V — V wprowadza w przestrzeni
V strukture zespolong, josli J? = —€.

Przyklad 1. Niech dimV = n = 2m i rozpatrzmy operator J o macierzy
0 -1
1 0

J= 10 (1)

0 -1
1 0

(zob. rozdz. 1, § 4, wniosek z twierdzenia 9). Jest oczywiste, ze J wprowadza,
w V strukture zespolong, gdyz J? = —E.
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Termin ,struktura zespolona” wiaze sie z faktem, ze za pomoca J mozna
okresli¢ w zbiorze V strukture przestrzeni liniowej nad C, przyjmujac

(a+iB)v=av+pIv, ao,BeR, veV
Aksjomaty rozdzielnosci
a(u+v)=autav, (@+bv=av+bdv, abelC uveV,

sa spelnione, gdyz J jest operatorem liniowym. Ponadto z rownosci [J? = —¢

wynika. ze

(a +iB)|(y +id)V]=(a + iB)(yv + 8T V)=a(yv + 8T V) + BT (7v + 6T v)
—ayv + adJv + By Iv — Bov=(ay — BO)V + (ad + By)Tv
=lory — B0+ i(ad + By)]v=[(a + iB)(y + id)]v.

Wszystkie pozostale aksjomaty przestrzeni liniowej sa oczywiscie spetnione, po-
niewaz nie wiazg si¢ z mnozeniem przez skalary.

DEFINICJA 2. Przestrzen zespolona zdefiniowang powyzej oznaczamy przcy V:
nazywamy ja przestrzeniq zespolong wyznaczong przez strukture zespolong J na
przestrzeni rzeczywistej V.

Pokazemy, ze przyktad 1 nie byl przypadkowy.

STWIERDZENIE 1. Skoriczenie wymiarowa rzeczywista przestrzen lintowa V ze
strukturg zespolong J ma wymiar parzysty, a macierz operatora J w pewnej bazic
jest postaci (1). Ponadto

dime V = —;— dimg V. (2)

Dowéd. Zalézmy, ze znalezlidmy juz wektory e, ..., e, € V takie, ze uklad 24
wektoréw e, Jey,..., €, Jex jest liniowo niezalezny. Wtedy albo ich powloka

liniowa
Vk = (elgjela‘u,ekajek>

jest cala przestrzenia V i dowéd jest zakonczony, albo istnieje wektor x4 € Vi
W tym ostatnim przypadku uklad e, Je,,..., ey, Jek, €rs1, T €rt1 Jest rownicz
liniowo niezalezny. Istotnie, przypusémy, ze

Jerr1 =aepy +vi, a€R,  vp eV,
i zastosujmy do obu stron operator 7:

—€p4y1 = ajek-H + Jvi.

Zauwazmy, ze podprzestrzen Vi jest niezmiennicza wzgledem J, wiec Jvi € V.
Mnozac przedostatnig réwno$é przez o i poréwnujac z ostatnig, dochodzimy do
wniosku, ze
(a® +1)epy; = —avy — TV € Vi,

co jednak przeczy wyborowi ey, gdy25062 +1#£0.
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Kontynuujgc proces dolaczania do Vj, wektoréw liniowo niezaleznych, otrzy-
mamy w konicu przy pewnym m cala przestrzen:

V — ‘/772 — <el-,v.7ela'°'7e”n’la\7e'm.>-

Zatem dlmR V= 21’71, przy Cczym w bazie (e-, y ._761 NN Y Jem) n]a(-jeer opera-
tora J jest wlasnie (1). Réwnoé¢ (2) wyraza dokladnie fakt. ze wektory e i Je;,
sg proporcjonalne nad C: Jeg = ie;. m

Powyzsze rozumowanie powtarza wlasciwie procedure sprowadzania formy
antysymetrycznej do postaci kanonicznej (rozdz. 1, § 4).

2. Urzeczywistnienie. Nicch teraz U bedzie dowolna przestrzenig liniows
nad C.

DEFINICJA 3. Urzeczywistnieniem przestrzeni U nazywamy rzeczywistg prze-
strzen liniowa Ug, réwna U jako zbiér, z ta sama struktura grupy addytywne;j
oraz z mnozeniem przez liczby rzeczywiste wykonywanym tak samo jak w U, ale
w ktérej ,zapomnieliSmy” o mnozeniu przez liczby zespolone (nierzeczywiste).

Urzeczywistniajgc przestrzen zespolong U, zubozamy ja: z n-wymiarowej prze-
strzeni zespolonej
U=e,...,ey)c

otrzymujemy 2n-wymiarows przestrzen rzeczywista
UR - (el 3 iel) e €, ien)R-

Okreslone w U mnozenie przez i = \/—1 staje sie teraz struktura zespolong J na
Ur, okreslony wzorami

jek = ieka j(le[‘) = —€, k= 13 LT (3)

Jako przestrzen zespolong wyznaczong przez t¢ strukturg zespolona (zob. punkt 1)
otrzymujemy z powrotem wyjéciowa przestrzen:

ﬁR=U.

DEFINICJA 4. Urzeczywistnieniem operatora C-liniowego A : U — U nazywamy
operator R-liniowy Ag : Ug — Uy, dzialajacy tak samo jak A, tzn. Agu = Au.

Réznica miedzy A i Az polega na interpretacji ich dzialania. Rozpatrzmy
rozklad ) )
Ug = (el, N ,en)R + (ieq,... ,zen)m.
Kazdy operator C-liniowy A : U — U wyznacza dwa operatory R-liniowe A, i Az
na (e, ... €, )R takie, ze
.Au:.A]u+i.Azll dla u € (el,...,en)R.
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Niech A; i A; beda macierzami operatoréw (odpowiednio) A; i Az. Poniewaz

A(iek) = ide, = i(A;ek +iAser) = —Agzer + A u,

wiec macierza operatora Ar w bazie (e;.....ep;i€;,. .., ie,) przestrzeni Uy jest
A Ar =42 (4)
T4y A

Widaé, ze daleko nie wszystkie operatory R-liniowe na Ur sg urzeczywistnieniami
operatoréw C-liniowych na U.

Niech £L(U)gr bedzie zbiorem wszystkich takich urzeczywistnien, a L(U})
przestrzenig wszystkich operatoréw R-liniowych na Ugr. Z definicji lub z postaci
macierzowej (4) operatoréw urzeczywistnionych wynika. ze

(A+Br=Ar +Br, (AB)r=AroBr, (cA)r=caAg, «ack
Inaczej méwige, L(U)g jest podalgebrag w L(Ug). Oczywidcie
, , 1 9 1,
dimg L(U)g = 2n? = 5(27;,)2 =3 dimg L(Ur).
Macierza operatora J (struktury zespolonej) w rozpatrywanej bazie jest
0 —-F
E 0

Poniewaz operator A jest C-liniowy, wigc Ar.J = JAg, co odpowiada réwnosci
macierzowej ArJy = JoAr, ktora latwo réwniez sprawdzié bezposrednio. Na
A Aj
Ay

odwrét, jesh
o -E|f_{0 —E|
A, E off WE 0

to po pomnozeniu macierzy blokowych otrzvmujemy réwnosé

A3 —Al ‘_AQ —A;l

J() =

‘y E = Erv (r))

A Aj
A, Ay

?

?

Ay —A A A3

skad A3 = —As i A; = A,, tj. kazda macierz rzeczywista 2n x 2n, ktéra jest
przemienna z Jy, ma postaé (4).
Udowodniliémy zatem

STWIERDZENIE 2. Podalgebra L(U)gr C L(Ug) operatoréw urzeczywistnionych
sktada sie dokladnie z operatoréw przemiennych 2z 7. =

Ciekawe jest nastepujace pytanie. Niech V' bedzie parzystowymiarowa rzeczy-
wistg przestrzenia liniowg (powiedzmy dimg V' = 2n) i niech A : V' — V bedzie
operatorem R-liniowym. Kiedy na V istnieje struktura zespolona J przemienna
z A, tj. taka, ze A = B, gdzie B jest operatorem C-liniowym na n-wymiarowej
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przestrzeni zespolonej V (zob. p. 1)7 Rozpatrzmy najpierw wazny przypadek
szczegllny.

TWIERDZENIE 1. Niech V = R2 1 niech A 'V - V b@dzze ()peratorem
R-liniowym niemajgcym wektorow wlasnych. Wtedy na'V-moina okresli¢ strukture
zespolong J przemienng = A.

Dowéd. Wedlug zalozenia operator A ma dwa sprzezone pierwiastki charakte-
rystyczne A, A. Niech A = A + A2, gdzie Ay, Ay € R, przy ezym s # ). Na mocy
twierdzenia Hamiltona -Cayleya A% — tr A + (det A)E = O, tj.

A2 =20 A+ M+ A)E=0. (6)
Definiujemy
J =AM HA = X&)
Wtedy
A= /\15 + /\2j

Podstawiajac to wyrazenic do (6), otrzymujemy
(A2E + 20 00T + A2T3?) = 2X01(Ai€ + XaT) + (A2 + X3)E = 0,
skad wynika, ze
J? = -£.

Zgodnie z ogbélnymi rozwazaniami w punkcic 2 operator ten wprowadza na V
strukture prostej zespolonej C!. Poniewaz operator A jest przemienny z 7, wiec
A = Bg, gdzie B : C' — C! jest operatorem mnozenia przez pewng liczbe
zespolona. Ta liczbg jest oczywiscie \. w

Udowodnimy teraz

STWIERDZENIE 3. Jesli A : U — U jest operatorem C-liniowym. to det Ag =
|det A2

Dowéd. Przeprowadzimy dowdd bezposredni, stosujgc postaé macierzowa (4).
operacje elementarne na wyznacznikach nad cialem C i rownosci A = A, + A
oraz det A = det A, gdzie kreska oznacza sprzezenie zespolone:

_ _ A A
det Ag = det Ag = det 4, A,
_ Ay +iA2 —Ax+iA || Al +iAs 0
=det)l 4, A || T detl Ay A —iAg
A () A 2
—_ || = t . , =
= det A, A& H det A-det A = |det A|*. m
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3. Kompleksyfikacja. Niech V bedzie dowolna przestrzenig liniowg nad R.
Vatwo sprawdzi¢ bezposrednio, ze jesli na zewnetrznej sumie prostej V &V, cavlhi
przestrzeni liniowej par (u,v) z dzialaniami

a(u.v) + (W, v) = (au+ v, av+a'Vv'), a,d €R,
okreslimy operator J wzorem
J : (w.v) — (-v,u)

to J wprowadza w V €y V strukturg zespolong, zwana kanoniczng.

DEFINICJA 5. Zespolong przestrzen liniowa VeV wyznaczong przez kanoniczng
strukture zespolong na V ®V nazywamy kompleksyfikacjq (lub powtokq zespolon)
przestrzeni V. Wprowadzamy dla niej specjalne oznaczenie

ve .= V:T\)’V

Jesli patrzeé¢ na C jak na przestrzen linijowa wymiaru 2 nad R, to
VE=V &®rC

jest szczegblnym przypadkiem iloczynu tensorowego przestrzeni -+ ogélnej kou-
strukeji, szeroko stosowanej w matematyce (wspominaliSmy o niej w rozdziale 1
(§ 4); omoéwimy ja dokladnie w rozdziale 6).
Jesli przestrzen V jest skonczenie wymiarowa i dimg V' = n, to ponicwaz
dimg(V @ V) = 2n, wigc z réwnosei (2) wynika, ze
dime VC = ding V.

Z definicji i(u, v) = J(u,v) = (—v,u), wigc (u,v) = (u,0) + (v, 0). Dlatego
naturalne jest oznaczanie pary (u, v) symbolem u + iv. Wéwczas
(u+v) + (0 +iv') = (u+u') +i(v + v)
oraz
(a+if)(u+iv) = (au—pv)+ (av+ Pu), o, R,
poniewaz
(@€ + BT)(u,v) = a(u,v) + f(—=v,u) = (au — Bv, av + ju).

Wzory te latwo zapamigtad, gdyz odpowiadaja dokladnie regulom dziakan
na liczbach zespolonych. Wektory u + i0 bedziemy oznaczaé¢ po prostu przez u:
w ten sposob przestrzen rzeczywista V staje sie podzbiorem swojej kompleksyfi-

kacji VC.

DEFINICJA 6. Kompleksyfikacjg operatora R-liniowego A : V' — V nazywamy
operator C-liniowy A€ : V& — VC okredlony wzorem

Ac(u + iv) =SMu + AV
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Zauwazmy, ze zachodzi implikacja.
V = (e,, .. .,en)R = ‘/C = (e],...,en)c.
Wynika stad, ze macierz A operatora A w bazie (e;,...,e,) jest jednoczesnie
macierza operatora A® w tej samej bazie, tj.
A=A
W szczegblnosci det A€ = det A i tr A® = tr A. Poniewaz,
(A+B)*(u+iv) = (A+Bu+i(A+B)v
= (Au + Bu) +i(Av + Bv) = (Au + iAv) + (Bu + iBv)
= A%(u +iv) + B (u +iv) = (A% + BS)(u + iv).
wiec (A + B)® = A® + BC. Podobnie sprawdza sie, ze (AB)C = ABC.
Przez analogie do definicji A", réwniez formy liniowe, i ogélnie wicloliniowe,
mozna przedtuzyé z V na V. Jesli np. f jest forma dwuliniowa na przestrzeni
rzeczywiste) V| to defininjemy

fE(x +iy,u+iv) = f(x,u) = fly,v) +i(f(x,v) + f(y,u)).

Jako ¢wiczenie Czytelnik zechce sprawdzié np., ze z antysymetrycznosci
f wynika antysymetrycznosé fC.

Niech teraz V bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa z iloczynem skalarnym
(% | x). Wéwczas na VC mozna okreslié iloczyn skalarny wzorem

(x +iy|u+iv)© = (x|u) + (y | v) —i((x|v) = (u]y)).

W ten sposéb jedli (V, (x| %)) jest przcstrzenig cuklidesowa, to (VE, (x| %)€) staje
si¢ przestrzenia unitarna. W szcezegélnosci norma || || w V€ jest okredlona wzorem
(Ilx + iy [1)* = IIx[I” + llyll*.

Wracajac do przypadku ogélnego, zaléziny, ze A jest operatorem liniowym
na V, za$§ a + ib - - wektorem wlasnym operatora A na V* odpowiadajacym
wartosci wlasnej a + i8 (a,b € V, a,8 € R). Wtedy, zgodnie z przyjetymi
definicjami, Aa +iAb = A%(a+ib) = (a+ i3)(a+ib) = (ea—Bb) +i(Fa+ab).
tj.

Aa=qaa—- b, Ab=pa+ ab.

Tak wiec (a, b)r jest dwuwymiarowa podprzestrzenia .A-niezmiennicza w V. Ponie-
waz operator A® ma zawsze wektor wlasny, udowodniliémy jeszcze raz twierdzenice
7 z rozdzialu 2 (§ 3).

Zauwazmy ponadto, ze kazda zespolona przestrzen liniowa U wymiaru n jest
izomorficzna z kompleksyfikacja V ¢ pewnej rzeczywistej przestrzeni liniowej V.
Wystarczy wybra¢ w U jakakolwiek baze (e;,...,e,) i okredli¢ V jako zbiér
wszystkich kombinacji liniowych ), aje; z a; € R:

U= <el”°°’e'rgg = ((91,--.,en)R)C,
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4. Kompleksyfikacja — urzeczywistnienie — kompleksyfikacja. Niecl,
C
W= (V")
oznacza 2n-wymiarowg przestrzefi rzeczywistg otrzymang z n-wymiarowej prze-
strzeni rzeczywistej V' w wyniku kompleksyfikacji, a nastgpnie urzeczywistnicnia,
Nietrudno zauwazyé, ze
W=V qiV; (7)

podprzestrzen V C W nazywamy skladowg rzeczywistq, aiV - sktadowq urojony,.
Zgodnie ze wzorem (3) na przestrzeni W okreslony Jest operator J = (i&)y,
urzeczywistnienie operatora i€ mnozenia przez i na VC. Jego macierzg jest .,
(zob. (5)). Operator J zamienia miejscami skladowa rzeczywistg i urojona.

Rozpatrzmy najprostszy przypadek, gdy V=R, VE =C! i W = (C')y = R2.
Na prostej zespolonej okreslona jest operacja sprz¢zenia zespolonego

a+if—a+iff=oa-—1f.

W ogélnym przypadku na przestrzeni (7) dziala analogiczny operator

S:utiveu+iv=u—1iv

E, 0O
<)% &,

0 macierzy

Uogdlniajac te sytuacje, rozwazmy dowolny operator (C—liniowy A vt ot
(a nawet, w razie potrzeby, odwzorowanie liniowe V© — VI ; gd/io Vi #Va)
Sprzgzemmn zespolonym operatora A nazywamy operator A : V& — V© okrmlum
wzoremn

A(u +iv) = A(u — iv).

Wtedy _

(A)g = SARS.
C-liniowo$é operatora A jest prosta konsekwench C-liniowoéci A 1 R-liniowosci
operatora sprzezenia zespolonego. Jedli (e, ..., e, ) jest baza w V, to jest rownicz

baza w VC; w tej bazie operator A ma macierz A = A; + iAs, a operator A
macierz A = A| — iAo, gdzie macierze A, i A sa rzeczywiste (zob. p. 2). Wynika
stad, ze warunek A = A jest konieczny i dostateczny na to, by operator A byl
kompleksyfikacja B¢ pewnego operatora rzeczywistego B: V — V.

Wykorzystujac pojecie sprzezenia zespolonego operatoréw, mozeiy dla do-
wolnego operatora postaci Ag o macierzy (4) odnotowaé réwnosé

trAp = 2tr A, = tr(A+ A) =trA+tr A

Niech U bedzie dowolna zespolona przestrzenia liniowa. W rozdziale 1 (§ 1.
p. 1) rozpatrywaliSmy przestrzen U, ktora nazwiemy teraz przestrzenig sprzezong
do U w sensie sprzezenia zespolonego, a ktéra rézni si¢ od U tylko mnozenien

przez skalary: A ® x = AX.
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Analogicznie, jedli (V,J) jest rzeczywistg przestrzenia liniows ze struktura
zespolong, to operator —7 réwniez wprowadza w V struktur¢ zespolong, zwana
sprzgzong do poprzedniej. Jesli przy tym V jest przestrzenia zespolona wyznaczona

przez (V,J), to 1% jest przestrzenig zespolong wyznaczong przez (V, —7).
Stosujac teraz do zespolonej przestrzeni liniowej V' najpierw funktor urze-
czywistnienia, a nastepnie kompleksyfikacji, otrzymamy kanoniczny C-liniowy

izomorfizm _
frWRE=VaV.

Zauwazmy mianowicie, ze na (V) mamy dwa operatory R-liniowe: operator
kanonicznej struktury zespolonej J(X,y) = (—y,x) i operator mnozenia przez
i = /=1, odpowiadajacy wyjsciowej strukturze zespolonej na V: i(x,y) = (ix.iy).
Poniewaz operator J jest przemienny z i, wiec jest on operatorem C-liniowym
wzgledem wyjsciowej struktury. Skoro J? = —&, to warto$ciami wlasnymi ope-
ratora J sg +1. WprowadZzmy standardowe oznaczenia dla tych dwoch podprze-
strzeni wlasnych:

VIO ={(x,y) € (WB)" | J(xy)=ilxy)}
VOl = {(x,y) € W)° | T(x,y) = —i(x,y)}-

Oba, te zbiory sa tez podprzestrzeniami zespolonymi w (Vg)C, tj. wzgledem struk-
tury zespolonej wyznaczonej przez J: jest jasne, ze sg one zamknigte wzgledem
dodawania i mnozenia przez liczby rzeczywiste, a zamknietoéé¢ wzgledem J wynika
z faktu, ze J jest przemicnne 7z i. Pokazemy, ze V = V10 @ V0! oraz ze V"0 jest
w naturalny sposéb izomorficzne z V, podezas gdy V! jest izomorficzne z V.

Z przyjetych definicji wynika od razu, ze V!0 sklada sie z wektoréw postaci

(x, —ix), a V! — 2 wektoréw (y,iy). Dla danych u,v € V réwnanie (u,v) =
(x, —ix) + (y,iy) ma jednoznaczne rozwiazanie x = (u + iv)/2, y = (u —iv)/2.
Zatem V = V19 ¢ VO Odwzorowania x — (x,—ix) oraz x + (x,ix) sa

R-linjowymi izomorfizmami V na V' i (odpowiednio) V na V%!. Ponicwaz
sg one ponadto przemienne z dzialaniem ¢ na V i V oraz z dzialaniem [J na y1o
i VO! na mocy przyjetych definicji, nasza konstrukcja jest zakonczona.

CWICZENIA

1. Wykazac, Ze operator ortogonalny A na przestrzeni euklidesowej V', niema-
jacy wektoréw wlasnych (co jest mozliwe tylko w przypadku dimV = 2m)
jest urzeczywistnieniem operatora unitarnego B na przestrzeni zespolonej U
wymiaru m, zwigzanej z V. Zauwaziy w zwiazku z tym, Ze urzeczywistnienie
przestrzeni unitarnej prowadzi do przestrzeni euklidesowej dwa razy wiekszego
wymiaru.

2. Udowodni¢ réwnoéé ze stwierdzenia 3, wybierajac w przestrzeni zespolonej U
baze (e1,..-,€n), W ktorej macierz A operatora A : U — U jest gérnotrdjkatna

z M\, ..., An Da przekatnej.
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3. Udowodni¢ samosprzezonoéé operatora rézniczkowego S bezposrednio, nijg
korzystajac z ogélnego wzoru (*x) z punktu 5.

4. Udowodnid. ze

1
flx. t) =
(1) V1 - 2tr + 22
jest funkcjg tworzacy dla wielomianéw Legendre’a (tzn. P, (t) jest wspolezyvi. |
nikiem przy x" w rozwinieciu f(x,t) w szereg wzgledem poteg x). ’
5. Udowodnié, ze
1 1
max | Tl =
6. Udowodnié¢, ze wielomiany Czebyszewa drugiego rodzaju .
[n/2]
1 d n+1 s .
U.(t) := _T t) = tn-—)m tZ —1y" ’
o (t) n+1 dt nt1(f) Z (2m+1) ( )

m=0

sg ortogonalne w przedziale [—1, 1] z wagy V1 — ¢2:

] . g
/ V 1 -2 U'm,(t)U'n(t) dt = {0 dla m # e :
J—I

/2 dlam=mn.

Udowodnié, ze wszystkie pierwiastki wielomiandw T),(t) i Uy, (¢) sa rzeczywiste.
jednokrotne i lezg w przedziale [-1, 1]. Podaé jawne wzory na te pierwiastki.
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