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2. Niech IT = F,P? bedzie plaszczyzng rzutowa nad cialem Fy (zlozong z sied-
miu punktéw); niech p i q bedg dwoma réznymi jej punktami. Ile istnicje
automorfizméw plaszczyzny I, przeprowadzajacych p na q7

b

Udowodni¢, ze kazde przeksztalcenie rzutowe przestrzeni rzutowej zespolonej
ma co najmniej jeden punkt staly.

§ 4. KWADRYKI W PRZESTRZENI RZUTOWE]

1. Klasyfikacja. Niech V bedzie rzeczywista przestrzenig liniowa wymiarn
n+12 2, q-- formg kwadratowg na V, a f - - odpowiadajaca jej symetryczng
forma dwuliniowa. Zbior C' tych wektoréw x € V, dla ktoérych g(x) = 0. nasy-
walny stozZkiem izotropowym formy q. Jesli zbidr ten nie sklada sie tylko z 0. to
obraz C zbioru C \ {0} przy odwzorowaniu kanonicznym = : V \ {0} — P(}")
(§ 3) nazywamy kwadrykg rzutowq (stozkowq rzutowg dla n = 2). Deﬁni(fja ta
jest zgodna z wczeéniejsza ogdlng definicja zbioru algebraicznego w przestrzeni
rzutowej - wystarczy zapisa¢ forme¢ ¢ w (dowolnych) wspdlrzednych jednorad-
nych.

Jesli forma ¢ jest niezdegenerowana, to i kwadryke C nazywamy niezdegenero-
wang. Jesli C jest podprzestrzenia rzutowa wymiaru n —r, gdzie r < n (czyli ma
réwnanie r3+ ... +x2 =0w odl.)owiednimNukla.dzie wspolrzednych), to podobnie

jak w przypadku afinicznym moéwimy, ze C' jest podprzestrzeniqg podwding.

Wybierzmy w V' dowolna baze (eg, e, ....e,). Wtedy w odpowiednim ukla-
dzie wspélrzednych o poczatku w 0 stozek C jest okreslony przez rownanice
n
g(x) =Y piriv; =0. (1)
i.j=0

Jest to takze réwnanie kwadryki C we wspolrzednych jednorodnych. Jak wia-
domo, baze (e;) mozna wybraé¢ tak, by forma ¢ przybrala posta¢ normalng. Po-
niewaz obie strony réwnania (1) mozna pomnozy¢ przez —1, mamy prawo zakla-
daé, ze w tej postaci normalnej co najmniej polowa kwadratéw wspotrzeduveh
wystepuje ze znakiem plus.

Powolujac sie teraz na prawo bezwladnosci form kwadratowych oraz na {akt.
ze przejscie od jednej bazy w V' do drugiej odbywa si¢ za pomoca przeksztalcenia
A € GL(V), ktéremu odpowiada przeksztalcenie rzutowe A € PGL(V) (§ 3).

otrzymujemy

TWIERDZENIE 1. Kaida kwadryka w n-wymiarowej przestrzeni rzutowej P(V').
niebedgca podprzestrzeniq podwding, jest rzutowo réwnowazna dokladnie jednej
kwadryce o réwnaniu

w3+...+x§-—x§+1—.‘.—x'ﬁ=0, r/2)<s<r. = (2)
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2. Przyklady i przedstawienia afiniczne kwadryk rzutowych. Wi-
dzimy, ze klasyfikacja kwadryk rzutowych jest znacznie prostsza niz w przypadku
afinicznym, a tym bardziej euklidesowym. Dobrg ilustracja jest tu przyktad 1
z § 3: réznigce si¢ afinicznie elipsa, hiperbola i parabola odpowiadajg tej samej
krzywej rzutowej w réznych mapach afinicznych. W przypadku wielowymiarowym
sytuacja jest analogiczna. Na przyklad w p3 istnieja tylko dwie rézne kwadryki
niezdegenerowane, okreslone przez réwnania '

2 2 2 2 __ 2 : 2 _ ¢ .
ag oy + a5 —az=0, (ro+a%—(v§—a§=(). (3)

Kwadryka C: o2 + a? + a3 — a3 = 0 obejmuje elipsoide, hiperboloide dwupo-
wlokowa i paraboloide cliptyczna: pierwsza odpowiada mapie Az = e3+ V3, druga
— mapom Ap, A; lub Aj, a trzecia —— mapie, otrzymanej w wyniku zamiany
wspélrzednych

Po=ag, Bi=ai, Pa=wr—as [s=ay+az.
Wtedy réwnanie kwadryki C przybiera postaé
B3+ B5 + fafs = 0,

co odpowiada paraboloidzie eliptycznej w mapie A’ = e} 4+ V3. Te trzy przypadki
réznig sie czesScia wspolna kwadryki afinicznej Cag, 2 plaszezyzng niewlasciwg

P(Vi):

¢ Cafin N P(V'i) = wv gdy Cafin Jest elipSOidQ;

o Cuin NP(V3) jest okregicm, gdy Cagn jest hiperboloidg dwupowlokowa,

o Cann NP(VY) jest punktem podwdjnym (0: 0 : 1 : 0), gdy Casin jest paraboloida
eliptyczna.

Analogicznie mozna pokazad, ze kwadryka odpowiadajaca drgieinu z réwnan
(3) obejmuje hiperboloide jednopowlokows i paraboloide hiperboliczng.
Nietrudno tez znalezé przedstawienie ogélnej kwadryki rzutowej (1) (niepustej
i niebedgcej podprzestrzenia podwdjna) w mapie afinicznej (A, P). Wybieramy
baze (ep,er,...,e,) w V taka, ze hiperplaszczyzna A réwna si¢ Ag = € + Vo
Wte:iy @ = &y i w ukladzic wspélrzednych (eg; e, - .., €,) kwadryka S = CNA =
®¢(C) ma réwnanie . §
Qlea +y) = Z PijYiy; + 2 Z‘Pio?/i + ¥00- (4,
ij=1 i=1

Jesli macierz (pi;)7;-, nie jest zerowa, to kwadryka afiniczna S o réwnani
(4) nie jest zbiorem pustym ani podprzestrzenia podwéjna. Istotnie, w przeciw
nym razie funkcja kwadratowa @ przyjelaby w pewnym ukiadzie wspétrzednyct

(f01 flv .- 'afn) pOSta(': .
i(sz + s)’

=1
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gdzie ¢ = 0 lub ¢ = 1. Wtedy réwnaniem kwadryki rzutowej we wspOlrzeditych
jednorodnych odpowiadajacych bazie (f;) byloby Y., 22 =0lub }_/_,27 = 0.
co nie moze mieé¢ miejsca.

Na odwrét, kazda kwadryka afiniczna S (niepusta i niebedaca podprzestrze-
nia podwdjna) jest przedstawieniem w mapie dokladnie jednej kwadryki rzu-
towej w P(V). Istotnie, réwnaniu (4) kwadryki S w ukladzie wspélrzednych
(ep;ey,...,e,) odpowiada forma kwadratowa ¢ postaci (1) i stozek C. Ponie-
waz macierz (@i;)7 ;=) jest niezerowa, wige tym bardziej (pi;)) 9 # 0. debv
w pewnym ukladzie wspolrzednych forma ¢ miata postaé ¢(z) = £3 ., <2 to
stozek C' bylby podprzestrzenia rzutowa, wbrew zalozeniu o S = C' N A. Zatem
q(x) = 0 jest réwnaniem pewnej kwadryki rzutowej C, niebedacej podprzestrzenig
rzutowa, a S jest jej przedstawieniem w mapie afinicznej A. Jesli S jest jedno-
czeénie przedstawieniem innej kwadryki C' C P(V) o réwnaniu ¢q,(x) = 0. to
odpowiednie funkcje kwadratowe @ i @), sa proporcjonalne (§ 2 twierdzenie 1).
Wtedy formy kwadratowe ¢ i ¢; s3 tez proporcjonalne, a stad C=C'.

Zwrocémy uwage na fakt, ze w przestrzeni rzutowej zanika rézuica migdzy wal-
cami i stozkami: prostoliniowe tworzgce walca, réwnolegle z afinicznego punktu
widzenia, przecinajg si¢ w punkcie w nieskoniczonosci. Na przyklad stozek 4§ +.03—
x5 = 0, walec eliptyczny, walec paraboliczny i walec hiperboliczny w trojwymia-
rowej przestrzeni afinicznej sa przedstawicniami w réznych mapach afinicznych
jednego i tego samego ,walca” o® + 32 — 42 = 0 w tréjwymiarowej przestrzeni
rzutowe;j.

3. Przeciecie kwadryki rzutowej z prostg. Jak nalezalo si¢ spodzicwaé,
w odréznieniu od przypadku afinicznego w przestrzeni rzutowej kazda (nicpusta)
kwadryka przecina kazdg prosta (byé moze w punkcie urojonym).

Istotnie, zalézmy, ze kwadryka C ma réwnanic (1), a prosta - - réwnanic

= pag +vh  i=0,1,.... n. (5)
Tutaj & = (ag : ay i ... an) ib=(bg:bs:...:b,) sa dwoma punktami na
prostej. Po podstawieniu (5) do (1) otrzymamy

g(a)p® + 2f(a, b)uv + g(b)v? = 0. (6)

Interesujg nas rozwigzania (u,v) # (0,0), poniewaz wspélrzedne g, ..., .r, e
moga wszystkie by¢ zerami.

Jesli
D = f(a,b)? - g(a)q(b) # 0,

otrzymujemy dwa rozwiazania (u,v) (byé moze zespolone sprzezone), odpowia-
dajace dwém punktom wspdélnym prostej i kwadryki.

Jesli D = 0, ale nie wszystkie lic zby q(a), ¢(b), f(a,b) sa zerami, to prosta
i kwadrvka majg jeden punkt wspélny p. Jesli punkt ten nie jest osobliwy, tzn.
Fq'l # 0 dla pewnego i, to prosta (5) jest sty(ma do kwadryki.
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Jesli wreszcie
q9(a) = q(b) = f(a,b) =0,
to réwnanie (6) staje si¢ tozsamodcia i prosta (5) w caloci lezy na kwadryce C,
jest wiec jej tworzaca prostoliniowa.
Widzimy, ze dla kwadryk rzutowych pojecie kierunku asymptotycznego nie
ma sensu.

4. Ogoblne uwagi o kwadrykach rzutowych. 1) Rozwazmy punkt a € P(V)
i réwnanie

f(a,x) = Z pijair; =0, (7)

gdzie f jest formg dwuliniowa, biegunowa dla formy kwadratowej q. Jesli wszyst-
kie wsp6tezynniki przy =, sa zerami, to

Yooto + P10@) + ... + Yroan =0,
................................. (8)
@ontg + P1na1 + ...+ Ppnan = 0,

a poniewaz nie wszystkie wspéirzedne jednorodne a; sa réwne zeru, wigc
det (i;)7 ;-0 = 0. Inaczej méwiac, jesli réwnanie (7) jest tozsamodcia, to kwa-
dryka C (o réwnaniu g(x) = 0) jest zdegenerowana, punkt a lezy na tej kwadryce
i jest jej punktem osobliwym.

Jedli wykluczymy powyzszy przypadek, to rownanie (7) okresla hiperplaszczy-
zng rzutowsy IT C P(V). zwana hiperplaszczyzng biequnowq punktu a wzgledem
kwadryki C. Punkt a nazywamy wtedy biegunem hiperplaszczyzny IT wzgledem
kwadryki C. Hiperplaszczyzna biegunowa II punktu a przechodzi przez a doklad-
nie wtedy, gdy a € C.

Kazda hiperplaszczyzna rzutowa IT o réwnaniu

Poro+mzi+...+ppTn =10

ma dokladnie jeden bicgun wzgledem kazdej niezdegencrowancj kwadryki C c
P(V). Istotnie, jedli det (¢;; Pi=o # 0, to uklad réwnan

Poja0 + wijar + ...+ ppjan =pj, J=0,1,....n

ma dokladnie jedno rozwigzanie.

2) Naturalne jest rozpatrywanie kwadryk, jak tez i innych zbioréw algebra-
icznych, z zespolonego punktu widzenia. Zbiory algebraiczne w CP” daja mozli-
wosé wnikniecia w wiele subtelnych kwestii, nierozstrzygalnych w przypadku rze-
czywistym. Przypomina to zagadnienie poszukiwania pierwiastkéw wielomianéw
o wspdélczynnikach rzeczywistych — wiemy z czedci I, ze tylko w dziedzinie zespo-
lonej mozliwe jest jego pelne rozwigzanie. W czesci 3 podrecznika [2] dokonujemy
poréwnania przestrzeni rzutowych RP™ i CP"; wazng role odgrywa tu kompleksy-
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fikacja P(VC) rzeczywistej przestrzeni rzutowej P(V) w duchu rozdzialu 3 (8 4),
Kanoniczne zanurzenie V C V° pozwala przyporzadkowaé kazdej prostej rzeczy-
wistej w V jej kompleksyfikacje, bedaca prosta zespolona w V; daje to zanurzenie
P(V) C P(VC). Wtedy punkty z P(VC) \ P(V) staja si¢ ,punktami zespolonym;"
rzeczywistej przestrzeni rzutowej P(V).

CWICZENIA

1. Udowodnié, 7ze w przestrzeni rzutowej RP? istnieje dokladnie 8 klas rzntowo
nier6wnowaznych kwadryk (wlaczajac kwadryki puste, zdegenerowanc oraz
podprzestrzenie podwodjne). Kwadryki te (w odpowiednim ukladzie wspal-
rzednych jednorodnych) sy okreslone réwnaniami:

W) G+E+E+E=0, (B)&E+E-&=0;
2+ +e2-€2=0;, (6)&&+&=0;
B+ -6-6=0, (N&E-& =0

(4) &+ &+ 6 =0; (8) &2 = 0.

2. Wykorzystujac ¢éwiczenie 1 oraz éwiczenie 5.2.1, opisaé przedstawicnia afi-
niczne kwadryk typéw (1)--(3).



