| K'WADRYKI

Figury geometrii afinicznej i euklidesowej, ktére bedziemy bada¢ w tym rozdziale,
znane sg Czytelnikowi z geometrit analitycznej. Nie zmieniamy tez terminologii
— méwimy o krzywych. powierzchniach itd. WidzieliSmy juz jednak w koncu
poprzedniego rozdziahi, zc zachodzi konieczno§é wyjscia poza ramy przestrzeni
trojwymiarowej. Czysto algebraiczna klasyfikacja powierzehni drugiego stopnia
w przestrzeni wielowymiarowej nie jest skomplikowana - dysponujemy juz ca-
lym niezbednym aparatem; aspekt pogladowy, geometryczny, odejdzie przy tym
na drugi plan. Z drugiej strony, wazne miejsce zajmie zbadanie rozpatrywanych
obiektéw z punktu widzenia geometrii rzutowe;.

§ 1. FUNKCJE KWADRATOWE

1. Funkcje kwadratowe na przestrzeni afinicznej. Niech A bedzie prze-
strzenig afiniczng stowarzyszong z przestrzenig liniowg V' wymiaru n nad cia-
tem & Na samo cialo & bedziemy nickiedy patrzed jak na jednowymiarowa prze-
strzefl afiniczng Raq,. Na przykliad cialo R liczb rzeczywistych to jednoczesnie
rzeczywista prosta afiniczna R,g, (rozdz. 4, § 1, przyklad 1).

Przez analogie do form dwuliniowych f: V x V — R okrelimy teraz funkcje
dwuafiniczne. Wszedzic zakladamy, 7e cialo & jest nieskoniczone i char R # 2,

DEFINICJA 1. Funkcje & : A x A — & nazywamy dwuafiniczng, jesli odwzoro-
wania p — &(p, ¢) przy ustalonymn ¢ € A oraz ¢ — ¢(p, ) przy ustalonym p € A
sa funkcjami afiniczuymi. tzn. przeksztalceniami afinicznymi A — R,g5,. Funkcje
dwuafiniczng @ nazywamy symetryczng, jesli

®(p.q) =P(4,p) Vp,g€A.

Bedziemy sie postugiwaé nastgpujaca charakteryzacja funkcji dwuafinicznych
(ktérej dowéd pominiemy): istnieje punkt 6 € A, forma dwuliniowa f : V xV — &
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m ROZDZIAL 5. KWADRYKI

oraz formy liniowe [,I' : V — £ takie. ze je§lip=0+xig=0+Yy. to
B(o+x.0+y) = f(x.y) +1x)+U(y) + ¢o, (1)
gdzie pg = @(0,0) € K. Wvkazemy tylko, ze jesli funkcja @ spelnia warunck (1),
to jest dwuafiniczna. Istotnie, ustalmy np. ¢ = 0 +a. Wtedy ze wzoru (1) wyniky,
ze funkcja h(p) = @(p, ¢) spelnia warunck
h{o +x) = (I'(a) + o) + (f(x.a) + I(x)) = h(6) + Dh(x).
gdzie Dh(x) = f(x.a) + I(x), czyli h jest funkcja afiniczng z czeScia liniowa Dp,
Latwo sprawdzié, ze symetryczna funkcja dwuafiniczna jest postaci
P(o+x,04+y) = f(x.y)+ 1(x)+ I{y) + o, (2)

gdzie f : V x V — R jest symetryczna formg dwuliniowy, { : V — 8§ jest foring
liniowg (czyli I =U'), a po = P(0.0) € K jest skalarem.

DEFINICJA 2. Funkcje @ : A — R na przestrzeni afinicznej A nazywamy funkejg
kwadratowq, jeshi Q(p) = D(p, p), gdzie @ jest pewng funkcja postaci (2).

Jesli q jest forma kwadratowa odpowiadajacg symetrycznej formie dwnlinio-
wej f, czyli g(x) = f(x,x), to z (2) wynika, 7ze
Q6+ x) = q(x) + 2l(x) + wo. (3)
Zauwaziny, ze jesli funkeja @ jest postaci (3) dla pewnego punktu o, to jest ana-
logicznej postaci dla dowolnego innego punktu ¢ = 6+ a, z tg samg forma kwa-
dratowa q (choé z innymi I i o) ('):
Q(d' +x) = Q(o+x+a) = g(x +a) + 2(x + a) + vy
= f(x + a,x +a) + 2l(x) + 2l(a) + o
= f(x.x) + [2f(x. ) + 20(x)] + [0 + f(a,2) + 21(a)]
= g(x) + 2U'(x) + ©}. (3')
W dowolnym ukladziec wspétrzeduych (6;ey,...,e,) w A o poczatkn w o
funkcje kwadratowa @@ mozna zapisaé¢ w postaci

n n
Qo+ x) = Z Qi Tix; + 2 Z Lii + Yo, (4)
t.j=1 1=1
gdzie x = x€; + ... + x,€,, a wspblezynniki ¢;; tworza macierz symetryczng
F = (pi;). Jest to macierz formy kwadratowej g w bazic (e;). Poniewaz forma
kwadratowa g jest wyznaczona jednoznacznie przez @, mozemy zdefiniowaé 12qd

funkcji kwadratowej () jako
rank QQ := rank q = rank F,

(!) Uzasadnienie zostato dodane w tlumaczeniu (przyp ttum.).
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2. Punkty Srodkowe funkcji kwadratowej. Zanim wprowadzimy jeszcze
jedno wazne pojecie, przepiszemy w hieco innej postaci obliczenia (3'), wykonane
w poprzednim punkcie. Podstawiajac w nich a = y, otrzymamy

Qo+x+y)=qx+y) +2lx+y)+ o

= [q(x) + 2U(x) + o] + q(y) + 2[f(x,y) + I(y)].
Jesh wiec p = 0+ x, to

Qp+y) = QM) +a(y) +2[f(x,y) + I(y))- (5)

DEFINICJA 3. Punkt p € A nazywamy punktem srodkowym dla funkcji kwa-
dratowej @, jesli

Qip+y)=QQ[) +qly) VyeV. (6)

Zbiér wszystkich punktow rodkowych funkeji Q oznaczamy przez C(Q).

Z poréwnania réwnosci (5) 1 (6) wynika, ze warunek p = 6+ x € C(Q) mozna
zapisa¢ w postaci

fx,y)+lU(y)=0 VyeV. (7)

W szczegdlnodei punkt o jest srodkowy dla QQ dokladnie wtedy, gdy czesé liniowa
| we wzorze (2) jest zerowa. Inaczej méwigc, jesli poczatek ukladu 6 jest punktem
Srodkowym, to wyrazenie Q(0+x) nie zawiera wyrazow pierwszego stopnia wzgle-
dem z,,...,z,. Jesli zalozymy, ze 0 € C(Q), to na podstawie (7) punkt ¢’ = o+b
jest réwnicz drodkowy wtedy i tylko wtedy, gdy f(b,y) = 0 dla kazdego y € V.
Zatem woéwczas q(b) = f(b,b) = (. Pamigtajac, ze vy = Q(0), otrzymujemny
wobec tego z (3) réwnoéé¢ Q(o') = Q(6). WykazaliSmy, ze

0.0 € C(Q) = Qo) =Q(). (8)

Jak sprawdzi¢, czy dana funkcja kwadratowa ma punkty $rodkowe? 1 jak
znalezé zbior C(Q)) wszystkich tych punktéw?
Aby odpowiedzie¢ na te pytania, wychodzimy od warunku (7), ktory, jak
latwo zauwazy¢, mozna zapisa¢ w postaci ukladu réwnan
fle;.x)+1l(e;))=0, i1=1,...,n

Wspélrzedne xy,...,r, punktu srodkowego p spelniajg zatem uklad réwnan
L507]$J=—y97, i1=1,...,n. (9)
i=1

Warunek istnienia rozwigzan tego ukladu podaje twierdzenie Kroneckera--Capel-
lego (rzad macierzy ukladu musi byé réwny rzedowi macierzy rozszerzoncj). Jesli
det F # 0, to uklad ten ma jedno rozwiazanie, czyli zbiér C(Q) sklada sie z jed-
nego punktu. Ogdlnie, jesli rank F' = r i uklad (9) jest niesprzeczny, to zbiér jego
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rozwigzan jest podprzestrzenia afiniczna wymiaru n —r. Odpowiadajaca jej pod-
przestrzen kierunkowa U sklada sie z wektoréw, ktérych wspoirzedne spetniajy
uklad jednorodny "

Z%.iffz)’ =0. j=1....m

Jj=1
czyli

U=Kerq=Kerf
(przypominamy, ze Ker f = {x € V| f(x,y) = 0 dla kazdego y € V'}).
Udowodnilismy

TWIERDZENIE 1. Zbiér C(Q) punktéw Srodkowych funkcji kwadratowej () okre-
Slonej w ukladzie wspdlrzednych (0; ey, ..., e,) wzorem (4) skliada sie z punkidw
p = 0+ X, ktérych wspdtrzedne spelniajy uklad liniowy (9). Jesli o' € C(Q). fo

C@) =0¢+U

jest podprzestrzeniq afiniczng o kierunku U = Ker q. Zbior C(()) moze byd pusty
tytko wtedy, gdy forma q jest zdegenerowana (rankq < n). w

3. Sprowadzanie funkcji kwadratowej do postaci kanonicznej. Mo-
wimy, ze dwie funkcje kwadratowe @ i Q' na przestrzeni afinicznej A sg afinicznie
réumowazne, jedli istnieje automorfizin afiniczny g € Aff(A) taki, ze Q' = Qoy.
Inaczej méwiac, @ 1 Q' maja te sama postac (4) w pewnych dwdch uktadach
wspolrzednych.

Nastepujace twierdzenie podaje najprostszg posta¢ funkcji kwadratowe;):

TWIERDZENIE 2. Niech Q bedzie funkcjg kwadratowg rzedu v > 0 na n-ay-
miarowej przestrzeni afinicznej A nad cialem R. Jesh funkcja @ nie ma punktiw
srodkowych (C'(Q) = @) (wtedy w szczegdlnosci r < n). to istnieje uktad wspol-
rzednych (0;e,,...,e,), w ktorym funkcja Q zapisuje sie w postact

QUO+x) =0z + ...+ a,2% + 22,41, (10)

gdzie v, ..., q, s¢ niezerowymi skalarami; wtedy Kerq = {x € V | &1 = ... =
x, = 0} (q jest formq kwadratowqg wyznaczong przez Q).

Jesli funkcja Q@ ma punkty $rodkowe i o jest jednym z nich, to istnieje uklad
wspolrzednych o poczgtku w 6, w ktorym funkcja QQ ma postaé

QO+ x) = 123 + ...+ a2 + po; (1)
wtedy Q(0') = o dla kazdego o' € C(Q). Funkcje kwadratowe postaci (10) + (11)

nie sq¢ afinicznie rownowazine.

Dowéd. Dowdd tego twierdzenia jest prostszy niz jego sformulowanie. Wybiera-
my najpierw w V baze kanoniczna (€}, .. ., €},) dla formy kwadratowej g (rozdz. 1,
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§ 4). Wtedy w ukladzie wspolrzednych (¢';e), ..., e,) (dla dowolnego ¢') funkcja
@ przyjmuje postac

Q& +x) = i @) + ..+ an(&})? + 2800 + ..+ 28,2+
gdzie a1 #0,...,a, # 0. Przesuwajac poczatek ukladu do oclpowmdmego punk-

tu 6", wyzerowujemy wspolezynniki przy i, ... z’:

a.uz{m.’,'"‘ﬂ:'/aie 1=1,...,r

i ’ - :
? T, t=r+1,...,n

Zatem
Q" +x") = (&) + ...+ an(@) + 2Bl + o+ 280+,

Jedli wszystkie 3 sa zerami, to mamy postac (11).
Zalézmy teraz, Zze np. SBro jost pierwszym wspélezynnikiem f3; réznym od
zera. Wtedy jeszeze jedna afiniczna zamiana zmiennych

x; ::;1::._', 'I:: 1,...
Trpr = BrpTopn + oo+ ﬂ" n /2,
Lppy = ;’+|, ceey Tppk = Ir+k—lv
Lrykt: = ';-,+k+1’ 121,

sprowadza funkcje @ do postaci (10).

Mozemy Tdt(-‘lll uwazad, ze funkcja @ ma postac (10) lub (11). Poniewaz q(x) =
ala:f + ...+ apx , wiec K(—“l q jest (n — r)-wymiarowa podprzestrzenia linio-
wagw V), okreslon@ przez warunki z; = ... =z, = 0.

Korzystajqc z twierdzenia Kroneckera-Capellego dla odpowiednicgo ukladu

(9), tatwo udowodnié, ze funkcja kwadratowa postaci (10) nie ma punktéw srodko-
wych, a dla funkcji (11) mamy C(Q) = 0+ Ker . Wykazemy to samo, korzystajac
bezposrednio 7z definicji (G). Jesli y € V jest dowolnym wektorem i p = 0 + X, to
dla funkcji (10) mamy

QPp+y)=Q+x+y) = Z @i + 4i)° + 2(Tr g1 + Yraa)

= Q(])) + (] + 2 z 0Ty + 2y7‘+1

1=

a w przypadku (11) otrzymujemy
,
Qp+y) = QM) +ay) +2D_ iy
i=1
Na mocy (6) punkt p jest srodkowy dla Q@ wtedy i tylko wtedy, gdy

r
2 Z ;T T 23-/7"+1 =0 Vy eV
i=1
5
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w przypadku (10), co nie moze mieé¢ miejsca dla zadnego x z powodu czlonu
2Yr41. OTaZ .
Qchj;riy,-_ =0 VyeV

i=1

w przypadku (11), co sprowadza sie do ukladu z; = ... =2, =0. »

WNIOSEK. Kazda funkcja kwadratowa Q na rzeczywistej przestrzenmi afinic:-
nej moze byé w odpowiednim ukladzie wspolrzednych (0;e,. ..., e,) przedstauwiona
w (dokladnie) jednej z ponizszych postaci kanonicznych:

. _ 2 22 2 2 . .
Qot+x)=ar1+...+2 -y — a5y — -~ T+ 20, (12)
N/ e 2 p i1
QOo+x)=at+... 42 —:1:3_,_, — = X2+, (13)
gdzie 0 < s <r < n (r <n w przypadku (12)).
Dowéd. Poniewaz dodatni indeks bezwladnoéei s foriny kwadratowej g zwigzancj
7z ) oraz jej rzad r zalezg tylko od formy ¢ (rozdz. 1, § 4, twicrdzenie 5), wige

wystarczy zastosowaé twierdzenie 2 1 dokonaé¢ odpowiednicj zamiany zmiennyceh
(rozdz. 1, 8§ 4, p. 7). m

Powyzszy wniosek mozna tez sformulowad inaczej:

Duwie funkcje kwadratowe Q i Q' na rzeczywistej przestrzeni afinicznej A sq
afinicznie rownowaine wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiadajgce im formy kwadra-
towe majqg te same rzedy i sygnatury oraz albo obie funkcje nie majg punkicw
srodkowych, albo obie majq takie punkty i przyjmujqe w nich te same wartosci.

4. Funkcje kwadratowe na przestrzeni euklidesowej. W przypadku
przestrzeni euklidesowej (E, V') naturalne jest badanie rownowaznosci funkeji kwa-
dratowych wzgledem dzialania grupy izometrii Iso(E).

DEFINICJA 4. Funkcje kwadratowe Q i Q' na przestrzeni cuklidesowej E na-
zywamy Iso(E)-réumowaznymi, jedli istnieje izometria g € Iso(E), dla ktore)
Q" = Q og. Inaczej méwigc, Q i Q' maja te sama postaé¢ w pewnych dwdch
prostokatnych ukladach wspéirzednych.

TWIERDZENIE 3. Kaida funkcje kwadratowa Q na n-wymiarowej przestrzeni
euklidesowej moze byé w odpowiednim prostokgtnym ukiadzie wspdlrzednych
(0;:eq,...,e,) przedstawiona w jednej z ponizszych postaci:

Qo+x)=Mz2+ ...+ Mzl +po. 0€C(Q), (14)
Qo+ x) = Mxd + ...+ A\77 +2uTr41, 1> 0, (15)
6 .
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gdzie 0 < 7 < n(r < nw przypadku (15)) @ liczby rzeczywiste A; sq rozne
od zera. Przedstawicnia tej postaci sq jednoznaczne z dokladnoscig do porzgdku
zmiennych ;.

Dowdd. Niech Qo' +x) = q(x) +2I'(x) + Q(¢'). Wybieramy najpierw takg baze
ortonormalng (ef,...,e},) w euklidesowe]j przestrzeni liniowej V, w ktérej forma

kwadratowa ¢ przyjmuje posta¢ kanoniczng
T n
gly) =D Ayl, N#0, y=) ye
=1 i=1

(rozdz. 3, § 3. twierdzenie 7). Jesli funkcja @ ma punkty $rodkowe, to zamieniajac
w razie potrzeby ¢’ na jeden z takich punktéw o (punkty $rodkowe znajdujemy
tak samo jak w przypadku afinicznym), otrzymujemy postaé (14).

Jesli @ nie ma punktéw Srodkowych, to mamy postac

T n
Q' +y)= Z Ayl + 22 Piyi + Py
i=1 i=1
Zamiana zmiennych (przesunigcie poczatku ukladu)
o yz+(p;/)\u i':l)"'arv
R T i=r+1,...,n,

prowadzi do postaci

Q6+ z) = Z )\iz;-z 42 Z Wizi + 219,

=1 1=7r+1
gdzie nie wszystkic p; dla i > r sa rowne zeru (W przeciwnym razie funkcja
mialaby punkt rodkowy). WprowadZmy .normeg”

n= \/Mg_+l++}t%>()

formy liniowej Z?._:,, +1 Miz; 1 dokonajmy zamiany zmiennych
€, =z, 1=1,...,7,
L %
k 0
Tpg1 = E —2zk + -
k=r+1 / t
T
xq = E ajzj, 1=1+2,...,n
Jj=r+1

gdzie a;; sa tak dobrane, by macierz

Prs1 /1 Hego/p o0 pn/p
A ra2r41  Qr42r42 .0 Qry2p

----------------------------



220 ROZDZIAL 5. KWADRYKI

wymiaréw (n—r) x (n — r) byla ortogonalna; mozna to zrobi¢, poniewaz pierwsyy
wiersz macierzy jest wektorem o dlugosci 1. Po podstawieniu otrzymamy

¥ 7

Qo+ x) = Z/\,z.z:f +2uxrpy, X = Zaf,;e,‘,g
=1 i=1

zgodnie 7 (15).

Jednoznacznosé postaci (14) i (15) wykazemy nastepujaco. Na mocy twicr
dzenia o sprowadzaniu foriny kwadratowej do osi gléwnych rzad r i liczhy ), s
wyznaczone jednoznacznie (rozdz. 3, § 3, p. 4). Liczba o = Q(0) nie zalezy o
wyboru punktu srodkowego o (zob. (8)).

Pozostala do udowodnienia jednoznacznoé¢ wspélezynnika g > 0 w row-
noéci (15). Przypusémy, ze w pewnym prostokatnym ukladzie wspélrzeduych
(¢';€),...,€,) mamy

QU +x) =D M) + 22ty 1 >0,
i=1
Niech F bedzie symetrycznym operatorem liniowym na V', odpowiadajgcym svy-
metrycznej formie dwuliniowej f(x.y), biegunowej dla ¢ (rozdz. 3, § 3, p. 1):
fixy) = (Fxly).
Jego macierz
F = diag{Ay,.... A, 0,...,0)

jest taka sama w bazie (e;) i w bazie (e}). Wynika stad, ze obrazem operatora F
jest

/ /
ImF = (e;....,e,.) = (e.....€,.),
a zatem macierz przej§cia od bazy (e;) do (e]) jest postaci
B = B 0
0 By

dla pewnych macierzy ortogonalnych B, wymiaréw r x r oraz By wymiarow
(n —7) x (n — 7). Przesuwajac poczatek ukladu i wykorzystujac fakt. ze w obu
wyrazeniach na @ brak wyrazéw o wskaznikach > r + 1, otrzymujemy

T T
Z Azt = Z Ai(xh)? + 2v,
i=1

i=l
1.7
2uTypy = 20 Ty — 2V

dla pewnego v € R. Wobec tego
©eoo
Tryl1 = '; "Lt

—

TR



§ 2. KWADRYKI W PRZESTRZEN! AFINICZNE] | EUKLIDESOWE] El

Poniewaz macierz B jest ortogonalna, wiec dla wyrazenia x,+1 = Y a;z} + 1o
powinna zachodzi¢ réwnosé¢ 3~ a? = 1, co w naszym przypadku daje

(W'/m)?® =1.
Stad juz wynika rownosé ;. = y/, poniewaz obie liczby ' i p s dodatnie. m

CWICZENIA

1. Zakladajac. ze 2s > r > (), znaleZ¢ liczbg klas réwnowaznosci afinicznej funkcji
kwadratowych bez punktéw srodkowych na n-wymiarowej rzeczywistej prze-
strzeni afiniczne;j.

2. Wyznaczy¢ zbiér C(Q) dla rzeczywistej funkcji kwadratowe;j

rl+2 Z r,:l:)—l-?.}:sr,,-i-l

1<i<j<n

na n-wymiarowej rzeczywistej przestrzeni afiniczne;j.

§ 2. KWADRYKI W PRZESTRZENI AFINICZNE]
I EUKLIDESOWE]

1. Ogélne pojecie kwadryki. Kazdej funkcji kwadratowej na przestrzeni
afinicznej A odpowiada zbior

So={peA|Q(p) =0}

zwany kwadrykg lub hiperpowierzchniq drugiego stopnia. Dla n = 2 kwadryki
nazywa si¢ tez stozkowymsi lub krzywymi drugiego stopnia. Kwadryki mozna roz-
patrywa¢ nad dowolnym cialem R charakterystyki # 2 (i takic obiekty si¢ rzeczy-
wiscie pojawiaja w wiclu zagadnieniach), przy czym najbardziej naturalny jest
przypadek ciala algebraicznie domknietego, np. & = C. Ograniczymy si¢ jed:
nak do skalaréw rzeczywistych ze wzgledu na bardziej pogladowy charakter tegc
przypadku (co zreszta jest sprawg dosé umowna).

0Od poczatku wygodne bedzie wykluc 7en1e A rozwazan kwadryk niezawieraja
cych zadnego punktu. Na przyklad funkcja 22 + :c2 +1 okresla zbidr pusty. Scislej
w dalszym ciggu zakladamy, ze kwadryka Sg o réwnaniu Q(p) = 0 jest zbioren
niepustym oraz

rank S¢ := r = rank ) = rankq > 0.

Wykluczamy zatem réwniez kwadryki, dla ktérych forma kwadratowa ¢ jest ze
rowa (kazda taka kwadryka jest okreslona przez réwnanie liniowe, jest wigc h
perplaszczyzng afiniczna, cala przestrzenia A (gdy Q = 0) lub zbiorem pustym’
Przyjmujemy takze, ze n > 2.

9
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Pamietajac o powyzszych zalozeniach, przyjmujemy nastepujaca definicje:

DEFINICJA 1. Kwadryke w przestrzeni afinicznej A nazywamy podpr:('.-;tr.:(mq
podwadjng, jesli jest ona podprzestrzenig afiniczng w A.

Na przyklad réwnanie 2% + ... + 12 = 0 w n-wymiarowej rzeczywistej prae.
strzeni afinicznej A jest rownowazne ukladowi x;, = 0, ..., x, = 0, przedstawia
zatem (n — r)-wymiarowg podprzestrzen afiniczng. Definicja podprzestrzeni po-
dwdjnej nie zalezy od ukladu wspélrzednych, jesli wiec wzigé funkcje Q, okresla-
jaca kwadryke Sg, w postaci kanonicznej, to z wniosku z twierdzenia 2 wynika,
7z kazda podprzestrzefi podwéjna ma wlasnie réwnanic postaci 23 +. ..+ a2 = ().

Zauwazmy, ze np. podprzestrzenie podwéjne 3 + z2 = 0i 222 + 322 = ¢
w przestrzeni trojwymiarowej to jedna i ta sama prosta x; = 0, x2 = 0. W przy-
padku kwadryk, ktére nie sa podprzestrzeniami podwéjnymi, jednoznacznosé row-
nania kwadryki przedstawia si¢ bardziej zadowalajaco:

TWIERDZENIE 1. Jesli kwadryka S nie jest podprzestrzenig podwdjng, lo do-
wolne dwa jej rownania (w tym samym ukiadzie wspétrzednych) sq proporcjonalne,

tzn.
So, =S =50, = Q2= 2AQ dla peumego A € R\ {0}.

Dowdd. 7 zalozenia kwadryka S ma dwa réwnania Qq(p) = 01 Q2(p) = 0. Rzut
oka na wzory (12) i (13) prowadzi do wniosku, ze zbiér S (o ktérym zalozylismy, 7e
jest niepusty) zawiera co najmniej dwa punkty; co wigcej, istnieja (rézne) punkty
P.q € S o tej wlasnoSci, ze prosta IT; ; nic jest calkowicie zawarta w .S. Istolnice,
w przeciwnym razie kwadryka bylaby podprzestrzenig afiniczna (rozds. 4. § 1,
twierdzenie 4), whrew zaloZenin. Latwo zauwazyé. ze IT;, NS = {p.4}.

Ustaliny punkty p,q € S o powyzszej wlasnodci i przyjimijmy punkt i za po-
czatek ukladu, a wektor ;-)?1 # 0 za ostatni wektor bazy (e,,...,e,) w przestrzend
liniowej V. Wtedy prosta IT, ; sktada sie z punktéw o wspolrzednych (0, ..., 0. 3).
Punkt p ma wspélrzedne (0....,0), a ¢ — wspélrzedne (0,...,0,1).

Rozwinmy @Q; wedlug poteg zmiennej z,,:

Q] (ﬁ + x) = 611‘721 + g(;13| seee ,llin_l)il?n_ + ,I(Jf[‘, ceesIn—1 )
Tutaj g jest wielomianem stopnia < 1, a h — wielomianem stopnia < 2 wzgledem
Z1,...,Tn_1. Fakt, ze prosta II; ; przecina S w dwoch réznych punktach, oznacza.
ze 0 # 0 i tréjmian kwadratowy
6x2 + g(0)a, + h(0)

ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste, tj. ¢(0)? — 46h(0) > 0. Dzielac funkcj¢ ¢
przez §, mozemy zakladaé, ze od poczatku & = 1. To samo jest prawdg dla ()2
Tak wigc
Q'l(p + X) = T.,Ql +gz(:r], FRRPE ,377,_1 ):Tn + hz($17 L ’x’n-]), /1 = 1’2,
10
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przy czym 4;(0) > 0, gdzie

Ai(zy, ... Tp_)) = !}1‘.(-1‘-1~---a-’l?n—1)2 — 4hi(z1, . Tny). i =1,2,

jest wyréznikiem Q; jako tréjmianu kwadratowego wzgledem zmiennej z,.
Wobec dokonanej przez nas normalizacji mamy udowodni¢, ze Q; = Q..
Weimy dowolne skalary A;....,Ap—1 € R i rozwazmy w A podprzestrzen afi-
niczng
xr=1tAN. .., Tp_] =tAp_1, t e R. (1)
Wtedy dla wektora

X = f)\lel + ...+ t/\n —1€n—1+ Tne€n

mamy ~
Qi(p+ %) = z3, + §i(t)zn + ha(t), (2)
gdzie N
?]’rt(t) = gi(t/\| . t/\n_1>, hz(f) = h,’(t)\l, ey f-)\n_.1\). (3)

Okre$lmy tez

Ai(t) = Gi(6)? — 4hi(t), i=1,2.

Wieiny, ze EZ(O) > 0 dla i = 1,2. Wobec tego istnicje takie € > 0, ze jesli [t| < e,
to Ai(t) > 0, a wiec oba wielomiany (2) majg dwa rézne pierwiastki. Ale na
mocy zalozenia zbiory pierwiastkéw tych dwéch wielomianéw przy ustalonyin ¢
si¢ pokrywaja - - jest to po prostu cze$¢ wspélna kwadryki S i podprzestrzeni (1).

Skoro dwa unormowane wiclomiany stopnia 2 majg wspéine picrwiastki, to maja
jednakowe wspélezynniki:

Gi() = Ga(t),  ha(t) =Ro(t), |t|<e. (4)

Wartosci ¢ spelniajgcych warunek |t] < € jest jednak nieskorczenie wiele, wige
réwnosci (4) sa spelnione dla kazdego t, w szczegélnosct dla ¢ = 1. Przyjimujac
t=1 w (3), mozemy przepisa¢ (4) jako réwno$¢ funkcji wielomianowych

g An—1) = g2(A1, -y Ana),
hi(Ars. oy nm1) = he(Ag, o5 Anc).

Wiemy, ze jesli dwa wiclomiany stopnia m zmiennej A przyjmuja te same war-

tosci dla m + 1 réznych wartosci A, to sg réwne jako wielomiany (czesé 1, rozdz. 6,

§ 1, wniosek z twierdzenia 2). Uogdlnieniem tego faktu dla wielomianéw wielu

zmiennych jest nastepujace stwierdzenie: jedli wielomiany fi(X,;,..., X,-1)

i fa(X1,...,Xn_1) wyznaczaja te samg funkcje wielomianowa R"~! — R, to

sg réwne, tj. maja te same wspdlezynniki (czesé I, rozdz. 6, § 1, ¢wiczenie 2).
Korzystajac z tego stwierdzenia, otrzymujemy z (5) réwnoéci

(5)

NCLIRRRE yTn-1) = g2(xt, ..., Tnq),
h,(i:r.l,...,ilin_ﬂ = ho(Z1,...,Tn_)),
ktére pokazuja, ze Q1 = Q2. =
11
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2. Srodek kwadryki. Wida¢ od razu, ze kwadryka na rys. 10 jest symetrvezna
wzgledem poczatku ukladu wspélrzednych. Ogoélniejszej sytuacji geometryvezne;
odpowiada

DEFINICJA 2. Punkt o przestrzeni afinicznej A nazywamy $rodkiem kwadryki
Sg. jesli jest jej Srodkiem symetrii. tzn. 6 +x € Sg = 6 —x € Sp.

Rys. 10

Zalézmy, ze punkt o jest srodkiem kwadryki S, ktéra nie jest podprzestrzenig

podwdjng. Niech
Qo+ x)=q(x)+2l(x) +e9=0

bedzie réwnaniem tej kwadryki. Ze Srodkowej symetrii kwadryki § wynika. ze
funkcja Q; (0 + x) := Q(0 — x) okredla te samg kwadryke, czyli réwnanicm S jest
réwniez

Q1(0+ X) = Q(X) - 2l(x) + g9 = 0.

Na mocy twierdzenia 1 istnieje liczba A € R taka, 7e
Q] = /\Qa

co wobec g # 0 jest mozliwe tylko wtedy, gdy A = 11 = 0. Wiemy juz jednak
z punktu 2, ze [ = 0 to warunck na to, by punkt 6 byl punktem srodkowym kwa-
dryki S. Dochodzimy do wniosku, ze jesli kwadryka Sq nie jest podprzestrzeniq
podwdjng, to zbiér C(Sq) jej srodkéw symetrii jest réwny zbiorow: C(Q) srodkéw
funkcji kwadratowej Q; jesli zbior ten jest niepusty, to stanows podprzestrzen afi-
niczng (§ 1, twierdzenie 1). Opisaliémy juz, jak znalezé zbiér C(Q) w dowolnyin
uktadzie wspélrzednych; w ten sposéb mozna efektywnie ustali¢, czy dowolna
kwadryka S jest figura srodkowosymetryczna.

3. Postacie kanoniczne kwadryk w przestrzeni afinicznej. Sformulu-
jemy podstawowe
12
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Ve

- TWIERDZENIE 2. Kazda kwadryka w n-wymiarowej przestrzeni afinicznej ma
w odpowtednim ukladzie wspdltrzednych dokladnie jedno z ponizszych réwnan:

o kwadryke Srodkowosymetryczna:

| PR J:f—k...-l—:vi—xgﬂ—...-—x,%zl, 0<s<r,
I;‘r: x%+...+x§—x§+1—...—xf—_—0, r/2<s< 1
o kwadryka niemajgca Srodka symetrii:
I, : :c%—i—...—i—a:ﬁ—x?H—...—-.1:3:—2;,;1,“, r/2<s<r.

Tutaj 1 < r < n (r < n w ostatnim przypadku).

Dowéd. Twierdzenie jest niemal oczywiste: wystarczy zastosowaé wniosek z twier-
dzenia 2 w § 1 i zauwazyé, ze Syg = Sg dla A # 0; pozwala to zamienié stala g
w réwnoéci (13) z § 1 na —1 (jedli stala ta jest rézna od zera). Warunek s > 0
w I, » wyklucza kwadryke pustag. Réwnos$¢ s = r w I, . odpowiada podprzestrzeni

podwodjnej. m

DEFINICJA 3. Kwadryke typu I, ,, nazywamy elipsoidg, typul,, dlas<n -

hiperboloidg, typu 1L, ., - paraboloidg eliptyczng, a typull,,,_, dlas < n—1

— paraboloidg hiperboliczng. Wszystkie tc kwadryki sa niezdegenerowane.
Kwadryki typéw L, i I ,. dla r < n oraz typu II,, dla r <n — 1 nazywamy

walcami, a typu I, ,, - - stozkami. Stozki i walce nosza wspélna nazwe kwadryk

zdegenerowanych (1).

e,
Rys. 11 Rys. 12

Dla kazdego stozka S (rys. 11) istnieje punkt 0 o wlasnoéci
0+x€S = o+Axe€S VAER. (6)
Punkt ¢ nazywamy wowcezas wierzchotkiem stozka (jest on automatycznie jego

(1) Warto zwréci¢ uwage na dwa przypadki szczegélne: 14 ; to suma dwéch hiperplaszcezyzn
réwnoleglych, a I} 5 —- suma hiperplaszezyzn przecinajacych sie (przyp. tium.).

13
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srodkiem symetrii). Proste 6 + Ax to tworzgce stozka. Jesli réwnanie stozka y,
postaé I, , . to wierzcholkiem jest poczatek uktadu wspéirzednych. Poza sh)/l\dm
wlasnoéé (6) maja wszystkie kwadryki typu I} . (i tylko one).

Walec mozna scharakteryzowaé jako kwadlka S o nastepujgcej \V](l\l]()s(]
istnieje wektor u # 0 taki, ze

peES = p+AuesS VieR. (n

Inaczej méwiac, przesuniecie tay przeprowadza S w §. Istotnie, przypusémy. 5,
kwadryka S spelnia warunek (7). Poniewaz ty, o ty, = ty,4+u,, Wiec wszystk
wektory u o wlasnosci (7) (z dodanym wektorem zerowyin) tworza podprzestrzey,
linlowag U C V.

Jesli § = Sg, p=0+x€ Sip+aue Sdlakazdego o € Rikazdego u ey
tj. @(p) = 0 oraz Q(p + cu) = 0, to z réwnodci (5) w § 1 otrzymujemy |

g(ou) + 2[f(x, au) + l{(cu)] = 0,

czyli
o?q(u) + 2a[f(x,u) +{(u)] =0 Vo eR,
a stad
q(u) =0, f(x,u)+l(u)=0 (8)
dla kazdego u € U. Niech
V=UsW, W = (el ----- em) U= <em+la~->en>-

Wtedy z (8) wynika, ze w wyrazeniu
i J

wspolezynniki ¢;; oraz ¢; dla 7 > m sy réwne zern. Wtedy rowniez w postaci
kanonicznej réwnania kwadryki Sg nie bedzie pewnych zmiennych (odpowiadaja-
cych niezerowej podprzestrzeni U). Na podstawic twierdzenia 2 wlasnosé t¢ maja
tylko kwadryki typu I, , i I, . dla r < n oraz I, , dla r < n — 1, czyli walce.
Podprzestrzenie afiniczne postaci p + U, gdzie p € S, nazywamy tworzqcym
walca S. Ustalmy punkt ¢ € S. Kazda tworzaca p + U przec ina podprzestrzei
afiniczng ¢ + W w dokladnie jednym punkcie 7 (wektor pg ma Jednonm( AN
rozklad na sum¢ u+w, gdzien e Uiw € W; wtedy p+u =¢-w = 7).
Wobec tego walec S jest wyznaczony Jednozna(,mle przez podanie podprm.strzvui

liniowej U oraz kwadryki
S0 =8n(¢g+W)

w przestrzeni afinicznej ¢ + W. Kwadryke S° nazywamy podstawq walca S. Dla
walca typu I, I, . (dla r < n) lub I, , (dla 7 < n — 1) podstawa ma to samo
réwnanie kanoniczne, ale w przestrzeni wymiaru r (w dwéch pierwszych przypad-
kach) lub 7 + 1 (w ostatnim przypadku). jest wigc kwadryka niezdegenerowana
lub stozkiem.

14



T b 8 <. KWADRYKI W PRZESTRZENI AFINICZNEJ | EUKLIDESU W)

DEFINICJA 4. Walec S¢ nazywamy eliptycznym, hiperbolicznym lub stoZkowym
w zaleznodci od rodzaju podstawy S°. Méwimy tez o walcu nad kwadrykq S°.

Jak sie pézniej przekonamy, walec mozna uwazaé za stozek, ktérego wierz-
chotkiem jest punkt w nieskofczonosci.

4. Uwagi ogolne o rodzajach kwadryk. Rzedem funkcji kwadratowej )
i odpowiadajacej jej kwadryki Sq nazwalidmy liczbe r = rank q, gdzie q jest forma
kwadratowg zwigzana z (0. Czesto wprowadza si¢ jeszcze tzw. rzqd rozszerzony 7.
Aby go okresli¢, wychodzimy od réwnania kwadryki w dowolnym ukladzie wspot-
rzednych (o;eq,...,€,):

n n
QUo+x)= Y iz +2Y  @igi+po =0 (9)

4y=1 1==]

i rozpatrujemy dwie macicrze: macierz F' = (p;;) formy kwadratowej g oraz roz-
szerzong macierz

Pt -+ Pan $n
(Pl PR '5071, '(po

Wtedy z definicji r = rank F i ¥ = rank F. Dla ujednolicenia oznaczen przyjmijmy

Pintl = Puyis =i, 1=1,...,n Prntin+l = Po.

Tak wiee F = (cp,J)?j':' , 17 jest rzedem formy kwadratowej

N -1
§(x) = Q6 +x) = Y _ wixi;.
i,7=1
Mozemy przyja¢, ze x,; = 1, i rozpatrywa¢ tylko zamiany zmiennych, za-
chowujgce ten warunek, tzn.

e o / J
Ty =apnry+ ...+ ap%, + A n1Th iy,

e ’ ! !
Tn =UpyXy + .0+ @un®y T Gnn+135,4,

, .
Tt = Tot1s

gdzie macierz A = (a”)?j:', jest niecosobliwa. W nowych wspéirzednych macierza
formy g bedzie oczywiscie _ -

F' ='AFA.
Poniewaz det A # 0, wiee 1 jest niezmiennikiem przeksztalcen afinicznych; szcze-
gblnie latwo go obliczy¢, gdy réwnanie kwadryki jest w postaci kanonicznej. Wi-
dzimy, ze kwadryka Sp jest zdegenerowana, tzn. jest stozkiem lub walcem, do-

kladnie wtedy, gdy ¥ < N + 1 lub, co na jedno wychodzi, det F =0.

15
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Na niezmienniczoéé¢ afiniczng rzedu r zwracaliSmy uwage juz poprzednio.
Liczba kwadratéw ze wspolczynnikiem +1 w rownaniu kanonicznym jest wyzna-
czona przez liczbe niezerowych wartoéci wlasnych macierzy F'; istnienie jedyncego
srodka symetrii kwadryki wyraza si¢ przez warunek det F' # 0. Jesli det F' = 0, to
albo nic ma érodﬂlféw symetrii (rank F' < rank F'), albo jest ich nieskonczenie wicle
(rank F' = rank F'); w tym ostatnim przypadku kwadryka jest walcem. Widzimy
zatem, ze postaé¢ kanoniczng réwnania kwadryki mozna okreélié, nie wykonujac
faktycznych zamian zmiennych, sprowadzajacych dane réwnanie do te) postaci.

Wprowadzimy jeszcze kilka pojeé, pojawiajacych sig¢ w naturalny sposéb przy
badaniu kwadryk. Przypusémy, ze chcemy znalei¢ cze$é wspdlng kwadryki (9)

z prosta przechodzaca przez po = (29, ...,2%) o réwnaniach

atiz:r?-}-(v.it, =1,....n. (10)

Podstawienie tych wzoréw do (9) prowadzi do réwnania kwadratowego wrgle-
dem #:

Q2 +2Q0Mt + QP =0 an

o wspo6lczynnikach

Q") = g(a),

Tt , n
' 1 0Q
1 ) _ |

@7 = ; Qulpoas, Qilp) = 2 Ox; B ;‘Pat.ﬁ'?j + i,

Q™ = Q(po)-
Tutaj o = (ay, ..., ) jest wektorem kierunkowym prostej (10), a ..., ), to

wspolrzedne dowolnego punktu p na prostej.

DEFINICJA 5. Wektor a nazywamy wektorem asymptotycznym dla kwadrvki
Sq, jesli g{or) = 0. Réwnanie
q(er) =0

okresla stozek asymptotyczny kwadryki Sg.

Jesli prosta (10) nie ma kierunku asymptotycznego, tj. g(et) # 0, to réwnanic
(11) ma dwa (byé moze zespolone sprzezone) pierwiastki, odpowiadajace parze
(byé moze urojonych) punktéw wspdélnych kwadryki i prostej. Prosta o kierunkn
asymptotycznym albo nie przecina kwadryki, albo przecina ja w jednym punkcie.
albo tez zawiera si¢ catkowicie w S¢; (w tym ostatnim przypadku prosta (10) jest
tworzgca kwadryki S¢).

Zalézmy, 7e punkt po = (z9,...,29) nalezy do kwadryki, tj. Q® =Q(p) =0.
Méwimy, ze po jest punktem osobliwym kwadryki Sq, jesli Q;(po) = 0 dla
i=1,...,n. Wspélrzedne z9,..., 2 punktu osobliwego po znajdujemy z ukladu
rOéwnann liniowych

16
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. n
Z¢ij:pj+Pi:03 t=1,...,n, ZWj33_7+¢0=0-

Punkty osobliwe moga oczywiscic istnie¢ tylko na kwadrykach zdegenerowanych.,
przy czym dla ¥ = n istnieje co najwyzej jeden taki punkt. W ogélnym przypﬁdl\u
punkty osobliwe (jesli istnieja) tworza podprzestrzen afiniczng wymiaru n — 7.
Réwnanie n

D Qilpo)(z;i — 22) =0

i=1

przedstawia przestrzen styczng do kwadryki Sg w punkcie osobliwym py.

5. Kwadryki w przestrzeni euklidesowej. Niech E bedzie n-wymiarows
przestrzenig euklidesowa stowarzyszona z rzeczywista przestrzenia liniowa V.

Oczywistym przeformulowaniem twierdzenia 3 z § 1 o Iso(E)-réwnowaznych
funkcjach kwadratowych jest

TWIERDZENIE 3. Kaida kwadryka w n-wymiarowej przestrzeni euklidesowe; E
(niepusta i niebedgca podprzestrzeniq afiniczng) ma w odpowiednim prostokgtnym
uktadzie wspdlrzednych doktadnie jedno z ponizszych réwnan:

o kwadryka .s‘rodkowo.s-ym(-:tryczna:

7 "172 :1_:2 | 1172
2+ .{._‘_;___%ﬂ‘_—,,.u%zl, 0<s<r, (12)
a? a5, a?
) 9 A2 a2 N
T :re Teri x 7 .
‘12_|_ +—%—- ;+ ——...-—-—%:0, 3<s<7': (13)
aj at agy, az 2
o kwadryka niemajgca srodka symetrii:
2 2 2 2 ’
o o X r
2+ +__;_*_§il‘”,—-—§+23:.,.+,:0, ~<s<r. m (14)
afg a;  ai. 0z 2

Sformulowanie twierdzenia 3 musimy jeszcze uzupelnié¢ opisem wiclkosci a;.
Jesli funkcja kwadratowa (Q opisujaca kwadryke ma w pewnym ukladzie wspol-

rzednych postaé .
Q6+ x) = Tl + ...+ Ars + o,

gdzie \; # 0 (§ 1, twicrdzenie 3, (14)) oraz pg # 0, to zmienne z; mozna tal
ponumerowaé, by spelnione byly warunki

)\1‘700 <0, ..., Aspo < 0. /\i(p() >0 dlai > s.
Wtedy podstawiajac

i=1,...,r, (12

otrzymujemy postaé (12).

17
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Jesli o = 0, to nalezy przyjac

> (), I: = 19 LR Sr’ (]3!}

1
Q; =
Al
co prowadzi do postaci (13), gdyz warunek s > r/2 mozna zawsze spetnié¢, mnozac

ewentualnie obie strony réwnania przez —1.
Jesli wreszeie funkeja kwadratowa ma postad

Qo+x)=M\axs +... + A2 + 22Uy |,
gdzie \; # 01 p # 0 (§ 1, twierdzenie 3, (15)), to mozemy zalozyé, ze
AMp >0, o0 A >0, Apu<0 dlai>s

oraz s > r/2, podobnie jak wyzej (aby méc speié¢ ten ostatni warunek. uie
zakladali$my, ze p > 0). Wtedy przyjmujac

i=1,...,7 (14"

otrzymujemy postaé¢ (14).
Nazwy afiniczne kwadryk niezdegenerowanych:

e clipsoida ((12), s = n, rys. 13),

e hiperboloida ((12), 0 < s < r =n, rys. 14, 15),

e paraboloida eliptyczna ((14), s =n — 1, rys. 16),

e paraboloida hiperboliczna ((14), 0 < s <r =n — 1, rys. 17)

przenosza sie na kwadryki cuklidesowe, dla ktérych pojawiajy si¢ jednak nic-
zmienniki o dowolnych wartosciach rzeczywistych dodatnich, tzw. pélosie a;. Tch
Iso(EE)-niezmienniczo$¢ wynika z Iso(IE)-niczmienniczosci parametréw \;, @o, i
ustalonej w twierdzeniu 3 w § 1. Na przyklad, z afinicznego punktu widzenia
wszystkie elipsoidy sy réwnowazne sferze jednostkowej, podczas gdy z euklideso-
wego punktn widzenia nawet sfery maja odrézniajacy je niezmiennik - promici
R—-:a] = ... = Ay,

Elipsoid¢ o polosiach a) > ... > a,, > 0 mozna uwazaé za wpisang w sferg
o promieniu a;, poniewaz odleglo$¢ od Srodka elipsoidy do punktu (xy.....x,)

na niej jest réwna \/x% + ... + x2 oraz

X T )
1 . 2
l==+...+ 2> 5@} +...+25),
a‘l a‘n a’l

tj. 2 + ...+ 12 < a?, przy czym réwnoéé zachodzi dla punktéw (£a).0,...,0).
Analogicznie a,, to promien sfery wpisanej w elipsoidg.
W przypadku hiperboloidy pétosie asy1,..-.an N0S2a nazwe urojonych, co

—

wigze sie z faktem, ze przekréj hiperboloidy podprzestrzenia afiniczng z, = ... =
18
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y

Rys. 13

Rys. 15

xs = 0 jest zbiorem pustym. Ogélnie rzecz biorgc, standardowa metoda badania
kwadryk jest analiza ich przekrojéw, wnoszaca w sytuacji wielowymiarowej cenne
elementy pogladowe.

Przekroje elipsoidy hiperplaszczyznami x; = const, gdzie |const| < a;, sa
znéw elipsoidami w przestrzeni wymiaru n — 1. Przekroje hiperboloid sg bardziej

19
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roznorodne. Hiperbole z?/a? — x3/a2 = 1 dla n = 2 oraz hiperboloide dwupg,
wlokowa i jednopowlokows

2 2 2 2 2 2
'l'l. _ .1:2 _ wa . 'Tl .’172 _ ‘ES . 1
2 2 2 — 4 2 2 2 -

ay a3 a3 ai a3 a3

dla n = 3 mozemy narysowad (rys. 14, 15). Poza elipsoidamni, sg to wszystkie
mozliwe przekroje hiperboloid trzech rdznych typéw dla n = 4. Na przykiag
hiperboloida dwupowtokowa

f'2 .~ 2 -l2 2
Ty Ty %3 Ty
2 2 2 2 =

wystepujaca w teorii wzglednosct, ma dwie skladowe spdjne, polozone w potprze-
strzeniach @y > ay i ¢y < —a;. Jej przekroje hiperplaszezyznami x; = const dla
i > 1 sa zwyklymi hiperboloidami dwupowlokowymi, a przekréj hiperplaszczy-
zng x; = const, gdzie |const| > a,, jest clipsoida. Przekroje paraboloid sq takze
réznorodne; nie bedziemy si¢ jednak nad nimi zatrzymywad, podobnie jak nad
przekrojami walcéw i stozkéw roznych typow.

CWICZENIA

1 Sprawdzié, ze kazda kwadryka w trojwymiarowej przestrzeni afinicznej (wly-
czajac kwadryki puste i podprzestrzenic podwéjne) ma w odpowiednim ukla-
dzie wspélrzednych jedno z ponizszych réwnan:

(1) 22 + a5+ a3 =1, (7) a5 + 22 —ad=0; (13) 2% —22 =0
(2) 2% 4 &35 — x5 = 1; 8)ri+a5+x2=0. (14) z?-1=0:
(3) I'l+72r:)':§::—l; (9) 1,—%— 5 = —1: (15) x? + 22 = 0;
(4) £? — a2 = 2uy; (10) «§ + x5 = 1; (16) 22 +1 = 0;
(5) x% + 23 = 2u3; (11) 2% = 2a29; (17) 27 = 0.

(b) "E] +-T2 +.’L'3 = —1, (12) .’I,'l — ;'[T% = 1,
2. Niech S bedzie kwadryka w przestrzeni euklidesowej E. Jesli w pewnym pro-
stokatnym ukladzie wspéirzednych (o;e;, ..., e,) réwnanie kwadryki ma po-

stac 7" n
Z )\,;;L‘f + 2 Z pit; + o = 0,
i=1 i=]
to wektory e; nazywamy kierunkami gtéwnymi kwadryki S (przypomnijiny
wosie gléowne” formy kwadratowej). Znalezé kierunki gléowne kwadryk:
(a) 222 + y? - 322 + 122y + 4oz + 8yz + 18 = 0
(b) 622 + 5y + 72” + 4oy — dxz — 8z — 10y + 142 — 6 = 0.
3. Cwiczeniu 3.3.8, dotyczacemu wartodci ekstremalnych rzeczywistej formy

kwadratowej, mozna teraz nadaé sens bardziej geometryczny. Przypomnijmy.
20
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ze chodzilo o wartosci q(v) przy ||v|| = 1 lub, co na jedno wychodzi, o warto$ci
g(v)/IvI*. Wykazaé, ac ,

sfﬂsaﬁq(ﬂ aw=1 A
Niech np. n = 2 i niech ¢(v) = az? + 28zy + vy* = 1 bedzie réwnaniem
elipsy. Jedli A; (i = 1,2) sa pierwiastkami réwnania charakterystycznego
A — (a+ YA+ (ay = B%) =0, a (z;,y;) sa odpowiadajacymi im punktami,
w ktérych ekstremum zostalo osiggniete, to T? +y2 = 1/ A tj. (dla Ay # Ag)
jeden z pierwiastkéw odpowiada kwadratowi najwigkszej, a drugi najmniejszej
odleglosci od poczatku ukladu do punktu na elipsie. Jednoczednie otrzymu-
jemy prostopadloéé kierunkéw glownych elipsy oraz wzér 7/+/ay — 32 na pole
powierzchni elipsy (uzasadnié!).

4. Dla jakich wartoSci parametru ¢ kwadryka
22+ 22 + i + 2t w0 + 2z 28 + 2Ux0wg — 4t =0
jest elipsoidg?
5. Znalez¢ typ afiniczny krzywej otrzymanej w przekroju kwadryki
J‘f + 533% + ;1:;2; 4+ 2x119 + 2x923 + 6x3x3 — 27 + 629 + 213 =0
hiperptaszczyzna 22 — 19 + 253 = 0.
6. Kiedy dwie hiperboloidy maja wspdlny stozek asymptotyczny?

7. Jaka kwadryke przypomina dach dworca kolejowego Warszawa-Ochota?

§ 3. PRZESTRZENIE RZUTOWE

Rozwdj geometrii rzutowej, szczegdlnie w pierwszej polowie XIX wicku, wywarl
istotny wplyw na cala matematyke. Poruszymy zaledwie kilka kwestii zwigzanych
z ta dziedzing, odsylajac Czytelnika do podrecznika [2] i bardziej specjalistycznej
literatury.

1. Modele plaszczyzny rzutowej. Na plaszczyinie afinicznej nad cialem
R dowolne dwa rézne punkty leza na dokladnie jednej prostej, a dwie proste
nierdwnolegle przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Opiszemy teraz konstrukcj¢ plaszczyzny rzutowej P2 = KP? nad cialem £; jest
to pewien zbiér ,punktéw” wraz z pewnym zbiorem ,prostych”, pomiedzy kto-
rymi zachodza relacje incydencyi (,,punkt lezy na prostej”), przy czym spelione
s3 nastepujace aksjomaty incydencji:

(i) dowolne dwa rézne punkty leza na dokladnie jednej prostej;
(ii) dowolne dwie rézne proste przecinaja si¢ w dokladnie jednym punkcie.
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